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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТІ

Актуальність теми. В математичній теорії керування т >брв ві­
дома задача про стійкість програмних режимів, забезпечу тих досяг­
неная тієї чи Іншої мети.При цьому під програмним режимом звичай­
но розуміється таке керування системою, при якому П  траєкторія 
вбігається, на деякому проміжку часу, з наперед заданою.Однак по­
дібний спосіб керування може (взагалі кажучи) не забезпечував до­
сягання бажаного результату. Справа у тому, що в салу наближено­
сті моделі керованого процесу, наявності випадкових збурень„ не­
повної Інформації про стан навколишнього середовища, у якому про­
ходить процес, реальний рух буде відрізнятися від розраховано­
го заздалегідь. Тому у деякі моменти часу необхідно буде здійсню­
вати корекцію реальної поведінки системи 1 приводити П  у від­
повідність Із заданою. Для цієї мети до структури системи необ­
хідно запроваджувати деякі додаткові елементи ( зворотні зв'яжи) 
Оскільки стан детермінованої системи визначає ГТ подальшу пове­
дінку, то корагуя цей стан у відповідності Із предписании зазда­
легідь, можна домогтися виконання мети керування. Таким чином, у 
кожний момент ( або у деякі визначені моменти } часу треба буде 
формувати закон керування у вигляді деякої функції стану системи 
Це - задаче про синтез зворотнього зв'язку ( задача керування). Ж 
наявній роботі як раз 1 розглядається у лінійній постановці зга­
дана проблема ( $ка звично зветься проблемою модального керуван­
ня), строге формулювання якої наводиться нижче.

Предает дослідианни. Розглянемо лінійну стаціонарну систему 
автоматичного керування

I y(t)=Cx(t),y(t)*sP, 
да Rn,*m,Rp - ділені лінійні простори вектор-СТОВПЦІВ ЕЯМІрНОСТвй 
n,»,p;x(t),u(t),y(t)~вектори .станів, входів та виходів; Л 
B;Rm.Rn,C;Rn-«p - дійсні лінійні віяобрадания відловідах просто­
рів.

Запровадимо до системи ( 1) лінійний зворотнії зв'язок за 
формуле»

де К:кр-.кю- дійсний лінійний оператор, що підлягає псзш'шша.То- 
ДІ будемо мата так звану замкнену систему керувавше x(t)-(A*B5C)- 
x ( t ) , властивості якої псвяїстью визначаються вмспаос*.4 Ш опе­
ратора А*ВВС.

r x(t)=A x(t)+m t),x (t)M n,u ( t) ^ m 
I u(t)=C x(t),v(thKp, < І)

uf t t )*EGx( t ) { 2)
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Задача I(про савтез статичного зворотнього зв'язку).Побуду- 
ватя дійсну щжр - матрицю X таку, щоб характеристичний многочлен
матриці А+ВКС збігався б з наперед заданим дійсним приведеним 
многочленом Xn«l|Xn_1+...*dn степеня п.

Таким чином, згідно з (2), закон керування є лінійною функ­
ціє» стану системи (І). Зауважимо, що задача І сформульована шир­
ив с віх це необхідно для проектування стійких програмних режимів: 
корені полінома det(\En-A-BKC) можуть мати які завгодно ( а не 
тільки від’ємні) дійсні частини. Такий підхід дозволяє поряд 1* 
стійкістю гарантувати ( якщо це необхідно ) ті чи Інші динамічні 
характеристики перехідних процесів у замкненій системі.

Відомо, що не всі змінні стану доступні безпосередньому ви­
мірюванню. і - цьому зв’язку виникає проблема розробки таких мате­
матичних методів,які дозволили б непрямим чином оцінити необхідні 
змінні стану виходячи тільки із Інформації про рівняння руху са­
мого об’єкта та із рівнянь тих вимірювачів,які задовольняють про­
ектувальників. Суть цих методів полягає у конструюванні так зва­
ного спостерігаючого пристрою ідентифікації (динамічного компен­
сатора), який являє собою нову динамічну систему для визначення 
недостающи дія синтезу координат вектора сину об'єкта керуван­
ня. Відомо, що задача про синтез динамічного компенсатора (яку мн 
будемо у подальшому називати задачею 2) збігається із задачею І, 
якщо у останній замінити оператори А,В та С на, відповідно, відо­
браження

Ит <4> в і
така, що deffX^j-^j-Bj^jCjy де дійсні
числа d,... ^н-і- будь-які наперед задані. Зрозуміло, що при 1=0
має місце задача І» а прв М)-задача 2.

Зауважимо, що з практичної точки зору цілком достатньо, щоб 
коефіцієнт характеристичного полінома замкненої системи (або to­
re корені) лежали у деякії заданій області ( можливо багатозв’яз- 
ній). а не призначалися б точно. У цьому зв'язку важливе значен­
ня набуває наступна

Задача 3(лошиька проблема синтезу). Нехай Xj.BpCj- опера­
тори ( 3).Греба побудувати дійсне лінійне відображення Кх у фор-

брааення
(а о ґв jo * [ с о

і  ----— I—  :RaH'1-JRn+1,C,=-------------------  г*®*1-*1*!©)
M o fa, 1 о 1 [o [%

Треба гаюшггитв дійове лінійне овратаорешя загального вигляду
І . Х - - 1 .Ч**1-****’1 (4)
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м1(4) таке, щоб коефіцієнти полінома \D+1+
d^\n#l_1 +...+d̂ +1 відрізнялися б по модулю від бажаних коефіці­
єнтів d. на величину, яка не перевищує задане як завгодно мале 
додатне число 6:\d^-d^\<Q,i=1, . ,п+1.

Раніше ми розглядали лише стаціонарні системи. Тепер коротко 
зупинимося на нестаціонарному випадку.

Традиційна лінійна нестаціонарна система з лінійним впаїрв- 
вачем описується рівняннями

ґ x ( t  )-A (t)x(t ) + B ( tM t ) ,x ( t  )<&n,u(t
1 ' d (6>I y (t)= C (t)x ( t) ,y (th *P ,

де A (t) iR n+<fin,B (t) '.K m->Rn,C (tJ:Rn*Rp - функціональні лінійні опв- 
ратори, аналітичні на півінте^залі l t Q,o°).

Замкнемо систему ( 5) лінійним зворотнім зв'язком u (t)= t(t)-  
y ( t ) , де K(t) - функціональний лінійний оператор, аналітичний на 
(Iq.od). Тоді, розвивая праву частину замкненої системи у ряд Тей­
лора у околі точки tQ, дістанемо

i( t)= (A (t)+ B (t)K (t)C (t))x (t)=(Aq+BqKqCq+P(t ,K ( t ) ) ) x ( t ) .  
де P ( t ,K ( t ) ) :Rn*Rn - функціональний лінійний оператор.

Задача 4. Знайти такий функціональний оператор
де лінійний оператор К0:кр*кв-сталий,що Jjg P (i,K (t))= 0 1 спектр 
оператора AQtB0K0CQ складався б Із чисел,які мають у своєму скла­
ді тільки від'ємні дійсні частини.

Нарешті зауважимо, що якщо відомий розв'язок задачі І, то 
легко здобути 1 розв'язок задачі синтезу у випадку, якцо рівняння 
вимірювача має вигляд

y(t)=Cx(t)+Du(t), D*RpxB. (6)
Дійсно, нехай и=Ку. Тоді із співвідношення ( 6) виходять, цо 

(Ep-DK)y=Cx 1 , якщо det(B -DK)*Q, то u=K(Bp~DK)~1Cx. Введемо по­
значені я  Р=К(Вр-ПК Г 1. Тоді, у цьому випадку, гарна рівняння сис­
теми ( І) запишеться у формі x(tfc(A*BPC)x(t), котра збігається з 
рівнянням замкненої системи,якщо у ньому матрицю X замінити не /.

Припустимо тепер, що матршія Р - відома ( наприклад, їв роз­
в'язку задач І або 3). Тоді Із співвідношення Р Х (В р-ІЖ)~1 легко 
знаходиться (при умові detfB^PDi-O) 1 шукана матрица К:

K*(Bm+PD)~1P.
Підсумовуючи задачі 1 - 4  приходимо до висновку, що всі впни 

є окремими випадками задачі І(або задачі 3). Тому у подальшому, в 
метою спрощення позначень, мі будемо займатися тільки дослідаон-
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шк*проблеми I ado ЇХ локального варіанту.
Вище ми розглядали лише лінійні постановки задач синтезу.Але 

якщо користуватися відомо» теоремою Ляпунова про дослідження стій­
кості тривіального розв'язку системи x(t)=ip(x), ір:кп+кп,<р(0)=Ю по 
її першому наближенню, то методи розв'язування задач 1 - 4  будуть 
працювати 1 у випадку, коли система керування має вигляд 

г x ( t ) = f lx ( t ) ,u ( t ) ] ,x ( t ĵ Rn,u (t№ т ,

I y ( t )= g lx ( t ) ) ,y ( i) * sP ,  
де f ( x ,u ) и gCxJ-аналІтігшІ ( у відповідних нулях) дійсні вектор- 
функції векторних аргументів х 1 и, причому f(0 ,0 )=0 та g(0)=0.

Замикаючи останню систему зворотнім зв'язки» u (t)= K y(t),бу­
демо мати замкнену систему у вигляді x ( t ) = f lx ( t ) ,K g lx ( t ) ) ) . Таким 
чином, теорекз Ляпунова вживається до оператора q>(x)=flxeKg(x)l і 
треба буде відповідним способом побудувати матрицю S для лінійної 
частини (А+ВКОх цього оператора. (Тут мається на увазі, що відо­
браження f ( x ,u ) та g(x) подані у відповідних нулях своїми радами 
fe&JK>ipezf(x,iJihAx+Bu+.'.,g(x)=Cx+.,., де крапками позначені члени 
вищих порядків).

Проблема модального керування значно спрощується,якщо почат­
кова система подана у вигляді сукупності деякого числа простіших 
підсистем ( процес такого спрощення звичайно називається де компо­
зиціє» системи).У такому випадку задача синтеза може бути зведена 
до ряду підзадач меншої вимірності, розв'язавши які одержимо роз­
в'язок шуканої проблеми ш цілому. Таким чином, проблема спрощення 
систем керування також є актуальною.»

Завероут цей підрозділ зауважимо,що у розв'язанні проблеми 
синтезу, 6єе якого ае доже обійтись проектування систем керуванні 
рухом будь-яких сучасних літальних апаратів, вагомий внесок зро­
била S. Негші 11 е Д . М.Ляпушв, 3, ЕоиШД. Шага і tz „ а на сучасному ета­
пі - И.И„йапЬшп0 Е.КІшга, R.f.Brockett, C.I.Bymee.R.b.Fletcber, 
J.F.Magni,X=®ang.

Мета -роботи.ВавапетелІчзнї  задачі вкзнєчиле цілі даної дасзр- 
уаціїс які надягають у тому щоб:

а)еш раючжсь не строгу постановку локальної задачі синтезу, 
знайти необхідні та достатні умовк її розв'язності над ш ляш же 
комплексних, так 1 , з нвзввчншш обмеженнями, дійсних чисел;

б встановити необхідні та достатні умови розв'язності задачі 
І у випадку, якщо т р х і

в)побудувати різні системи рівнянь, які визначають розв'язок 
задачі синтезу;
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г)подати аналітичні розв'язки локальної проблеми синтезу у 
вила *<у п<8;

д)побудувати конструктивну процедуру вибору початкового на­
ближання для будь-якого ІтнрацІЛноїчз метода розв'язання систем 
нелінійних рівнянь, які використовуються в задачі синтезу;

е)для лінійної системи керування загального вигляду вказати 
умови Існування динамічного компенсатора мінімального порядку;

Г)повн1с:тю розв'язати проблему синтезу зворотнього зв'язку 
по стану для нестаціонарних систем;

є)знайти необхідні та достатні умови розкладності лінійних 
систем керування загального вигляду, заданих над довільними падя­
ми; ^

ж)спираичись на здобуті умови, запропонувати конструктивні 
критерії недекомпозованості лінійних систем, заданих над полями 
комплексних та дійсних чисел;

застановити еданість (с точністю до вельми прирг дньої екві­
валентності) розв'язка задачі декомпозиції;

и)показати, що наявність нетривіальної симетрії у системі, 
взагалі кажучи, недостатня для її декомпозиції;

1)встановити нєоСіідні та достатні умови існування нетриві­
альних підсистем у системах зі зворотнім зв'язком та не їх основі 
звести ропп';іж,к початкової задачі синтезу до розв'язання анало­
гічних підзадач для систем меншої вимірності.

Наукова ногл'зиа роботи. Вперше у вітчизняній літературі роз­
глядаються підхід до дослідження задачі модального корування, за­
снований на використанні апарата зовнішньої алгебри ти, зокрема, 
грасмановоїх) аналізу.

На базі цього апарату у дисертації побудовані невідомі рані­
ше рівняння, які визначаї/гь розв'язок задачі синтезу.. Серед цих 
рівнянь особливу роль відіграють Інваріантні рівняння, котрі не 
залежать від вибору базису простора станів, а також рінняюя, які 
грунтуються на стовіщевій модолі станів Везу. Новим є також саме 
побудування стовицової моделі їли нестаціонарних систем.Ця модель 
була використана потім для повемги розв'язку задачі синтезу зво­
ротнього зв'язку ію стану в неавтономному випадку. Показано, що 
нестаціонарна система, оператори A ( t) , l i( t, та C(l j якої д,4ьре'і - 
ційовні на If,,»®) достатнії кількість разів иірн чому &>tC(t)*0 №)
I ). завжди може бути зроблена зведеною за Ляпу носим за ярі 
могою наложного і .бору відповідного звор тнього зв'язку по стену.

УР ДНШ) нове ПОНЯТТЯ СИ<ПіМИ ЗІ <:ТІЙКоМ ст|іуктурл« підсистем.
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як» дозволило обгрунтувати метод зведення початкової задачі син­
тезу до розв'язання аналогічної проблеми для ряду підсистем мен- 
воі вимірності.

Новими s необхідні та достатні умови розв'язності локальної 
проблеми синтезу у комплексному випадку, а також достатні умови 
розв'язності тієї ж проблеми - у дійсному випадку.

Здобуті у дисертації необхідні та достатні умови декомпозо- 
f вьності лінійних систем також є новими.За їх допомогою були знай 
дані конструктивні критерії недекомпозованості лінійних систем 
над полями комплексних та дійсних чисел. Новим є 1 результат про 
єдиність розв'язку задачі декомпозиції лінійних стаціонарних сис­
тем керування.

Упвршр, наводиться повний аналітичний розв'язок проблеми син­
тезу для всіх систем керування, вимірность просторів станів яких 
не перевищує 8.

Нарешті, на базі граоманового аналізу розроблена процедура 
пошуку такого початкового наближення < котре знаходиться точно ) 
для будь-якого ітераційного процесу, що починаючи з цього набли­
ження згаданий процес завади збігається до шуканого розв'язку.

Всі результати дисертації (окрім глави 4) одержані автором 
особисто.Що я стосується глави 4, то тут теореми 4.5,4.6,4.8,4.10 
та 4.II одержані разом Із Г.В.Можаєвим.

Практична цінність.Здобуті у дисертації результати дозволя­
ють на початковій стадії проектування системи керування синтезу­
вати закон керування, який забезпечує будь-яку якість перехідних 
процесів у замкненій системі (1 , зокрема, Тх стійкість), а також 
дослідити плив розкиду коефіцієнтів підсилення на характеристики 
цих перехідних процесів.

Апробація роботи.Основні результати дисертації були представ­
лені на республіканських школах-сенінарах по математичній теорії 
систем та прикладних дослідженнях (м.Одеса, 1981 та м.КиІвД984), 
на нараді по проблемам керування рухом (м.Київ, 1989), на ІІ-му 
Конгресі І?АС (м.ТаллІн, 1990).Крім того, робота неодноразово об- 
говоргоелася ва наукових семінарах кафедр прикладної математики, 
обчислювальної математика та кібернетики Дніпропетровського держ­
університету (м.ДнІпропетровс ьк.І987-І99С, 1995); кафедрі диферен- 
цІЯних рівнянь Харківського держуніверситету (м.Харків,1994); ка­
федрі прикладної математике Дніпропетровського інституту Інжене­
рів залізничного транспорту (м.Дніпропетровськ,1994); міжвузівсь­
кому семінарі по проблемам теорії керування ( м.Дніпропетровськ,
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1981 1985);оОчислтал ьному центрі АН СРСР (м.Москва, 1982); кафед­
рі моделювання складних систем керування Київського держуніверси­
тету (м.Київ,І994); Інституті проблем машинобудування НАН України 
(м.Харків,1995); Інституті кіборнетики імені В.Н.Глушкова НАН Ук­
раїни (м. Київ, 1995).

Публікації.Основний зміст роботи викладений у чотирнадцяти 
наукових статтях.

Структура та об'єм роботи. Дисертація викладена на 301 сто­
рінці друкованого тексту 1 складається Із вступу, шести глав,вис­
новків та списка літератури, який містить у собі 169 назв.

ЗМІСТ РОБОТИ
У ВСТУПІ їіриведені постановки проблем, які розглядаються у 

представленій дисертації, їх актуальність, наукова новизна, а та­
кож мета роботи.

Паша глава присвячена викладенню апарата зовнішньої алгебри, 
необхідного для розв'язування проблеми синтезу. За його допомогою 
задача модального керування зведена до відомої проблеми алгебра­
їчної геометрії про перетин деяких багатостатностей у заданому 
лінійному просторі.

В розділах 1.1 - 1.5 вводиться основна матЬмотичіиі поняття,- 
поняття іюл’поктора та досліджуються Його властивості.

Нехай х ^ ,... ,х ^  - лінійно незалежні вектор-стовпці деякого 
комплексного простору г.п, Isn. Виберемо фіксований базис в сп та 
запишемо задані вектори у координатній формі: .,z|n^*,
. Із координат векторів х,... ij побудує­
мо новий вектор z, координати якого обчислюються за формулою

(і,) (1?) (і.М*
і  .х ... іі і і
(і,) (і,) (;,)

X1 •*! ...* 1

де індекси ... 1А пробігіш/гі, усі цілі значения, обмежені не­
рівністю І - . .<1.‘,п. Такім ' ином, вектор г мас у свожу складі 
C ^ n (n -t).. .(n  l t l )/1\ координат 1 кожній корданаті J відповідав 
свій рядок чисел

Вектор z назьааьті.ся зовнішнім добутком (і-мхторсм)векторіс
х1 ... ij і позначається символом г - х %кх2К . . Кх .̂

Нехай тепер ..хп - деякий базис сп. Побудусмо з цих век­
торів І-вектора z1,... ,zk за формулою



Й

z j~Xi Лг, A...Ax. , (7)j і, і2
де f<i1<...<t1<n;.M....fe=0*.

Як відомо,вектори ( 7) утворюють базис нового лінійного про­
стору ck вимірності fc=Ĉ , який називається 1 -м зовнішнім степенем 
простору сп і позначається символом <ск=Л1 (сп). Таким чином, ґіудь- 
-який елемент / простору <rk є лінійною комбінаціє» векторів z у !=

. .+0^ = 0 , (x.jA.. .^j+OgC^AXjA.. -Аг1+1 )*.. •+аі/Іп-і+1А 
,А...Атn) ,a ]C f . , j= l, . . . ,k . Координати р 1' вектора / звуться грас- 
мавовими координатами, г=1... к.

Припустимо, що Р:сч-сг- деякий лінійний оператор 1 F - його 
матриця у вибраних базисах просторів <сч та cr,g<r. Нехай / 1 ,.. ./г 
-стовпці цієТ матриці.Створимо нову матрицю Я, стовпцями якої бу­
дуть tj-вектг/и ̂ А...A/q. ДА/3А...А/ ,... /г-Ч+1 А-..А/г. Тоді
матриця И позначається символом Ач(?) 1 зветься q-м зовнішнім 
стааенен матриці Р.

Нехай тепер знову х.,,.. .хп- деякий базис cn і /=а, (^А. ..Ь х ^  
+a2('x1 Aj:3A...Axl+1 ;+...+al{Cxn_l+1A...Axn;eCk=Al(cn) - розклад Z-
- вектора / по елементах цього базису. Якщо a1 -...=al_1 =al+1=...= 
а^иЭ 1 а^О для декотрого то вектор/ називається
розкладним (простий). В іншому випадку / назигається нерозкладним 
(непростим).

Однієї) з центральних проблем,яка існує у грасмановому аналі- 
"1 , є проблема простоти (розкладності) Z-вектора, заданого свої­
ми координатами.

?
Розв'язок проблеми простоти І-вектора міститься у наступному 

результаті: І-вектор є простим то­
ді 1 тільки тоді, коли його грасманові координати є кососиметотч- 
ними по індексах ( та
/ ( * 1 • - ■ іа* * ■ і»- * **і̂ «-0) 1 задовольняхггь квадратичним співвідно­
шенням

^ / (  *1 .  • • l e -1  i \ l e+1 18;,Х+1 • • • *, (8 )

де Ы 1 <...<1 1<п; 1 s ji < ...< jy sn .
Всі вектори простору C*(fe=c£), координати яких задовольняють 

співвідношенням (8 ) утворюють в цьому просторі так звану грасма-

Зробимо інше позначення координїт І-вектора /. Нехай (t,...
; та сукупність Індексів, які визначають координату /^' век- 
і/.fst<<,..<l1sn;te{f,...,fe=ci>. Таким чином, у>(0_^(12...1) ’ 
,/(1 3 .:.і+1 ) ‘ ... ^OO^tn-l+l...!)



нову багатостатність <&г(1,п),яка ототожнюється з множиною усіх ї- 
вим1р«их лінійних підпросторів у просторі сп(ї<п). Ця багатостат­
ність використовується у подальшому для виведення різнянь задачі 
синтезу.

До цього часу в якості векторів застосовувалися стовпці. Але 
всі поняття залишаються в силі,якщо стовпці замінити рядками.

В розділах І.6-І.10 наводяться різні системи рівнянь,які ви­
користовуються як для розв'язання, так 1 для аналізу проблеми мо­
дального керування.Найбільш важливими з них є інваріантні рівнян­
ня та рівняння засновані на так званій стовпцевій моделі станін 
Везу.

Нехай msp та rcmg&=m. Запишемо базис простору станів у формі 
V* -1 Ч  v?-1 v -1, АЪ ,̂ ... „ А ,Ър р ,.. . ,  ̂ bm. (9)

де цілі додатні числа v1 ,v2... vm задов 1льняють обмеженням v,+
v2f..-+vm=n; vt=fc+), якщо 1sl<,r та v ^ , якщо r<£sm , де чнсдо г»
= fn/ml є ціла частина числа rt/и.

Визначимо вектор рядки и., v,., . . .  v наступиш чином
v .- г  с ‘

9

(Ю)с с (0, Якщо
Ь1 >=° та VJA bI=|f, якщо 

Визначимо тепер («.особливу матрицю Р як
P=tl̂ .(V ^ A p ,...,(V XA 1 ) *....vm'(vmA),r....%

Тоді вибравши відповідним чином невироджвну Гм»я/' матрицю Т,можна 
подати трійку матриць (С .А .В ) у вигляді ( С Р 1,РАР~*,РВТ), де 

V M il  *" "^Imj ГВ1 1 " - В1і»
ло̂ рар- '=  : : • вп=р в т~ : : ,• <id

ІВи1--*Вив.

’1Г

0 1 . . . .  0 'к ґП. 
о о . о  М и
; ; • . ; , » V v i. вп .  : -» Ч

о 6 ' і . я

0 ... 0 •) fOI Vj-v. . v,
Ayy . *№ » в J J -  .  -Л \

-Clj » . .-a, g JOi.o, i.Oj
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. Цей вигляд 1 має назву стовпцевоТ моделі станів Базу. 
Нехай с4 - — ч ™ “1-

матрнці
гай с1... & -стовпці матриці CP =CQ.Розглянемо тепер дві
- fg l K ^ ^ P )  та поліномІ&льну матрицю

“ in  ° )  V . 1 111-1 . A.
» ! ’. o  '.

V , t . . . « H t l ........  “mn 1 *v

"e»1+...+vB_1+l 0 x
де Em - одинична матриця порядка я. X - незалежна змінна та KfXJ
- множина усіх дійсних поліномів степеня не вище. НІЖ Vj.

Нехай Хп*сЦХп-1+...*іп - той дійсний многочлен з яким пови­
нен збігатися характеристичний многочлен det(\Еп~А0~В0КСа) замк­
неної системи після введення до неї зворотнього зв'язку.

Теорема І„II? Нехай Х1... Хп - будь-які дійсні попарно не­
рівні числа. Тоді система рівнянь задачі І має вигляд

\m(Ba\K)U-(1,& l , . . . , d n) U . (ІЗ)
де H~(hmD(K  ̂ ,Л*(0('Хп,Ш-в1дом8 С^р хп - матриця, а

X? X"*1 лп

*1 Si
1

-  (п+1)*п - матриця ранта п.
Нехай тепер «ер. Припустимо для простоти, що р=2. Нехай та­

кож <tetfX̂ 1-it;=Xn+a1Xn *...*an, ct та с? - рядки матриці С, які 
є відомими параметрами; Ь1та к^- невідомі стовпці матриці X, які 
підлягають визначенню.

Теорема І.12. Система рівнянь задачі І, яка не залежить від 
набору базисів у просторі станів, має вигляд
^Нумерація теорем відповідає їхній нумерації у дисертації.

® 11....<X1V1 П f* “ l , V , + 1 ...........“ l.V .+ V o  °| V
. 0 \ . 1 . 1 2 1 X

®B1...........° W 1 ® *v  “ m .v .,+ 1..............® * v

" ° 1  0  *  1 _CV.,+1 ' * •  ,-C V1-M»2  °  *  2

(12)



11

аг -(і2= (с л(Лн і^Е )В ,с2(Л*сі^Е )В )[}̂  1 -A2 f ĉ Bj
........................... .. .8. . . . .  . (14)

де aQ=1 та j -стовпець виміру 2 a . складений Із стовпців J^.kg.
Розглянемо ланциюк просторів

О с SgC ... с Sqs С 1, 
який складається із q вкладених один в один лінійнш підпросторів 
Sj простору с1, вимірності яких г ^ Ц -к^, 1 = 1 , . . . ,q , задовольня­
ють нерівностям

0 < г л < гг  < < rqSІ.
і с  Ч  ІНехай ш - деякий ^ мірний підцростір у с*. Говорять,що « за­

довольняє вимозі Шуберта ,г?... гч), якщо dlafto-vs^
Множина sc( r 1... r q > V УСІ» q - мірних підпросторів у с1,

задовольняючих вимозі Шуберта, називається аубертовов багвтоотат- 
нІстю.Зо.фемй, якщо гч«1,г будемо мата вав
відому грасманову багатостатність.

Зафіксуємо ■'"дь-який базис у с1. Тоді базис *» завжди можна 
вибрати таким чином, що вектора »1 
ти вигляд

,*ч цього базису будуть мв-

®1| 0....
®P о........ 0,10, .
. = 1,J-i

" J  1 ° ...........°'Vi,

■•e1.i1+rq
,0

°4,lq+p1

-«^.(Іб)

У подальшому будемо вважа.и , що q^m та 1°*ф. Нехай тепер 
g^iix(»*-р)_ невідомих, перший мінор порядку а якої не до­
рівнює нулю. Будемо дивитися на рядки цієТ матриці як на базисі’! 
вектори деякого я-міриого простору s у с“*р.Тод1 за допомогою на­
бору базису в s матрицю S можна зобразити у формі (ІБ).Наприклад, 
якщо а-=*р, то
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якщр

або

\  0 | S1 ,m+1»• • • »я і  ,пн-р

n  "• і’ ’ ’
’ f ! s m,nH-1..........sm ,n*p.

■ тр>п (наприклад, тр=п+1), то
1. 0  ®1 ,пн-1 ' Зі,вн-?’ ......... 8і,п н р

S= s m-1 ,пн-1 ,s m-1 ,m +2.............. Sm-1 ,пн-р

0 1 0  ,Sm,m+2 * • " ' вт,пі+р .

1 . 0  3 1 ,n *1  ................3 1,m +2* 3 1,m +p• • t •
• •  • ■S= *. я л . 4 f ...,зм л о 1 таке Інше пі—■ »пН"1 т - 1 ,ян-2 т-1 ,го+р

0 “ 1 nv> А , •••>&„* т .О * 0т,пн-і т„т+2
Таким чином,матриця S (можливо після деяких перетворень) бу­

де збігатися із матрицею {Ет \К).
Позначимо тепер через z1... zfe грасманові координати матри­

ці 5;&=С^р.Тод1 рівняння (ІЗ) можна переписати у такому вигляді

ire»

я+р та покласти

В] »• • • ,2 ^ = 0 , . .  ,  • • * tZ^)~0, ( 17)

де glCz1... zk)=0- базисні рівняння грасманової багатостатності.
(Ці рівняння виходять з рівнянь (8),якщо у останніх зробити замі­
ни 1 -• яр п
Xl*0;t=k-Kp~1).

Рівняння (16),(17) визначають 'розв’язок проблеми синтезу у 
випадку n=sp. Якщо тр х і, то до рівнянь (17) можна залучити рів­
нялиA z4 =а4 =...=z4 =0, які вже визначають шубертову ( а неЛ1 2̂ шр—пграоманову) багатостатність. ( Дивіться другий приклад матриці S,
у якому z2= О або z1+p=0). Особливо відзначимо, що для задачі 
синтезу повинна виконуватися вимога 2^*0.

Так як SsT(Sm[K) для деякої неособливої матриці Т , то грас- 
манові координати матриць 5 1 (ВЯ!К) відрізняються одна від Іншої 
лише на множник detT. Тому в (16),(17) можна вважати, що ẑ ,..., 
*k - грасманові координати матриці (Ктії).

Таким чином,розв1язок проблеми модального керування зводить­
ся (з геометрічної точки зору) до знаходження перетину лінійного 
підпростору, визначеного рівняннями (16), з багатостатністю Грас- 
мана (або Шуберта), яка визначається рівняннями (17).

У розділі І ЛІ зроблена спроба вирішити проблему синтезу для 
нестаціонарної системи ( 5).Нехай q - ціле невід'ємне число. Уве-



дамо до розгляду лінійний оператор (A(t)-d/dt Jq:Rn-.iRnt дія якого 
визначається формуло» (A(t )-d/dt )4x (t  )=(A(t )-d/dt )((A(t )-d/dt 
■x(t)). Наприклад, (A(t)-d/dt)zx ( t ) = (A (t)-d/dt)(A (t)-d/dt)x(t)*

(A(t)-d/dt )(A (t)x(t)-x(t))= A z ( t)x ( t ) -A ( t)x ( t ) -2 A ( t)x ( t) * x ( i) .
Формально замінимо у множині векторів ( 9) оператор А на опе­

ратор A(t)-d/dt 1 припустимо,що одержані п векторів - лінійко не­
залежні на Іі0,оо). Тоді, якщо допустити достатню кількість дифе­
ренціювань операторів A(t) та B (t) на М 0,<»), то можна побудувати 
стовпцеву модель станів Везу 1 для неавтономної системи у вигляді 
(10 ). (Зауважимо,що у цьому випадку елементи матриці А0 у (II) 
стануть змінними).

Уведемо п-вимірні рядки .̂ а формулою

де zĵ ft.) =v^(t), а рядки v^(t) визначаються за формулами (10 ), 
якщо в останніх зробити заміну оператора А на A(tJ-d/dl;t-f,...■; 
J=1... v,. Далі.складемо з цих рядків fnxnj-матрицю
P (t)= l(z\ 1)( t ) ) ‘s... (zv {'h ) ) * ....(*\m)( t ) ) r ....

Теорема I.14. Припустимо, що матраці A(t) та B (t ) - діферен- 
ційовні достатню кількість разів на Інтервалі П 0>») 1 крім то­
го,матриця C(t) -нвособлива на тому ж інтервалі.Нехай також век­
тори
Ь, ( t )................................. (A(t )-d/dt )vi~ 'b , ( t ).... b j t ),..., (A(t)-d/dt )v* ~ \ ( t )
-лінійно незалечії на ft0.«°) 1 матриця P (t) є матрицею Ляпунова. 
Тоді,за допомогою замін базисів у просторах станів,входів та ви­
ходів. а також за допомогою деякого зворотнього зв'язку, система 
(5) зводиться до системи зі сталими матрицями.

Таким чином, у цьому випадку,розв'язок проблеми синтезу зав­
жди може бути знайдений відомими методами.

У другій гллні приводяться різні умови розв'язності локаль­
ної проблеми синтезу. Зокрема, в розділах 2.1-2.2 виводяться рів­
няння так званої степи нової моділі синтезу,на базі яких доводить­
ся такий результат.

Теорема 2.2. Наступні умови еквівалентні:
ІНІ-1

1)rang(C1B1 ,',’jM 1 *B1K1C1jB 1 .. Cl (Al *Bl KyVl ) B y t- rtn rt ;

2 )ддЯ будь-яких комплексних чисел 1 будь-якого е>0 Іс­
нує комшівксп матриця ії, відповідних роомірів така,що у сшит-

13



I I. pi матриці присутні властиві числа |і1 .... .Цг> які
задовольняють вимозі |ц̂ ~р*|<Е ( решта nfl-r властивих чисел є
функціями від |^,...,р£м=*... Г .
Зокрема,якщо п+7=г, то локальна проблема модального керуван­

ня завжди має розв'язок (взагалі кажучи - комплексний).
Розділи 2.3-2.4 присвячені з'ясуванню достатніх умов розв'яз­

ності задачі 3 (при 1=0) у дійсному випадку.
Нехай яреп. Призначимо яр-п невідомих у матриці К таким чином,

щоб рядки метриці (ЕЛ\К) задовольняли вимозі Шуберта (г^ ,гг ...
Тоді має містив

Теорема 2.3.Нехай 1=0 та в умовах теореми 2.2,- г=п. У цьому 
випадку, якщо число

* П
nfct>T£ 1/ = -------- - -----  - (18)fiy-ljf-... (ГЛ-1 ) І

непарне, то задача 3 завжди має дійсний розв'язок. У протилежно­
му випадку задача 3 має, взагалі кажучи,лише комплексний розв'я­
зок. (Коли яр=п, формула (18) перетворюється у відому формулу /=
~ ( 1 іг і . . . ( я - 1 ) ! г Ч ) / ( р ! ( р * 1 ) ! - . . . ( я * р - 1 ) ! ) . )

Третя глава присвячена дослідженню загальної проблеми синте­
зу. У цій та наступній главах нам буде зручніше називати системою 
« у  (р ,п ,я) вад полем ділених чисел R сукупність лінійних просто­
рів JNRn,lMRm та У=я?р вимірностей п*м та р разом Із трійкою дійс­
них лінійних відображень А,В та С, дія яких задається таблицею

IX U <'
А В" .
С

тут мітка стовпця показує простір, який є областю визначення від­
повідного відображення, а мітка рядка - простір, котрому належить 
образ відображення. Аналогічно визначається 1 система керування 
над полем комплексних чисел с.

Поряд із системою (С,А,В) розглянемо дві неповні допоміжні 
системі

1 *

М‘ (Л.В)— - i - J L  Т8 n=(C,A)=~-f X* Y*
» А В , Г , л  v

Тут оператори А,В та С ті х, що 1 вище;А та С - опе^втори,спря­
жені А та С відносно звичайного скалярного добутку; X та У - лі­
нійні простори, двоїсті просторам X та Y.

Всюди у подальшому вважаєш, що If - повністю керована, а ї -
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повністю Ідентифікована, так що Q має обидві ці властивості.
«Припустимо, що Д:1 та - лінійні підпростори у X та U( вза 

галі кажучи - комплексні) такі, що

Тоді система

n -1

A(Xt) C Xv  B(U) n X1= B(U,). V = xv
fco

(19)

де X1 та U1 -  підпростори у X та 17,які задовольняють умовам (19); 
та В|у - обмеження операторів А та В на підпростори X, та 0,,

- називається керованою підсистемою системи М. Аналогічно вводять­
ся 1 ідентифіковані п Ідея стени системи И. ( Так як у подалыюму
розглядаються саме керовані та 1денпвІ>1кован1 підсистеми систем
II та N. то терміни, які характеризують підсистеми М та К, - буде­
мо опускати.

Підсистеми If та Jf„ системи *,для яких Х_=Х,У_«{/ та Хл-0,Ил*
ИІ и Щ ІП и и

=0- називаються три»! алькима і позначаються як if та 0. Аналогічво 
визначаються 1 тривіальні підсистеми системи И.

Спадний лашдакок підсистем системи If (або Я.)

= *»-1 => •••  э " , - *0 - 0 <2°)(N = =» г> ... э If, э ffn = О) (21)
3 V i  => —  э *1 - *0

wp  3  V i  э  э  *1  "  " оназвемо композиційним рядом системи Iff АО, якщо для будь-якого <«f,
...,m (1=1... ; ' вимірність простору корувань ( простору Іденти­
фікованих параметрів) системи Чу(И^) дорівнює і.

Систем» If (Jf) називається системою Із стійкою структурою під­
систем, якщо будь-який IT композиційний ряд (20)((21)) утворений 
підсистемами

_ |xt Ut 

1 Xi '‘ ї х ,  rj\ulі 'І»*
такими, що dim Xt=n-*i*t (dim Xy^n-ptl ( І ж11. . . , p).

Будемо іч>ворити, що система Q є системою Із стійкою структу­
рою підсистем, якщо такими є системи И та Я.

Позначимо через Q(K)~(C,A+BKC,B) множину систем типу (р.п,* ) ,  
які побудовані із системи (С,А,В) за допомогою введення зворотньо­
го зв'язку К до останньої системи.

Наступний принциповий результат показує, що клас систем зі 
стійкою структурою підсистем є достатній великим.

Теорема 3.3. Нехай, в умовах теореми 2.2, 1*0 та г»я. *оді.

и = - J ?  ?*
1 *i ^ c  ^

< Ї : t=J .........я ( 1*1......... n) .

и |х1 ал 

1 хі %  в|0,
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я і іц о  КегВ=0 т а  КегС =0, т о  іс н у є  д ій с н а  м а тр иц я К в ід п о в ід н и х

турою підсистем.
Наслідок. Нехай Q - система, яка задовольняє вимогам теореми 

3.3. Позначимо через Qe(K) підмножину усіх систем зі стійкою
структурою підсистем, які належать множині Q(K). Тоді множина 
Qg-  відкрита і скрізь цільна у Q ( K ) .Таким чином,властивість сис­
теми бути системою зі стійкою структурою підсисізм є типовою.

Саме останній наслідок 1 дозволяє довести основну теорему 
глава 3.

Теорема 3.S. Нехай матриці В та С системи ( І) задовольняють 
нерівності5raneB+rtmgC>n+1. Тоді наступні умови еквівалентні:
1)(С,А.В) - керована те̂ ідентифікована;
2)існує дійсна матриця X відповідних розмірів така, що матриця

А+ВКС має будь-який заданий спектр ( кожне істотно комплексне 
число входить до спектру разом із своїм впряженим).
Рента частина третьої глави присвячена методу спуска. Корот­

ко викладемо суть цього методу.
Будемо припускати, цо система (С,А,В) -є системою Із стійкою 

структурою підсистем. ( Якцр це не так, то за допомогою теореми 
3.3 завжди можна домогтися виконання цієї умови). Тоді існують 
такі лінійні перетворення S,T,W , відповідно, просторів станів X, 
керувань U, спостережень Г та зворотній зв'язок К,. завдяки яким 
матриці А+ВК,С,В та С перетворяться у т_г

Перетворення S.T.W та зворотній зв'язок К1 підбираються та­
ю т  чином, щоб спектр матриці А^ складався б із г бажаних вла­
стивих чисел, а спектр матриці із q інших властивих чисел,
які повинен забезпечити зворотній зв'язок. Очевидно, що у цьому

розмірів така,що системе (С,А+ВКС,В) є системою зі стійкою струк-

.  - і  • *  -  І Г т Г

А т ,С  • q{ 3 A\f . В .  в\У j ,
0 Л г  , }г . 0 вгг.
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випадку спектр матриці А+ВК̂ С буде мати у своєму складі r+q бажа­
них властивих чисел і проблема синтезу зводиться до пошуку такого 
зворотнього зв'язку ' для системи К в\] Ъ  типу (p-q.

n -r-q ,я-г),якиЛ забезпечив би збігання спектру матриці /.j*
'С^ ̂з рештою n-r-q заданих чисел. Таким чином, головна Ідея 

метода спуска полягає у тому.щоб перейти від проблеми синтезу для 
системи типу (р ,п,т) до аналогічної проблеми,але для системи типу 
(p-q,n-r-q,т-r) меншої вимірності.

Саме завдяки цьому методу у дисертації розв'язана проблема 
модального керування для усіх систем типу (р ,п ,я), які задоволь­
няють обмеженню т+р>п-2.(У цьому випадку показано, що шукане про­
блема зводиться до проблеми синтезу для системи типу (3 ,6 ,2 ).)

У четвертій главі розглядається Інший спосіб спрощення сис­
теми (І), в саме - її двкомпозиція. Цей підхід відрізняється від 
попереднього методу спуска тим, що спрощення системи відбуваємся 
не за допомогою зворотнього зв'язку, а за допомогою змін базисів 
у просторах станів, керувань та спостережень.

Розширимо поняття підсистеми системи Q, а саме: система

V V='clv  *lv
*1 P i 

xi '‘U, Bt«1 
У1 °|xt

системи системи Q, якщо А(Х1 )<=Х̂  ,B(V  ̂)сХ̂  ,С(Х  ̂) с . Легко показа­
ти, що у випадку керованості та ідентифікованоет1 системи Q„ такі 
ж властивості буде мати 1 підсистема (£,<4.

Особливо важливу роль у методі двкомпозиції відігріє поняття 
алгебри ендоморфізмів системи Q.

Нехай

0=~
X U

В
та Q=-

X О

X А В
Y Ссистеми над полем ос, де к=лг або с, s S:X-*X,T:U-*U,H :Y-*Y -  к -  

лінійні відображення. Позначимо через /=S+T*W відображення X+tJ+Y 
-+X+U+Y, яка діє за правилом

v(x,u,y,)eX'+U+Y:(S+T+W)({x,u,y,))*{Sx,Tu,Wy). .
Назвем) / гомоморфом відображенням системи Q у систему Q, як­

що
S4=AS, SB=BT, UC=CS. (22)Ныв ім. В. Стефаник-а

АН України
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Нехай тепер S,TKW -  деякі квадратні матриці вимірносте!!.від­
повідно, п.я.р то (НЗ-Ивожина усіх трійок матрщь (S.F.fl.flKl за­
довольняють співвідношенням (22), де А=А, В=В, 0=С, називається 
алгеброю евдоморфізмів системи Q 1 позначається символом Snd^-IQ).

Розглянемо дві системі Q1 то Qg, які належать системі О.ТодІ 
сума підсистем Q, та Qg (позначення: Q1+42 ) є підсистемою у Q та­
кою. що А(Хл+ Xgjc X ,/  Xg. BOJі *  Vz )  с Х ,+  X2 .C(X1+ XgJ с y 1+ y2, 
а двратта цих же підсистем (позначення: Q1 пс^,) - підсистема у Q та­
ка, ЦО A fX ^  Xgjc Xt n  Xg. B A / ,"  Чг )  с Х ,п  X g .C ^ n  XgJ с 7 ,0  yg .

Сума Q1 -a Qg f.,.f QK підсистем системи Q називається прямою 
( позначення: Q,* I*.,.* Qk ), якщо для усякою (, 1 = 1 ,2 , . . . , к ,

Qt  л '0,+...+ Qj,,* QM * . . . +  0^=0. 
де під символом "О" розуміється система, у якої простори станів, 
керувань та спостережень є нульовими.

Система Q називається нерозкладною, якщо її не можна предста­
вити у вигляді прямої суми двох нетривіальних підсистем, 1 роз­
кладною.- у протилежному випадку.

У розділі 4.3 доводиться наступна теорема, яка є основою всіх 
подальших результатів, цо стосуються декомпозиції.

Теорема 4.6. Існує взаємно однозначна відповідність між роз 
.кладенням системи Q у пряму суму нетривіальних підсистем та роз­
кладенням одиниці е алгебри ендоморфізмів B=8ndt .{Q) системи Q у 
сучу нетривіальних ( відмінних від нуля та одиниці) парами орто­
гональних Ідемпотентів. і саме, всякому розкладенню

<N1,* Qg*...* Qk , (23)
Q \l i  Bi  

r  xi  %  %  
Y* CU,

J—1 ,2 ,....к.

відповідає розкладення
е=ел+ е2+ . . .+  ек , (24)

де Ідемпотенти визначаються умовами
Vxj в 1У  e Uy  - Yi * efi - ху  ejuJ = “j* - Уу
v i j  • X j, vi-j • и у  Vj/̂ J e Vj = 0 , SjUj = 0 , e^yi  «  0 .

Навпаки, якщо m e  місце розкладення (24), то система рогкла- 
дається у пряму суму (23), де

Xj^jX. 03 * JJ. J“ U 2.... *■
1 Шрооасьіюцу розкладенні алгебри 8, яка відповідає розкла-
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к1 Bi j  • *1*“® !* ^ ’
кожна компонента Е^.як лінійний простір, Ізоморфна простору го- 
моморфізмів системи Qj у Qi:

і , J=1 t2 t • « •
При t=/ компонента ізоморфна HcmK (Ql ,Ql )*EndK (Qi ) 1 як 

алгебра:
В11=»»Ц|<:('в1>, t= 1 ,2 , . . . ,k .

Позначимо через гоЖ радикал алгебри В.
Наслідок І.Будь-яка з умов:

1)алгебра Е системи Q не має нетривіальних ідемпотентів;
2)фактор-алгебра E/radE не має нетривіальних ідемпотентів;
3)фактор-алгебра E/radE є тілом,-
необхідна та достатня для нерозкладності системи Q.

Наслідок 2. Система ф над полем дійсних чисел к нерозкладна 
тоді 1 тільки тоді, коли виконується одна із умов:
I)E/radK̂ ;2)E/ratiEE-=c, до с - поле комплексних чисел.

В розділі 4.4 виводяться критерії нерозкладності.
Очевидно, що систему рівнянь, із якої визначається алгебра

8, можна переписати у вигляді

двнню (24),

is о о] Га в о] (л. в о] fs о о] 
О Т О О  О 0 = 0 0  0 0 т  о

о о иг j [cool с о  о\ I о о *\(Усі виписані в (25) блочні матриці мають однаковий порядок,якій 
дорівнює n+и+р).Знаходження алгебри S зводиться, таким чином, до 
рояв'язку системи лінійних однорідних рівнянь (25) відносно еле­
ментів матриць S,f,W . Нехай х -різниця міх числом невідома та 
рангом системи (25).Тоді у загальному розв'язку,який завжди мож­
на знайти стандартними методами, невідомі зобразяться у вигляді 
лінійних комбінацій Із коефіцієнтами з шия к від х вільних не­
відомих г1,...,гї, котрі незалежно одна від одної пробігають по­
ле к. ЦІ лінійні комбінації, будучи підставленими замість відпо­
відних елементів матриць S,T,W , дають змогу записати роз'вязок 
матричного рівняння (25) у вигляді

S 0 ОІ % fSjO 0
У= 0 Т  0 = У г^. , де 7*= 0 TJ ) , J=1,2... %

О 0 f J  ̂ [0 0 fj

(25)
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- фіксовані матраці над ж.
Позначимо через detv визначник матраці V, а через Р1 та Р,г  

суми усіх її головних мінорїв першого 1 другого порядків (очевид- 
ВО, є слід матриці V). Покладемо також

• * V O -  7 •
Так як елементи матриці V є лінійними комбінаціями змінних с1

с2... с^, то буде лінійної) формою, Рг 1 Ф  - квадратичними, а
detV - форме» порядка n « w p  від вказаних змінних.

Наступні теореми 4.8-4.9 дають конструктивні критерії нероз­
кладності (а тому 1 розкладності) лінійки* стаціонарних систем.

Теорема 4.8. Система Q над шлем комплексних чисел нерозклад­
на тоді 1 тільки тоді, коли

,  F. -гжін р 
^ ^ “("пЯїр)

Тут символ s позначає тотожне збігання форм порядка п т гр  від 
змінних с1 ,с2 ,...,с̂ , які стоять справа та зліва у виразі (26).

Тэсрэма 4.9.Системе Q над полем дійсних чисел нерозкладна тоді 
1 тільки тоді, коли виконується одна із умов

І} dntVa £ мл+р ] ,
> 2) вимірності просторів Х,У,У парні, квадратична форма Ф

є додатно накінвизначеною ранга 2 1  n+m+p

У розділі 4.5 досліджується питання про те, як по фактор-ал­
гебрі E=F/го/ХВ визначити на скільки нерозкладних далі підсистем 
м о ю  бути розкладена система Q. >

вектор-алгебра 8, як будь-яка напівпроста алгебра, розклада­
ється за теоремою Веддерберна-Артіна, у прямий добуток простих 
алгебр:

••• х Eq » (27)
т  E j - прості komuqubhth алгебри В , J = 1 ,2 ,...,q .

Справедливі наступні теореми.
Теорем* 4.10. Нехай Q - деяка система, E^Bnt^CQ), (27У -#Й-

хлядвння Веддьрбераа-’ртіна фактор-алгебри Е.Тоді Q розкіЙІаєт:.- 
ся у пряму суму Я підсистем (взагалі кажучи,розкладних подал де),

9г* ••• • »
фшчаму ддя будь-якої ̂  J  фнктор-алгебра SyroJR^ алгебри ендо
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морфізмін EjEnd^tQ j) підсистеми Qj то її радикалу проста 1 ізо­
морфіє при, відповідній нумерації, J-й простій компоненті у роз­
кладенні (27)

, }=1,2... q.
Теорема 4.II. Припустимо, що система Q має алгебру ендомор- 

фізмів Е, у якій фвктор-алгебра E/radF проста. Як усяка проста
алгебра, E/radE Ізоморфна повній матричній алгебрі над деяким 
тілом:

В/гасШІ^Ф) ,
де п> - тіло, Z - вимірність матриць над тілом ©. Тоді системе Q
розкладається у пряму суму * Ізоморфних поміж себе 1 нероз.лвд- 
них далі підсистем. Таке розкладення Q, взагалі кажучи, не єди­
не. Але якщо

СНЗ,» Qj* ... • та Q=Q'i* ... • Qj
- два розкладення Q, то Для будь-яких l,J= 1 ,2... 1 .

Остання частина цієї-глави присвячена розгляду питань, по­
в'язаних Із спрощенням систем керування до яких введений зворот­
ній зв'язок. Підсумком цих досліджень о

Теорема 4.14 Нехай Q=(C,A,B) -  повна система тицу (р ,п,т) та
Щ}>п. Тоді за допомого» замін базисів у просторах станів, входів 
та виходів, а також уведенням відповідного зворотнього зв'язку
KQ у системі (С,А+ВК0С,В), матриці С, A+BKQC та В можуть бути 
приведені до узгодженого ; .ваз ітрику танкового вигллду .

Таким чином, у системах зі зворотнім зв'язком, нетривіальні 
підсистеми існуть. Знаходячи відповідну матрицю KQ 1 приводами 
потім трійку матриць (C,A+BKQC,B) до узгодженого блочне л-рикутан­
кового иигляду, можна приступати до розв’язку задачі синтезу.

У п'ятій главі розглядаються аналітичні метода розв'язку 
проблеми синтезу для усіх лінійних систем керування, які задово­
льняють обмеженні) п£в. Простий аналіз останнього обмеження пока­
зує, що якщо проблема буде розв'язана у випадках я=6, я=2, р=3 та 
п=0, п=2, р=4, то всі Інші випадки там чи іншим чином зводяться 
до двох останніх.

І) я=2,р=3,п=6.У цьому випадку нам буде зручніше скористати­
ся рівняннями (14). Тому перейдемо від системи (С.А.В) до системи 
( № ,£ , ( ? ) . Таким чином, будемо вважати, що (С,А,В) -  система та-



цу (3 ,6 ,2 ) . Тоді система рівнянь (14) зобразиться у вигляді

де стовпці матриці Я^к3х2 ;С1«ік6><6,С2«ік6х3- відомі матриці;
А * 6- відомий воктор-стовбець.

Перетворимо систему (28) за допомогою такої матриці 5 розмі­
рів бхб, що у матриці SC2 останні три рядки стануть нульовими. 
Вводячи відповідні позначення, систему (28) ножна переписати у 
вигляді

ч

22

(28)

І* ,29>

dj-t3*1. Fld««3x3, 0 Л ЗХЗ, t= 1 .2 ; 1 *1 ,2 .
Гарину спаю, що одна їв патриць Р21 або - ш*вироднвиа (на­

приклад, Р22), а матриця *22̂ 21 " ДиаГ0НВЛІЗУаіа (останнього мой­
ва завжди домогтися шляхом введення до системи ( І) допоміжної 
матриці Х0 такої, що трійка матриць A+BKQC, В та С у рівняннях 
(27) буде задовольняти цим обмеженням). Тоді, або існує невирод- 
яат перетворення Ит к 3х3 таке, що матриця іГ1 (Р~^Р?І )U=P - діа­
гональна та дійсна

Р^Ла«(е1,Ег ,е3) , (ЗО)
або така в, шр матриця И~1(Р^£Рг1)И=Р мав форму

Та О 0>(О О О
о -? }

(ЗІ)
де Е1 ,ег,Е3 ,а,р,7 - дійсні.

Виразимо вектор kg через ft, Із трьох останніх рівнянь сис- 
теми (29). Тоді «

kg -  P22<t, -  ^ 2 Р21к1 •

Зробимо заміну векторів к, та kg за формулами к^йи, .kg^tfu^, 
« 4«*3. 1-1 ,2 . В цьому випадеу будемо мати

Wg* (Г ĝ2^2 * ̂ **1" (32)
З урахуванням зроблених замін, перші три рівняння системи

(29) зобразяться у вигляді
А, - Ги Ушл* Р , ( К гИ) ( ш ^ ) .  (33)

Нмшй U|<* . Т->д1, якщо матриця Р має зображення
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(ЗО), то система (33) (с урахуванням (32)) записується у формі

V-

а якщо Р має вигляд
'З 

(ЗІ), 
Г»1
Vo

=р«
*1 
*2 
*3. 

- то у
t/

+Р,
Г*1 *2
*1*3t2t3

Г1

формі 
t 1*2 
* 1 *3

1*3 t2* t2 3) 2 3
вектор вільних членів.

(34)

(35)

Р. та Р„де и = 0 ^ - дійсний
дійсні З̂хЗ̂ -матршді.

Лінійними неретворенями рядків матрицю Р2 у (34) (або у(35)) 
можна привести до вигляду ( одержану матрицю знову позначимо че­
рез Р2 )

(ЇХ,).

де І - дійсна (2x2) - матриця. Помітимо, що у перші два рівняння 
(33) (1 (34)) невідомі и

*2= <Pt* V
w

t j  входять лінійно. Тоді

w (36)

Підставляючи значення 12 та t~p а такс» раціональну функц
*2*з = ‘M V  ̂ f * i ( t\ * t f~  (ч% а ,) *

де Ф1 (t1 ).<P2<'t1) И ф ^ 1 поліноми від t1 степеня не вище другого.
функцію 

У
трек рівняння системи (34) ((35)), одержимо рівняння відносно t1 
степеня не вище п’ятого. Враховуючи ж ту обставину,, що виконані 
умова наслідку І теореми Г 2. можна стверджувати, що це рівняння 
завжди буде мати п ’ятий степінь. Ровв’язуючи його якимось відомої 
методом, знайдемо дійсний корінь tj> а потім, за формулами (36),
- 12 та fj.Знаючи ж  11,<2 та t3 знаходимо ш1, а потім,з^ формулою 
(32), - иід. Після цього стовпці ^  та ^  матриці Я зворотнього 
зв’язку легко обчисляються за формулами 1=1 „2.

%У*=2,р=4,ти=в. Перед тим же перейти до дослідження, предста­
в м о  керовану пару матриць ,4е*?пхптя В**пхш,у вигляді (II). (Тут вва­
жається, що »=2sp та індекси кіровааості мають значення v ^ ^ . )

Отже, нехай )Цта Xg - Дійсні корені полінома \а-к 
замкненої систем*.Розглянемо замість системи р'внянь (ІЗ) рівнян­
ня

2x6
(A S)-fl1=0, (37)

матриця невідомих,
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«1= И
a ,a v
о::::: 
о...

в числа за допомогою
ms визначені.

Так як дві парші координати рядка (1 ,d^, 
нулю, то у матриці Н1 перші два стовпця 7ц 
відповідними стовпцями метриці Н. Тому,

.ж15*8, (зв)
...о
яких формується матриця Ч,~ поки

.гїдД/ дорівнюють 
стовпця 7ц та hg збігаються з 

в силу (ІЗ), ці стовпці 
будуть розкладними 2-векторами, тобто 7ц= Л2(D(X1 >)= q^^q2 , 7ig= 
A2(D(X2>)= q3Aq4,q1̂ 6,t=l,...,4.

Розглянемо матрицю
P^DfX, )М > ь) .qb,% h (q ,.......... Я6 ї* *6*6>

до вектор-стовпці q^ та д6 повинні бути обрані таким чином, щоб 
<tetV *0.

Перешиємо систему рівнянь (ІЗ) у еквівалентній формі

Аг(В!К)

до M r 15*8- відома матриця їф^Х) - відомі поліноми, deg ф. (X)=s7. 
Розглянемо замість останньої систем* більш загальну систему

A2(S) Р (X7... х,ит=о,
до s««2*6 - матриця невідомих. Так як ця матрична рівність по­
винна виконуватися для всіх X, то її можно замінити на

A2(S) Р=0. (39)
Порівнюючи системи (37) те (39) можна стверджу вати, що /У.--Р Q, 

• для деякої невиро дивної матриці Q восьмого порядку.
Перетворимо рівняння (37) за допомогою побудованих матриць Т 

та Q. Тоді одержимо
(h2S) H ^ ( S T )  Л2(Т~1)■ Р Q=K2l 5=0.

ДО матриця нових невідомих,

<P1 |*7
: =Аг(Е!К) P :

Ф,5<М] [j
=0,

(?-

(1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 \ 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

........ *15̂ *3̂
*1 Nfl'*............

.....■gi5(UP-‘(ti(*)----Ьь(Х,)* (а2(Г' ),Г'
Так як 61вектор A L визгччасться з точністю до добутку на 

сталая ненульовиВ множних,то будемо вважати, м, наприклад, грас- 
мю”>ва координата ^з^ц^з-Цз*^”*-(Це рівнозначно множешо мат-



риці L зліва на матрицю 
хати, що матриця І має вигляд

' * ‘12
122

[ І 1 1  г із|
ll21 l23jИГЛ

■ I -

-1
). У цьому зв'язку можна вва-

14 ‘15
24 *25чг2бГ

З урахуванням останнього зауваження, перші два рівняння сис­
теми А2! С=0 приймуть форму їг2=0,І14=0.

Виберемо,в решті решт,різні числа Х^... Хд Із умови
=0,і=3, ( Останнє завжди можливо, так як у загальному випад­
ку степінь полінома дорівнює 7). Тоді, остаточно, задача
синтезу зводиться до аналізу рівнянь

АХ- С=0,
де

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1  0 0 0 0  0

о „8x15

*   ....... 6
а зірочкою * позначені несуттєві для подальшого дослідження еле­
менти.

Таким чином, з урахуванням того, що *22=*14^* одеР*имо сис_ 
тему 6-ти рівнянь

®1 гі2 *1 2 * 2 4
! *15 *12'*25

: ^ 1 - ! 1 6 + J 2 !1г:!г6 . С40)1 *24 г  *24 *15
*25 *24'*16

. ®6j IbeJ
котра.
Тут «L

в саду того, що rang <7г=5, містить одне лінійне рівняння. 
X * 6. j2«r6x5- відомі матриці, причому можна вважати (піс­

ля відповідних лінійних перетворень рівнянь (40)), що у матриці 
J2 останній рядок - нульовий. Саме це зауваження дозволяє привес­
ти останню систему ДО вигляду

ї 8і ]  [*12 0 1 Ґ*15

: + V * « =  V  Ч  ' ,
:  п  ‘ 24 *25

,S4. Z2 4 .. *26. f 4 I )

^5^*1 ї 15+Г2 І 1б+ГЗї 25+Г4 гг 6 +Г5 г і 2 +Г6 712*24’

■ вб "* 1 *15+H,2 * 16*®Э *25f ®4 *26*®5112 +®6*24 ’

25



дв i’1«*4*1.F2,E*4*4;si'®i,ri'dR - відомі числа. 1=1... 6.
Розв'язуючи перші чотирі рівняння системи (41) за правилом 

Крамера, одаримо невідомі ^ 5»li6»l25 , l 26 у вигляді відношення 
многочленів 4-го степеня

ві^іг,г24̂  і _°4fl 1 2 ,г24^
... 26=^ W  ’ (42)причому ДО ПОЛІНОМІВ вищі степені входять у ВИГЛЯДІ

сумм одночленів ®іТ?2Ї24+Т1Ї12124* а Д0 ПШ|1нома 0 П іг.І2^  - У 
вигляді одночлена vl̂ 2Ig4;a1,7i,ve(R;i=l,....4.

Підставляючи у два останніх рівняння системи (41), замість 
відповідних невідомих, Гх значення із (42) та приводя чи подібні, 
будемо мати одне рівняння 6-го та одне 5-го степеня відносно змін- 
них ї1 г»1 24Ї

°5('Z12*l24,=0* °6‘l12*l24;=0- (43)Важливо при цьому відмітити, що до рівнянь (43) невідомі 112 1
124 входять у степенях не вище третього. Саме ця обставина дозво­
ляє стверджувати, що після виключення ( за доном-сою результанта) 
невідомої Із системи (43) можпа одержати рівняння 16-го сте­
пеня відносно неїзідомої І12. Розв'язуючи це рівняння отримаємо 
значення невідомої І12- Зворотній хід очевидний 1 закінчується 
побудово» матриці L .

Введемо позначення LT~1=(U1 \Чг ), де 1 у загальному
випадку можна вважати, що У, - неособлива матриця.Тоді остаточно, 
матриця К зворотнього зв'язку обчислюється за формулою K-dJ^Ug. У 
загальному випадку розв'язок буде комплексним.

У розділі 6.4 розв'язується проблема скіг»езу динамічного 
компенсатора.Найбільш детально досліджується випадок, коли можли­
вий синтез компенсатора 1-го порядку. Зокрема показано, що систе­
ми типів (2 .5 ,2 ) , (2 ,6 ,2 ) та (2 ,7 ,2 ) дозволжоть компенсатор 1-го 
порядку ( у останьому випадку, взагалі кажучи,- комплексний); дня 
системи ж типу (2 ,8 ,2 ) такий компенсатор - неможливий.

Доста глав" дисертації присвячена суто обчислюальним мето­
дам синтезу.

Очевидно, що у загальному випадку повний аналітичний розв'я­
зок с. стеки рівнянь (II-»),- неможливий. Тому виникає вимога у роз­
робці обчислювальних методів, які б дозволили знайти хоча б один 
розв'язок dгадай Т  системи.

Так як у більаості обчислшальних алгоритмів треба зі«»ти

26
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матрицю Якобі системи рівнянь (ІЗ), то у розділі 6.1 наводиться 
загальний вигляд цієї матриці.У розділі в. 2 досліджується (з ура­
хуванням специфіки проблеми синтезу) найбільш відомий Ітераційний 
метод - метод Ньютона.

Нехай п=тр. Перепишемо систему (ІЗ) у вигляді Р(х)=0, де Р: 
wn-Rn - дійсне відображення простора кР в себе, неперервно дифе- 
рннційовне всюди на кп; - невідомий дійсний вектор. Позначи­
мо через P '(x )f iRnxn матрицю Якобі відображення Р(х). Розглянемо 
Ітераційний процес

яі+і"*і ' (44)
де числова послідовність £ ̂ будується таким чином» щоб для кожно­
го ( забезпечити виконання (у євклідовій нормі) нерівності 

\Р (хм ) ^ \ Р ( х ^ 1 ,Ы 0 , 1 , . . .
Визначимо у в?п відкриту множину гоп умовою: х «юп якщо 1 ті­

льки якщо detP' (х)*0 . Будемо вважати, що п>п містить усі вектори 
j?E«n, які задовольняють умові detF '(x)*0 . Для будь-якого векторе 
.кф"позначимо через у вектор IP ’ (х))~^ P(X)dRn.

Теорема 6.1.Нехай відображення Р: Rn-*Rn неперервно диферен- 
ційовно на усьому Rn.Припустимо, що для усіх t*I0,2 ] 1 усіх яжг,п
Існує константа j>0 така, що

H P '( x - t y ) -P '( x W it ly l.

Позначимо через ц додатне число 783/§2/(2$Р(х)В).
Тоді:
Т) якщо \&1 і і—будь-яке число відрізка lO,1/\iUlO,11

вбо
2 ) якщо \і<1 і t-будь-яке число відрізка 11,4/(4ІЩ і + D U I1 .2 ] ,

то
lP ( x - ty ) iH P (x ) i.

Наслідок І. Якщо система Р(х)=0 є системою квадратик рів­
нянь, то завжди ножна побудувати послідовність t 1 таку, що для 
будь-якого х0« *>* Ітераційний процес (44) збігається, 1 *0 ,1 ,2 ,...

Наслідок 2. Нехай G (z) *0- система квадратних рівнянь (16), 
(17), де С .- к * * * ,  z - ( г ^ , . . . , х н Р , Я=С“ .р -1 . Тоді j  звлвжить 
тільки від чисел ш и р .  Наприклад, для я=2 -  7 ,а для **3-
_т=р Е П р З І .

У розділах 6.3-6.5 приведені деякі lftml Ітереційні процедури, 
які у тій чи іншій мірі дозволяють спростити пошук розв'язку про­
блеми синтезу, Але всі вояж дуяв суттєво залежать від вдалого ви-
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dopy початкового наближення. Тому останнє зауваження є централь­
ною темою дослідження у розділах 6.6 - 6.8. Тут повністю виріше­
на проблема вибору початкового наближення для розв'язку системи 
(ІЗ) у випадку круп.

Отже, будемо вважати, що тр>п 1 трійка матриць (С.А.В) -пов­
ністю керована та Ідентифікована. Очевидно, що задачу синтеза до­
статньо розв'язати у випадку п=тр-1.Туг r=tn/ml =tO*p-f)/m)=p-1 
-ціла частка числе п/я; n-m=m-1 1 тому Індекси керованості для 
загальної пари (А,В) маять значення v1 = .. .=г>т1=р, vm=p-1.

Будемо вважати для визначеності, що т р . { У протилежному ви­
падку треба перейти від мвтриць (С.А.В) до трійки ( $ ,/Р,СТ )) .

Розглянемо матрицю

V ‘" +V i +1

•«in

S l - l  ,V 1 +  . . . + V m . J + I * ” * * 0 ! ! !- !  ,П

0Sn,v1+...+vB .,+1

' • » ~Cr,
Тоді завжди Існує невироджена матриця

Г=
Г11

....О... :.т * т 21 : 22 
О

«я?(яН-р ) х р .  (4 6 )

(m+p)x(m+p) j, (4 3 )

така, що иРТ

' * ............... » £
ato,v1 + . . . + v B_1+1, * " ,amn J е К (пнр)хр
* ......................................... * О

. 0 ................О о] )я

(47)

Отже, буді.ю вважати, що матрица (46), за допомогою матриці 
(46), приведена до вигляду f'7).

Так як Індекси челгтаності задовольняють вимозі v^..,>vn. у 
wB, ти використовуючи матрицю (46) ножна відпусти матрицю Г (46) 
тажу, що у матриці 1W (див.(47)) останні я рядків - нульові. 

Виберемо M bi-рш из q у ВН ГЛ Д Д І

(Г *
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О . . .  0 f О . . .  Oj '
• . . I . .

ї= . . . . . я

0 . . . 01.6 о . . I tj.
Тоді очевидно, що g!W=0. Івідси негайно випливає, що я-вектор 
ЛшСдТ; є розв'язом системи рівнянь

A"(qT)-lkO , 
де м&триця Я таж сама, що 1 у (ІЗ).

Легко перевірити,що перша координата m-векторів Кт о 1 Aa(qT) 
дорівнює нулю. Тому m-вектор Am(qТ) буде також і розв'язкою сяє­
те ни

hm(qT)H,eO,
де И,- дійсна СС̂ рХіг̂ -матриця, узагальнююча матрицю (38),яка має 
ту ж саму структуру, що 1 (38).

Введемо матрицю
Ч іГ а\вш) ^ ^  

та розглянеш систему рівнянь
Au[qb (Т+б Т^)і  Н^=0, (48)

де - невідома матриця, в - дійсний параметр, матриця
^(ін-рМин-р) дадаеуьдя довільно, виходячи Із зданого обмеження, 
-  Ш ( Т + е Т л )яО.

Позначимо через ze®®5* вектор-стовпець, складений Із стовпців 
матриці І послідовно зашсанш один під другим» Перепишемо тепер 
систему (40) у НЖГЛЯДІ у 

Р(Е,г)=Р(е,0)+Р'(Е,0)г+{чзюш більш високих порядків J=0* (49)
де Р '( е ,0 ) - матриця Якобі відображення Pfe,2):fRmi)-»Rn, обчислена
у ТОЧЦІ 2=0.

Припустиш,, що. гсшвР'СО,Оі=я.Тод1 існує невідома (наприклад,
2^=1— )» зробивши шрвы яку отршашо, що ранг матриці Якобі
Р '(0 ,0 ) відображення Р(е„г):иЛог®, де вектор-функция P(e,z)=
Р(в,я)\„ _0» також дорівнює я. 

гарЗрозуміло, що матрвдю Т , завади шжна вибрати так, щоб збе­
регти Еввиродаеність матрщі (Т+вТ^) і «-вектор Аш£<;£- (Г+еЕ, )1,
де Х= І|, _0„ зазначався о ішр=п+1 невідомими параметрами ( тр-1 шрзкіншх ' l i s  те змінне в). Тому система (48) буде системо® від (ги  
*1) -ї незалежної змінної (^=0). і у цьому вшктку із удави 
rangP'(0,0)*n та відомого розв’язку z=0 системи (49) ишдгчає, що 
існує неперервна залежність розв'язку z(e) >'*„p=0) системи (49)' 
від параметра е у деякій достатньо малій області зміна цього па-
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ремэтра. Тому завжди можна вказати таке значення є=є0, при ярому 
перше координата m-вектора Katcf̂ - (T+eQT^)) не дорівнює нулю. Якщо 
тепер ввести позначення

<j£ (Т+Е0Т̂  )=(С, і С2^ Их (т+р>, 
ти матриця X, яка задовольняє системі (ІЗ),обчислюється за форму- 
мухою

х=с 1̂ сг.

Для того х, щоб одержати шукану матрицю зворотнього зв'язку треба 
повернутися до початкових базисів просторів та кр. Попередні 
міркування підсумовує наступна

Теорема 6.4.Нехай (rangB) (rangO)>n, трійка матриць (С.Л.В) 
-повністю керована та повністю ідентифікована 1 rangP '(0 ,0 )^п . 
Тоді Існує матриця Xy«*Rmxp така, що поліном йвт(ХЕ^-А-ВК^С) збі­
гається Із будь-яким наперед заданим приведонвм дійсним поліно­
мом СЗВП8НЯ п.

Перевірка умови rangP '(0 ,0)=n появ статися доволі важкою.Тому 
з практичної точки зору буде корисно перейти від повної проблеми 
синтезу до локальної.

Теорема 6.5 (критерій розюшддості локальної проблеми синте­
за). Нехай (rang )) (range)>п. Тоді наступні умови еквівалентні:

1) Існує матриця така, що матриці
СВ,С(А+ВК^)В... C(AtBKif ) n~'i & ж рхт - (50)

- лінійно незалежні;
2 ) det ('X£n-j4-B*yC;=X.n+d*X.n 1 +... для деякої матриці

Х^^Р. де коефіцієнти d* можуть відхилятися від ба­
жаних коефіцієнтів dj на задану як завгодно малу до­
датнії величину О: |d̂ -d̂ |<0,t=J.... п.

Майже очевидним наслідком доведеного результату є наступна
Теорема б.бґпро синтез локального динамічного компенсатора). 

Припустимо, що (m + l)(p rl)> n + l для деякого цілого І. Тоді система 
(І) дозволяє динамічний компенсатор порядка 1, якщо тільки Існує 
матриця . ака, що при замінах , С-*С1(
* l T * V  Пг-»п*І, м—*л+ї та р—»pfІ матриці (50) будуть лінійно не­
залежні.

Наслідок І. Для загальних матриць А, В та С системи (І) ком­
пенсатор мінімального .юрядку 1 існує тоді 1 тільки тоді, коли

я р < п < я р т  + р.

Наслідок 2. Якщо для деякого цілого \>-0 має місце умова
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n<Mp+l(M+p-Mtn(m,p)), 

то системе (І) завжди дозволяє дійсний динамічний компенсатор 1- 
го порядку.

Повернемося до системи рівнянь (49). Так як яр=п+1, то одну 
із невідомих 2k=lj,j позначимо рівною нулю. Сукупність ревти п не­
відомих I, j перепишемо у вигляді вектор-СТОВПЦЯ Z = ('21 ....2к;*.
Тоді будемо мати системуW М W

Р(е,г)=Р(є,0)+Р’(є ,0 )г+ (чяв т високих порядк1в;=0, (БІ) 
де РЧє,OJ-матриця Якобі відображення P:Rn-»Rn. ( Негайно зауважи­
мо, що призначати рівною нулю потрібно таку невідому І^.для якої 
виконувалася б умова detP'(є,0)яЮ. Підкреслимо, що в силу теоре­
ми 6.5 така невідома завжди Існує).

Очевидно, що при є=0 система (51) має розв'язок 2=0 . Тому 
вектор г=0 можна використовувати як початкове наближення до роз­
в’язку системи (51) 1 у випадку е * О. У цій ситуації підбираємо 
параметр є до тих пір, поки на виконається відома умова збігання 
ітераційного процесу
z lm ' )(E)=zM ( E ) - lP , ( 0 ,0 ) r '1 Р(є ,г (nh ) ) ; z  (0?eM>;n=0,f,..(52)

Якщо при деякому є послідовність (52) не збігається, то по­
трібно зменшити величину І є І 1 знову повернутися до (52). В решті 
рейт, при деякому £-,*0, послідовність (52) ставе збіжною до роз­
в'язку рівняння (51).

В останніх розділах глави 6 розглядаються деякі процедури 
розв'язку проблеми синтезу для нестаціонарних систем та подається 
ряд ілюстративних прикладів..
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темный анализ и теория оптимальных решений", Институт кибернетики 
имени В.М.Глушкова НАН Украины,Киев,1996.По теме диссертации опу­
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