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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
Актуальність теми. В останні десятиліття значна увага надається дос­
лідженням нелокальних крайових задач для диференціальних рівнянь Із 
частинними похідними та диференціально-операторних рівнянь. Це обумов­
лено багатьма причинами: потребами загальної теорії крайових задач; 
теорією фізики плазми 1 твердого тіла; процесами теплопровідності, ко­
ливань, фільтрації, дифузії у фрактальних (сильно пористих) середови­
щах ТОЩО.'

Термін "нелокальні умови" вперше зустрічаємо в роботі О.О.Дезіяа; 
загальне означення та класифікація нелокальних крайових задач були да­
ні А.М.Нахушевим. В роботах О.О.Дезіна, А.Х.Мам'яна, В.К.Романка було 
показано, що в багатьох випадках для опису всіх коректних задач для 
диференціального рівняння з частинними похідними, поряд з локальними 
умовами, треба використовувати нелокальні крайові умови.

Задачі з нелокальними умовами для еліптичних, параболічних та ди­
ференціально-операторних рівнянь у різних аспектах вивчалися в роботах 
Я.О.Баранецького, А.А.Верезовського, А.В.БІцадзе і 0.А.Самарського, 
М.М.Бокало, В.М.Борок, П.Н.Вабищевича, С.Д.Ейдельмана, В.О.Кондратьз- 
ва, Л.І.Корбут, В.П.Лавренчука, Г.П.Лопушанської, В.Г.Мазьї 1 Б.А.Пла- 
меневського, А.А.Макарова, М.І.Матійчука, Г.Б.Савченко, А.Л.Скуба- 
чевського, Л.В.Фардіголи, М.Х.Шханукова, М.М.Шханукової, М.Й.Юрчука 1 
В.І.Чесаліна, С.Я.Якубова. В цих роботах, в основному, виділені регу­
лярні випадки розглядуваних задач. Проте задачі з нелокальними умовами 
для загальних (в тім числі параболічних) диференціальних операторів із 
частинними похідними є, взагалі, некоректними, а питання про їх 
розв'язність у багатьох випадках пов’язане з проблемою малих 
знаменників, для розв'язання якої природнім е метричний підхід.

В роботах І.0.Бобика, В.С.Ільківа, Л.І.Комарницької, В.М.Поліщук, 
Б.и.Пташника досліджувались задачі з нелокальними умовами (що узагаль­
нюють умови періодичності) за виділеною змінною t для лінійних гіпер­
болічних і безтипних (які не охоплюють параболічних) рівнянь та систем 
рівнянь довільного порядку в нерегулярних випадках, коли при побудові 
розв'язку задачі виникають малі знаменники. Для оцінок знизу малих 
знаменників тут було використано результата і методи метричної теорії 
чисел, розроблені В.Г.Сприндауком та його учнями, а також метричні те­
ореми, отримані у сумісних роботах В.І.Берника та Б.И.Птащника, що 
стосувалися локальних (двоточкових 1 багатоточхових) задач для дафє-
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ренціальних рівнянь Із частинними похідними.
Дана дисертація, яка продовжує вказаний вище напрямок досліджень, 

присвячена вивченню нелокальних крайових задач для лінійних параболіч­
них рівнянь (зі сталими та змінними коефіцієнтами) 1 систем рівнянь 
довільного порядку. Досліджені нерегулярні випадки цих задач 1 прове­
дений метричний аналіз оцінок знизу малих знаменників, які виникають 
при побудові розв'язків розглядуваних задач.
Мета роботи. Дослідження коректності та побудова розв'язків крайових 
задач з нелокальними умовами за часовою змінною та певними умовами за 
просторовими координатами для параболічних рівнянь 1 систем довільного 
порядку та для деяких класів параболічних псевдодиференціальних рів­
нянь. Доведення метричних теорем про оцінки знизу малих знаменників, з 
яких випливає Існування класичного розв'язку для майже всіх (відносно 
міри Лебега) коефіцієнтів задачі. Встановлення умов стійкості задачі 
та побудова наближеного розв'язку методом регуляризації за А.М.Тихоно- 
вим.
Методика досліджень. В дисертаційній роботі використовуються методи 
загальної теорії диференціальних рівнянь із частинними похідними, тео­
рії псевдодиференціальних операторів, функціонального аналізу, теорії 
рядів Фур'є 1 метричної теорії чисел.
Наукова новизна. Встановлені теореми існування та єдиності класичних 
розв'язків розглядуваних задач, які формулюються в більшості випадків 
у теоретико-числових термінах. Вивчені питання про можливість продов­
ження розв'язку нелокально! крайової задачі для параболічного рівняння 
довільного порядку зі сталими коефіцієнтами за межі області в напрямку 
часової координати та питання про стійкість 1 регуляризацію цієї зада­
чі. Досліджена коректна розв'язність нелокальних крайових задач для 
параболічних рівнянь, що містяь псевдодиференціальні оператори, зок­
рема оператори дробового диференціювання. Доведені нові метричні тео­
реми про оцінки зшзу малих знаменників, з яких випливає виконання 
достатніх умов розв'язності задач для майже всіх (відносно міри Лебе- 
г й ) векторів, складених Із коефіцієнтів рівнянь 1 коефіцієнтів крайо­
вих умов. Побудовані явні формули для розв'язків розглядуваних задач у 
нкг/лді рядів за системами ортогональних функцій.
уретачнз і пракична значимість. Робота носить теоретичний характер, 

її результати е певним внеском у теорію граничних задач для параболіч­
ній рівнянь. Побудовані формули для розв'язків задач можуть бути вико­
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ристані при дослідженні конкретних задач природознавства.
Апгобаиія роботи. Результати дисертації доповідалися на засіданнях 
Львівського міського семінару з диференціальних рівнянь (1992р., 1994 
p., 1995р.); семінарі молодих вчених Інституту прикладних проблем ме­
ханіки 1 математики Ім.Я.С.ПІдстригача НАН України, присвяченого 
пам'яті академіка Я.С.Підстригана (Львів, 1994 p.); сумісному семінарі 
Чернівецького відділу Інституту прикладних проблем механіки і матема­
тики Ім.Я.С.ПІдстригача НАН України та кафедри математичного моделю­
вання Чернівецького державного університету Ім.Ю.Федьковича 
(Чернівці, 1995 p.); Всеукраїнській науковій конференції "Нові підходи 
до розв’язання диференціальних рівнянь" (Дрогобич, 1994 p.); науковій 
конференції "Нелінійні крайові задачі математичної фізики 1 їх засто­
сування" (Тернопіль, 1994 p.); Міжнародній математичній конференції, 
присвяченій пам'яті Ганса Гана (Чернівці, 1994 p.).

Публікації. Матеріали дисертації опубліковано в роботах [1-91. 
Структура та обсяг роботи. Дисертація складається зі вступу, 8 параг­
рафів, об'єднаних у 3 розділи,та списку літератури, що включає 92 
найменувань. Загальний обсяг роботи сторінок.

КОРОТКИЙ ЗМІСТ РОБОТИ
У вступі подано короткий огляд літератури по темі дисертації, 

сформульовані основні результати роботи; наведено деякі відомості тео­
ретико-числового характеру, що використовуються в роботі, а т'акозс нас­
тупні позначення:
х=(х,....хр)екр; (t,x)=(t,xI,...,xp)eRp n ; k=(k,.... kp)€Zp;

а=(а,.......apk z p; |а|=а,+...+ар; з=(з,....... 9p)ezp; |s|=3,+.. .+spJ

§=(s0,s1,...,spk z ptl; (k,x)=k)x1+...+kpxp; BkJ=(k,k),/2;

|k| = |kj | + ...+ |kp|, (|)(s,k)=ilElk^...k^p; О—  р-виміршій тор. отрима ­

ний шляхом ототожнення протилежних граней куба {x^Rp; , г=Т7р>:
D=[0,T]xn; K^Ut.t)! 0<t,T<T>;
С<n.q>(D)—  оанахів простір функцій u(t,x) з нормою

......  „ __  I aisiu(t,x)
gu(t,x)B = У, шах ■---------- -L- L

ІC(b,q,(D) l®*^ І at °dx.l...3x p1 sQ<a 1 t p

простір функцій ф(х)= у; (f^expdk.x) з нормою 
І к|гО

ар <3>0,р.0)- s * '
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ІФІе fl= Z |<fUexp(s|k|P); Сп ([0,Т),аР)—  простір функцій V(t,x)
• р  |*|>0 ^  * 

таких, що для кожного telO.Tl a^v/at^AP , 3=D7n, 1 неперервна по t в

нормі А̂ ; 3 —  множина всіх тригонометричних поліномів

Р(х)=^ ^  ck (P)exp(ik,i), X€Rp, sezt, ck(P)€C, k€Zp; £'- простір усіх

лінійних неперервних функціоналів над S (який співпадає з простором 
формальних тригонометричних рядів); СП([0,Т),Ж) (Сп ( [0,'П ,3')- клас

функцій v(t,x) таких, що для кожного telO.T) a^v/at^e З(Ж'), Л=ОТп;

S—  простір Шварца швидко спадних функцій; s“- простори типу S; Ф—
ш

множина ВСІХ функцій ВИГЛЯДУ <р(Х) = У Сь.(ф)1і1,(х), mfIN, С„(ф)€С, Х€К, де

h^d)—  функції Ерміта, які утворюють ортонормоваяу базу в L? (R); Ф' —  
простір усіх лінійних неперервних функціоналів над Ф, який співпадає

з простором формальних рядів вигляду £ tli(i); фР (s>0,p>0)—  прос­
т о  s

00 00 _ 

тір функцій <р(х)= 2 <fL.it (х) з нормою ВФІ а = Е ІФ* |exp(s(2k+l )Р). 
к=о фР к-о

У першій главі дисертації досліджуються задачі з нелокальними 
уморами за часовою координатою та умовами періодичності за просторови­
ми змінними для лінійних параболічних рівнянь довільного порядку зі 
сталими та змінними коефіцієнтами. У випадку сталих коефіцієнтів вив­
чаються також питання про можливість продовження розв'язку за межі об­
ласті в напрямку часової координати та питання про стійкість 1 регуля- 
ризацію задачі.

У § 1.1 в області D розглядається задача
S I s j

Ь ( э т  i x ) [ u ) 5  <at* u +  S  a 8 ~~f:— і  * И )
|a|«j ах,'...ах/
о

’C (  ' L h u Js £  Ьг — ----- - [і d . ° .М і ] =
• 1 Sn ,S S 1 a r> *■ s n ®n Jjs'^q 0 й  ' . . a i l  at  0 |t=o at 0 ]t=T

V n p
крг(х), r=TTn, (2)

• ;v. fC, цсСчсо); q,n«!N, q>n; оператор L- параболічний
”o*
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за Г.Є.Шиловим.
Розв’язок задачі шукається у вигляді ряду

u(t,x)=^ u^dDexpdk.x). (3)

Спочатку припускається, що всі Х-корені рівняння

L(7i,lk)=0 (4)
є прості; їх позначено через (k), J=TTn.

Нехай B(fc)-det| Е ^ , 8 Ф(в.к)|“^  = |2|<q̂ |r| Вгк! - ' К  •

Теорема 1.1.1. Для єдиності розв’язку задачі (1),(2) в просторі 
C(n,q)(D) необхідно 1 досить, щоб рівняння

1-ц ехр(Х8(к)Т)=0, 8=ТТп; В(к)=0

не мали розв’язків у цілих числах к,,...,^.

При виконанні умов теореми 1.1.1 вірним є таке твердження.
Теорема 1.1.2. Нехай Існують додатні сталі sjS s2, С3, С4так1, що

для всіх векторів k€Zp, |k|>Kj, виконуються нерівності

П |Xj(k) - \a (k)| >C3|k| 8|. l=TTn; |B(k)|^C4|k| вг. (5)

cwa
Якщо фт (х)€С^(0), 7>q(3n-1 )+p+Sj+s?, m=T7n; r(t,xkC([0,T]tA )̂, s>a?T,

то в просторі С(п,,,(1» існує розв'язок задачі (1),(2), який неперерв­
но залежить від функцій f(t,x) 1 фт (х). т=ТТп.

При доведенні теореми використовуються ОЦІНКИ |X.J (К) |̂ае| к|ч. *>0. 
kczPxtO}, 3=Т7п, які випливають Із структури рівняння (4).

Зауваження 1.1.2. Якщо cpo (z)€A^ , s>aeT, m=T7n, то при виконанні

всіх інших умов теореми 1.1.2, розв'язок задачі (1),(2) налегать до

простору Cn(tO,T],A^), 0<є<в-зеТ.
Для дослідження нерівностей (5) використовується МвТрЯЧКГЙ під­

хід. Нехай ....ри = (pf......... ) -  вектору.. скла­

дені відповідно з дійсних 1 уявних частин коефіцієнтів і ^  Вр ,Д5 Ь- 
кількість цілочислових розв’язків нерівності |r|«qn; у='у,....у,,,

вектор, складений з коефіцієнтів рівняння (1), де 7—  ЧИСЛг; SCIZ КУ-
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фіцієнтів. Доведено, що для всіх (крім скінченного числа) векторів 
.к«2р нерівності (5) виконуються, відповідно, при SjXn-1 )(p+q(n-3))/2

1 s2>p для майже всіх (відносно міри Лебега) векторів у 1 для майже 
всіх (відносно міри Лебега) веторів р® та довільних р® (або для 
майже всіх ри  1 довільних р(1>) (теореми 1.1.3 1 1.1.4).

В пункті 1.1.3 результати цих досліджень перенесені на випадок 
кратних коренів рівняння (4). При цьому значно ускладнились аналітичні 
викладки 1 виникли нові малі знаменники складнішої структури.

Питання про можливість продовження розв'язку u(t,x) задачі 
(1), (2) з області D в область ,гг]хП, г^О, гг>Т, досліджується

в § 1.2. Знайдено формули для функцій Гріна GK (t,f), kezp, крайових 
задач

Md/dt.lknyt^O, Mp(lk)uJt(t)=0, r=T7n,

у квадраті На підставі цих формул встановлені оцінки

(відносно к) коефіцієнтів Фур'е (t) та їх похідних до порядку п шу­
каного розв'язку, з яких випливає така теорема.

Теорема 1.2.1. Нехай виконуються нерівності (5) для всіх векторів

к*гр, і к І >1̂ , 1 нехай фГ (х)еС’1г(0), 7>q(3n-1 Hp+Sj+Sg, r=T7n,

Г (t ,Х)€С( С-т, ,тг 3. Ajj), з>ае шахіт, ,t2}. Тоді в просторі C<n,ql(DT)

Існує єдиний розв'язок u(t,x) задачі (1),(2) (розглядуваної в області

), якиа неперервно залежить від функцій f(t,x), фг(х), r=T7n, 1 в 
області D співпадає з u(t,x).

У § 1.3 за додаткової умови

+•••+ < ^ ) 2)dx<E. Е>0, (6)

досліджується стійкість крайової, задачі з нелокальними умовами (2) для 
однорідного рівняння

Ь(д^, ^j) u(t,x)=0 (1')
та будується її наближений розв'язок методом регуляризації за А.М.ТИ­
ХОНОВ!»!.

Означення. Задача (1'),(2),(6) називається стійкою, якщо для до­
вільних двох розв'язків u( (D) рівняння (1'), які задо-
влльняють (6) 1 умови

| K ^ 3 / i ? i ) u ( t , x )  -  Фг (X ) JL (П )^Сб, І т - Т І <0 , Г=1ТЬ. С>0,

- 8 -



маемо
VE, V<p (і)еЬ_(П), r=T7n, 11m max |u,-u_| =0 .

r ^  6-0 CXt^T 1 ^  bg CO)
Встановлено умови стійкості задачі (1’),(2),(6) (теорема 1.3.1), 

які мають вигляд:

Л(к,Т)н П.(1-ц ехра (ЮТ)) В(к) П (Х.лк)-Х.. (к))г«а к€2р. (7)
8 1 8 К Ю С п  3 1

Доводиться, що, при виконанні умов (7), сім’я операторів
B^rLg (OHLj (D), залежних від цілочислового параметра N 1 визначених за
правилом

п А (к.Т)
В ф(х)= S 2 <Р,к "Лїк 'тV' ехр((1к,х)+Х. (k)t),
* OS|k|<N p.і.» rh 1

де ф=со1«р) ,...,<pn ); Лг 1 (к,Т)—  алгебраїчне доповнення елемента ар1 =

. £ ф(а,к)Л.*°ь£ а(1-цехр(\1(к)Т)) у визначнику A(k,T)=det|arlB“ 1И ,
|в|ві °’ 
s0<n

е регуляризуючою сім’єю операторів для задачі (1 ’),(2),(6) (теорема 
1.3.2). Наближений розв'язок цієї задачі зображується формулою

n ~ А (кл) 
uN>T(t,x)= Е Е Фгк А(к,і) exp((lk,x)+\1(k)t),

0<ІКI<N г,1=|

де ф_„ —  коефіцієнт Фур'є функції ф „(х ) такої, що |іф_(х)-ф (х)Ц $ 
гк г Ьг(П)

. $Сб, а параметр N узгоджується з оцінкою похибки б.
Знайдено оцінку відхилення наближеного розв'язку uNjt(t,x) задачі

(1 *),(2),(6) від її точного розв'язку u(t,x).
Теорема 1.3.3. Нехай справджуються умови (6),(7) 1 для всіх (крім 

скінченного числа) векторів kezp виконуються нерівності (5). Тоді пра­
вильна оцінка

“ . ,8 ІФГ
|k|«N

г
г г n Иг

, 11 -ezp(Х,в)| -f- e« ma^ pE j - i(k, W  | )•

У § 1.4 для однорідного рівняння (1') досліджується задача.з 
загальними нелокальними умовами вигляду
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B°(a/0t,<5/0x)u(t,x)i - B1(a/dt,a/ax)u(t,x)| =ф(х), (8 )
It=o 1t=T

8 |S|
ю B3(fl/atte/ax)ay  >e(a/at) 0 e-coi(b!*J....

0 ax'...ax.p 0 0- - . 1 p 
80<n P

...,Ь?,;)В)€СП, 3=0.1; ф(Х)=С0І(ф (Х),...,ф (X)).Bq.8
Розв'язність задачі встановлена для вужчих, ніж в § 1.1, класів 

вектор-функцій ф(х). Для единості розв'язку задачі (1 '),(8) у просторі

С<°>ч>(D) необхідно 1 досить, щоб виконувалася умова A(k)*0, k€Zp 

(теорема 1.4.1), де A(k)£det|B°(XB,lk)-exp(X.aT) В1 (Xm,lk)|m__, у випад­

ку простих х-коренів рівняння (4), якщо к ці корені мають кратності
в(к)

пп(к) ( £ п (к)=п), то 
р р»і р

&(k)S|(B°)a p ’(x ,1к)-ехра Т) £Рс г TVp Г(В1)<г,а  ,ік)| ТТІГПГГ 
v v г = 0 р ^

Vp.°.np<k)-«

да (BJ),a> (Л. ,Ік)=^-^-%^і|, , , 3=0,1; С“ —  число комбінацій з n
P dA іа=лр “

елементів по ш.
Припускається, що всі корені рівняння (4) е прості 1 має місце 

єдиність розв'язку задачі (1'),(8). Тоді вірне твердження.
Теорема 1.4.2. Нехай існують додатні сталі C3,st такі, що 

для кожного вектора k«zp, |k|>Kj, виконується нерівність

|A(k)|>C,|k| 8’ ехр(Т £ ReX (к)). (9)
3 m= І

Якщо фа(х)еА^, з>аеТп, ш=ТТп, то в просторі C<ri,q)(D) існує розв'язок 
задачі (1'),(8), який неперервно залежить від ф(х).

Доведено, ще для майже всіх (відносно міри Лебега) векторів 
У=(У,....У7) 1 ь= (Ь,.... ьп ), де VReb[:}iq 0....0 , 1=Т7Й, нерів­

ність (9) виконується при 8(»  (р-С^) ЯЛЯ всіх (крім скінчен­

ного числа) векторів ktzp (теорема 1.4.3).
Подібно формулюються умови існування розв’язку задачі (1 ’),(8) у 

ьхх&лку кратких коренів рівняння (4) (теорема 1.4.4).
У § 1.5 розглядається нелокальна крайова задача для парабо­
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лічних за І.Г.Петровським рівнянь зі змінними за х коефіцієнтами в па­
ралелепіпеді Q=((x,t): CKt<T; Х€П), де П = Ш к р: (Ххг<х, г=ТТр):

w ( a /a t ,L , .........y u s )  o / a t ) a°  х

baQ+|a|=bn
х u(t,x)=f(t,x), (10)

.------ 3 a a f cl cU
M j W /e t . L , .........Lp)u=)  dv a  L , l . . L pp p u / a t ^ j ^ -

baQ+|a|< bn 
a0< n

- v d °u/3taDl |=ф.(х), 3=T7n, (11)Up.tx), 
t=Tj J

Л І  = A |  =0, г=ТТр, m=OTBn-1. (12)
|xr=0 |xr=*

де LrH-a/axr(ar(xr)a/axr)+qr(xr ); ar(xr)€C2bn'l[0,x),

q (x KCr [0,ic] — дійснозначні функції ; a (x )>0, q (x )>0, r=T7p;
Г  r  J  Г  Г  Г  Г

Аа ,aeR* An, (0)=1 ’ V*CN{0}* сід >а£С, Ъ(. in; оператор Я—  рівномірно
2Ь — параболічний за І.Г.Петровським в області Q.

Пехай (Х^ (хр)) та Л={\ ), КрСИ,—  нормована система власних
Г Г

функцій та множина власних значень, відповідно, задачі
LrX(xr)=X Х(хг ), Х(0)=Х(іс)=0, (13)

^ У *̂ 3 корені рівняння ....)=0 (для них вірни-

оцінки: l^(\)t«*l\l . J=1.n; 1 ^ 1 = ^ ^ — +АТс
__  р

ми е
‘■р

b(a0-nt|a|^bn р
При умовах, накладених на коефіцієнти оператора Ьг, власні значен­

ня задачі (13) задовольняють оцінки

, k^w, С0>0, С,>0.
Г

Розв’язок задачі (10)-(12) шукається у вигляді ряду
u(t,x)= 2 и^П) Хк (х,)..^ (х ). (14)

к € М р  1 р

Теорема 1.5.1. Для единості розв’язку задачі (10)-(12) у
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просторі C<n̂ lbo,(Q) необхідно 1 досить, щоб для всіх векторів
....\  )€Л виконувалися умови

1 р ___
1-v ехр(м.а(\)Т )/0 , 8=Т7п; D(\)^0. (15)

Якщо в рівнянні (10) qr(xr )K> 1 число нуль е власним значенням 
задачі (13) для кожного г, г=Т7р, то для единості розв’язку задачі 
(10>-(12) необидно 1 досить, щоб для всіх Х^ЛХИО)) виконувались
умови (15) та умова

І , 3 s-г і v e-i-a0.Jn
< - 4 '(V ,.o < '- ’> -< £ „  Ч .о  Ti=rVT »
Для дослідження розв'язності задачі введено наступні функціональ­

ні простори:

в2-|ф(х)€Ц(П)| Ф(Х)= Е ^ X kt(i,)...Xltp(xp);

ІФІ = £ |((̂ |ехр(8АР)<а) ], 8>0,р>0, ;
8,р k€WP І Р

(^(ІО.ТІ, В^)—  простір функція v(t.x) таких, що для КОЖНОГО Ш0,Т]

eiv/0t;)€BPt j=DTn. 1 неперервна по t в нормі В̂ .
Розв'язність задачі (1Q)-(12), як 1 попередніх задач, пов'язана з 

проблемами малих знаменників.
Встановлено існування розв'язку u(t,x)€C,n,2b“tQ) розглядуваної 

задачі, якщо для всіх (крім скінченного числа) векторів Х^сЛ вірні не­
рівності

П '» J=T7n; lD( \ >І ^ г І
8*1 
вфі

1 f(t,x)cC([0,T],B^), baefpC,/^]1̂ , а функції <р.,(х)€Сч(ІІ) (q>b(n2+ 

+7n-4 )+р+2(Sj +s2)), 3=та. задовольняють умови ^ (Х)|хг=0=

=І^Ф3(Х)|І^=Х, г=ТТр; 8=o,iq/2); 3=Т7Н (теореми 1.5.2, 1.5.5).

Доведено, до для всіх (крім скінченного числа) оцінки (16) 
виконуються при 8(>(п—1)(p/4-b), зг>р/2 для майже всіх (відносно міри 
Лебега) векторів, складених Із коефіцієнтів 1 d ^  a (теореми

1.5.3, 1.5.4).,
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У другій главі розглядається нелокальна крайова задача для систем 
парболічних за Г.Є.Шиловим рівнянь довільного порядку зі сталими кое­
фіцієнтами n m
LjO/at.a/dDu = (a/at) 3u.j + £PJr(a/at,a/ax)u,.=o, о т )

. „ < » / » № , - Г  “їв ,,a'" v , ( -
TF^, ax '....ax p 
so*V' P

-  ц (a/at) °U jI^  ]  = f 3 1 ( i ) ,  1=ТТЙ^: J=T7m, <i8'

де PJr(X,£)—  поліном з дійсними коефіцієнтами, степінь якого 
за сукупністю змінних £р не вище q, а за змінною не вище

n^-1 (q^maxtrij>); bj§€c ; ц ес\ {0 }; n, + ..+nm=n.
Випадок системи рівнянь значно ускладнив аналітичні побудови та 

привів до нових малих знаменників.
Встановлені умови існування та єдиності класичного розв'язку за­

дачі (1Т),(18) (теореми 2.1.1, 2.1.2, 2.1.6); проведений метричний 
аналіз оцінок знизу малих знаменників, які виникли при побудові 
розв'язку цієї задачі (теореми 2.1.З, 2.1.4, 2.1.5).

Третя глава присвячена дослідженню нелокальних крайових задач для 
параболічних рівнянь, що містять за просторовими змінними оператори 
дробового диференціювання в просторах узагальнених періодичних функцій 
та довільні псевдодиференціальні оператори з неперервними символами.

У § 3.1 в області D розглядається задача

S аі А  (A_)rU(t,X)=f(t,X), (19)
01 а atn j=о r=o Jrat3 а

% ‘V  £"ІМ ' “ -та’ (20’

де aJr, а(К (а>0); рес\Ш>, bP^c; q,nen, qa>n;.Aa=Aa| » — звужен-
As

ня оператора Aa на простір А^ , а Aa :S'-»S' (a>0)—  оператор дробового

диференціювання, що діє за правилом: АДГ(х)= .S J*Rafkexp(llc,x).
I k]JO

Оператор L названо параболічним псевдодиференціальним, якщо Х-ко- 
рені рівняння L(X,|т(8а )=0 для довільного ті€Кр задовольняють умову
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шах Re \Л(|т}|)«-С,|T)|h+c , С >0, C,>0, h>0.
KJ&l J ' 2 1 ?

Зауважено, що |Л.Д (|K|) |«аеЦс!̂ 01. J=T7n, ae>0.

Розв'язок задачі (19),(20) шукається у вигляді ряду (3).
Теорема 3,1.1. Для единості розв’язку задачі (19),(20) у класі 

(^([O.TJ.at') необхідно 1 досить, щоб для кожного k?zp виконувалися 
умови

1-+1 esp(\e (|k|)T)*0, s=T7n; в <ВМ >^е1 в Д ь ^ .  /о.

Доведено, що при виконанні умов теореми 3.1.1, задача (19),(20) 
завади має розв’язок у класах С11 (ГО.Т],ж) «Яио.ТЗ.Ж')), якщо

f(t,T)f0(r0,T),a) (С(ІО.Т).Ї')), фш (Х)СЖ 0Х’>. ш=ТТп (теорема 3.1.2).

Для проміжних класів, зокрема для простору Сп ([0,Т),аР), роз­
в'язність задачі пов'язана з проблемами малих знаменників.

Теорема 3.1.3. Нехай Існують додатні сталі С ,C4,sr  s2 такі, що 
для всіх k€Zp, |k|>Kj,, виконуються нерівності

П |A.X(|к|)-хв(|К|)|>С3|к| 8‘ , 1=ТТп; |B(flk|)ІЗО.ВкЦ 9?. (21)
В» 1 г ё
№
Якщо f(t,x)€C(I0,T).A2a ), в>ай, фв00€А|а, e>s-3ET, m=T7n, то в прос­

торі С11 ([0,Т].А|а>. 0<єо-ай\ Існує розв'язок задачі (19), (20), який

неперервно залежить від функцій f(t,x) 1 фтоо, т=Т7п.
^зведено, що нерівності (21) виконуються для всіх (крім скінчен­

ного числа) векторів kszp при 8,>(п-1 )(p+qa(n-3))/2, 8?>р для майже

всіх (відносно міри Лебега) векторів, складених Із коефіцієнтів aJr 1 
b"j (теореми 3.1.4, 3-1.5).

У § 3.2 розвиваырься методика попереднього параграфа на випадок 
нелокально! задачі, коли оператор Аа замінено загальним псевдодиферен-

ціальним оператором з неперервним символом, а тор П—  простором R. У 
смузі »={(t.x): tetO.Tl, х(К) вивчається задача

L(a/at,A)u(t,x)sO/0t),\i(t,x)+n2 Е a.ra/at)3 Aru(t,x)=r(t,x)f (22)
JxO r*o

V S ь® Ar ((a/at)Ju|t=0 - ц (a/at)Ju|t.T )=<p (X). га=та, (23)
Г -0  гз
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де alr<=R; цес\{0). b“^c; q.new, q>n; A=A|^- звуження оператора А на

простір , а А:Ф'-*ф' —  оператор, побудований за неперервною функцією 
(символом) G(x):R-[0,+«>), що задовольняє умові

7 7
Э т>0 2D0>0 ЗЬ,>0 ЗЬг>0: bQ|x| *£(!)«&, |х| +Ь?.

який дів за таким правилом: А7(х)= У G(k) r h  (і).
k = o

Оператор L названо параболічним псевдодиференціальним,якео 
\-корен1 рівняння L(A.,G(t)) )=0 для довільного т]е»+ задовольняють умову

max ReX, (С(т)))$-С, (G(T]))h+C,; С.>0, С_>0, П>0;
К 1 &  1 г

Зауважено, що |А, (G(К))|Cae(G(K))Ч, 1=Т7п, *>0. G(kKvQ(2k+1 )"*.

Розв’язок задачі (22),(23) шукається у вигляді ряду

U(t,X)= 2 \1 (t) к(х). 
k=o

Теорема 3.2.1. Для единості розв'язку задачі (22),(23) у класі 
С°((0,tl,Ф' ) необхідно 1 досить, щоб для довільного kez+ виконувалися 
умови
1-ц ехр(Х (G(k)T))*0, s=TTn; B(G(k))sdet| £ b“ . ,(G(lC))r|° /О.

® р=0 Г*Л"'
Показано, що при виконанні умов теореми 3.2.1, задача (22),(23)

завжди має розв'язок у класах С“((0,1],ф) (С“ ((0,t3,ф*)), якщо q>a(x)€$ 
(Ф’), ш=ТТп, т,х)еС([0,г),Ф) (С(10,13»ф’>) (теорема 3.2.2). Для про­
міжних просторів встановлено наступне твердження.

Теорема 3.2.3. Нехай Існують додатні сталі С3>С4,з,, а2 такі, що 
для есіх кег+ ,к>Кг, виконуються нерівності

П (G(k) )-Xp(G(k)) \ (G(k) )8*, l=Twi; |B(G(k)) |$C4(G(k))82. . (24)

P v
Якщо f(t,x)eC([0,T),$Jq), s>aevJ*T, ф^ооеФ^4, в>з-жі>£т, m=T7n, то в

просторі (^(ІО.ТІ.ф^4), 0<£<s-aevj*T, Існує розв'язок задачі (22), (23), 
який неперервно залежить від функцій f(t,x) 1 <ри&>, m=T7n.

Доведено, що оцінки (24) виконуються для всіх (крім скінченного 
числа) kez+ при SjXn-1)(q(n-3)+1/7)/2, s2>1/7 для майже всіх векто­
рів, складених Із коефіцієнтів задачі (22),(23) (теореми 3.2.4,
3.2.5).
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В диссертации исследованы краевые задачи с нелокальными условия­
ми по временной координате и некоторыми условиями по пространственным 
переменным для параболических уравнений и систем произвольного порядка 
(с постоянными и переменными коэффициентами) и для некоторых классов 
параболических уравнений с гісевдодифференциальными операторами, в 
частности, с операторами дробного дифференцирования. Установлены усло­
вия существования и единственности решений задач. Рассмотрены вопросы 
о продолжении решения задачи за границы области в направлении времен­
ной координаты и об устойчивости и регуляризации задачи. Доказаны 
метрические теоремы об оценках снизу малых знаменателей, которые воз­
никают при построении решений рассматриваемых задач в виде рядов по 
системе ортогональных функций.
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uations and systems. Manuscript. Thesis for a degree of candidate of 
Science (Ph.D) in Physics and Mathematics, speciality 01.01.02.—  Dif­
ferential equations. L’viv Ivan Franko state university, L'viv, 1995.

The problems with nonlocal time conditions and some conditions in 
space variables for parabolic equations and Systems of arbitrary order 
(with constant and variable coefficients) and for some classes of pa­
rabolic equations with pseudodifferential operators, In particular 
with the operators of the fractional degree, are studied in the dis­
sertation, Conditions of existence and uniqueness of the solutions of 
the problems are established. The questions of continuance of the so­
lution of the problem beyond the domain measure in the time coordinate 
direction and about stability of this problem are considered. The 
metric theorems on lower bounds of small denominators, which appear in 
the construction of the solutions of considered problems in the form 
of series of orthogonal functions, are proved.
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