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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

I

Актуальність теми. У роботі розглядаються питання, пов’язані Із 

обчисленням N -поперечників за Колмогоровим, тобто таких характе­

ристик апроксимативних властивостей класів функцій у банахових 

просторах, що означаються наступним чином :

d v i V Z J )  * Іп*  * Р  ||/_а|1/,

де зовнішній inf береться по всеможливих лінійних многонидах роз­

мірності N .

Поперечник clM(p r tX ) - це величина, яка показує , що дану 

множину м не можна наблизити лінійними многовидами розмірності 

/V у просторі X з швидкістю, кращою за ,Х )
Тому основна роль величин dtf (ЇН ,Х ) з точки зору теорії 

наближення, на наш погляд, полягає у тому, щоб бути еталоном при 

оцінці апроксимативних властивостей того чи Іншого апарату 

наближення. Апарат тим кращий, чим наближення, що він дає, ближче до 

значення d* (т , х) .

Величини )Х ) введені А.М.Колмогоровим у 1936 р.

[І], ним же були знайдені 1 точні значення поперечників 

соболєвських класів в просторі Lt, . Пізніше стали

вивчати 1 Інші подібні характеристики, Інші поперечники (лінійні, 

проекційні, поперечники по Гельфанду, по Бернштейну та 1н.).

Особливий Інтерес до поперечників класів функцій став 

проявлятись, починаючи з 60-х років. З тих пір задачі по обчисленню 

точних значень поперечників для різних функціональних класів у 

різних метриках розв'язувались у роботах В.М.Тихомирова,



II. П. Корнейчука, В.Ф.Бабенка, 0.П.Буслаева , O.K. Куше ля, А.О.Лигуна, 

Ю.І.Маковоза, В.П.Моторного, А.Пінкуса , В.I.Рубана, Ю.М.Субботіна, 

В.Т.Шевалдіна та багатьох інших.

Мата робота. Основна мета дисертації полягає у обчисленні 

точних значень поперечників ,Х) у випадках, коли у ролі

виступають введені О.І.Степанцем [2] класи (V', Ji )-дафаренційовннх 
функцій 1 та & j,,cx> в метриках відповідно L - L( о, йії) та 

С ~ С L o,*#J при певних обмеженнях на 't'(-) , уз 1 У .
У роботі вивчається питання існування та едикості 

Інтерполяційних Stf -сплайнів, що введені О.К.Кушпелем [3], із 

рівномірним розподілом вузлів інтерполяції у нових, раніше не 

досліджених, ситуаціях. Одержані результати, в одного боку, 

використовуються для отримання необхідних оцінок знизу поперечників, 

а в іншого, на наш погляд, мають самостійний інтерес.

у дисертації обчислюються величини Ел-і (ffl)x ~ найкращих 
наближень згаданих ешцє класів (v',/ )-даференціаовнях функцій триго­

нометричними поліномами Тп-і ( ) порядку не вищого, ніж П - і у 

раніше не досліджених випадках, що дало можливість знайти оцінки 

вверху відповідних поперечників din.< ( ffl- > X) * довести точність

отриманих оцінок.

Метода дослідження. Оцінки зшзу поперачішків вдається отр и м а ти  

на бааі розробленого О.К.Кушпелем апарату . ̂  -сплайнів дл я  к л а с іа  

вгоргок, породжених ядрами, що задовольняють уиову Су, «л. з а  д о ­

помогою відомих для дослідників даного кола вадач, йетодіа (В.Ы.Ти­

хомирова [4,В] та ін,). Для одержання точних вивчень величин  

найкраада наближень трггойоызтричшош отлінока;:л в и к ор и ста н н я
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класичних методів розв’язання задач такого типу (розроблених

С.М.НІкольським [61, В.К.Дзядиком [7]) поєднується із більш ПІЗНІМИ 

результатами, отриманими Нгуен Тхи Тх'єу Хоа [8].

Основні результаті, по виносяться на вехист:

1. Знайдено оцінки знизу поперечників за Колмогоровим в рівномір­

ній та Інтегральній метриках класів ( У, J>)- диференційоване функ­
цій, які в ряді конкретних ситуацій є точними.

2. Обчислено точні значення величин найкращих наближень 

тригонометричними поліномами класів )-диференц!йовних функцій 

в рівномірній та Інтегральній метриках у раніше не розглядуваних 

випадках .ЦІ значення співпали Із вгаданими вище оцінками 

вниву поперечників відповідних класів. Таким чином, знайдено точні 

значення цих поперечників.

3. У нових, раніше не досліджених ситуаціях встановлені Існування

та єдиність Інтерполяційних SU -сплайнів 1а рівномірним

ровподілом вузлів сплайнів та сталим зсувом вузлів Інтерполяції.

Наукова новизна. Отримані результати дисертації є новими 1 

вперше опубліковані в роботах, перелік яких наведено в кінці 

автореферату.

Практичне значення. Дисертаційна робота носить теоретичний ха­

рактер. II результати можуть знайти застосування для подальшого ров- 

вжтку теорії Інтерполяції та теорії наближеная функцій.
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Апробація роботи. Основні результати доповідались на :

- Всеукраїнській конференції молодих вчених (Київ, травень 1994 p.);

- Третій Міжнародній науковій конференції їм.академіка Ы.Кравчука 

(Україна, Київ, травень 1994 p.);

- Четвертій Міжнародній науковій конференції їм.академіка «.Кравчука 

(Україна, Київ, травень 1995 р.};

- оемінарах відділу теорії функцій Інституту математики НАН України.

Публікації. По темі дисертації опубліковано 5 робіт.

Роботи [І , 2] написані сумісно 8 науковим керівником.

Список опублікованих робіт наводиться нижче.

Структура та обсяг роботи. Дисертація складається із вступу, 

трьох розділів, що містять 8 параграфів, списку основних 

позначень та списку цитованої літератури, що містить 71 найменування. 

Обсяг роботи складає 117 сторінок машинописного тексту.

ОСНОВНИЙ ЗМІСТ ДИСЕРТАЦІЇ

У вступі дається стислий огляд досліджень, близьких до теми 

дисертації, обгрунтовується актуальність дисертаційної теми,а також 

викладаються основні результати, що виносятьоя на захист.

У розділі І досліджується питання про існування та



един їсть Інтерполяційних ІЛ' -сплайнів SVp(t) -  SVjb(f'> % >*) по

п.
розбиттю Д„ * {х, -2ІЇ*/Л}  і ,, , тобто функцій, що 8вдаються

рівностями

w P( t ) = « '  * і % а - х і ) ,  £  а‘
* < *< 4 - f

(л, i/R , і = 0,1,... ■ п. f деяка неперервна функція виду

y i ( t ) = f_ * (* ) (к * - f * / * ) , (І)
Г К пі

І ? ***
J>e$  , i^^'J * ■/ - довільна послідовність дійсних чисел) 1

задовольняють інтерполяційні умови

SYp( =

в точках у/ = , О ^у^їГ/лг , f() - довільна 2тс-

періодична неперервна функція.

Якщо HVJ* *:'* , 5/ ... «т0 SVfiM е

поліномІальними сплайнами мінімального дефекту порядку 1 дана

аадача була розв’язана при £ ~Л/п , та Дк.Албергом,

Е.НІльсоном та Дж.Уолпем [91; при t *2/4*1 ,п^ЛГ та ЦЖ*У/1 - 
Оубботіним D.M. [10].

П.В.ГалкІним [III було доведено, що для того, щоб при Wfcy- £ ,
fl't- , 2 * /л» у / , гчЛґ Інтерполяційний сплайн

існував при У =<? для довільної функції ?єС , необхідно 1 дос­

татньо, щоб число л розбиттів проміжку [0,2x1 було непарним.

5
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Згодом А.А.Ненсикбаев [121 розповсюдив це твердження на випадок 

довільних і і ] , у  = л( 1 - (-<)***)/Як.
Ю.М.ОубботІн [ІЗ] 1 незалежно від нього А.А.Женсикбаєв [12] 

встановили Існування та єдойсть сплайнів bVpCftjf,') при ,

f i - г  , o£y< F /n . , у  /

В.Т.ШевалдІн [14], [15] розв'язав проблему Існування 1 едпності 

Інтерполяційних сплайнів при M e) -  К , Z >0 , 1

=J>*/tc , О < 1 ,f*R  , у випадках, коли

С°> > -^ ] t якщо р*2р ,р< 2Г ;
(О , йТ/л) , якщо ̂ -3p-t1 ,p *  2. ;
1 ° Л і  , якщо tp ^ - ik f> t f або Ьр-Щ<£<*1р*5 ,pf 2■;

, якщо Ьр+{<р<цр+2 або JI<4p

а число П вузлів Інтерполяції парне.

В загальній ситуації питання про Існування та единїсть 

Інтерполяційних S>M -сплайнів 5 Wjbff'• Ц;  ’ ) досліджувалось

О.К.Кушпелем [3,16] у випадках у-О та }J аТ/п.
У 51.Г (теорема І.І.І) доведені Існування та єдиність

Інтерполяційних В>У -сплайнів для функцій

ХР~У') виду (І), у яких ^  {<?(*)}>: = , - монотонно

ОО
спадна послідовність, X  <(3° у тгкгя вашдаах;

ЛГ =  /

^ = 0  t  , ? ( A f , p e Z  ;I)



7

=z<f, ,рП р  

*2yi,p tR

3) {Ч (*)}*., -тричі монотонна 1

[ц е (0 ,£ )  , JbeCbp^piOUttp*!^р -Ч ] j e J. •

’P ‘ %- •

4) J < f ( * ) , f  -  тричі монотонна, f> ( % 1

n -jp  , ftA f , у  = ^IlzLlL— !  ;

nrty- 1 ,  y e R  , рбЛҐ ,

а тако* отримане представлення 5^ -сплайнїв ') через
фундаментальні сплайни SVji (fl, • ~ *р) , И f>< п , тобто через

функції, qp визначаються умовами

---  * П S * +Рі
р > *  ~ і  і ,  к - р .

Тим самим теорема І.1.1 узагальнює та доповнює наведені вище 

результати Дх.Алберга, Е.НІльсона , Дж.Уолша, С.М.Субботіна,

А.А.Женсикбаєва, О.К.Кушеля та В.Т.Шевалдіна, що відносяться до 

Питання Існування та єдиності розв’язку задачі рівномірної Sa' 
-онлайн Інтерполяції.

Крім того, в ВІ.І доведено (наслідок І.І.Ї), що при

2) - опукла вниз, Ц l р
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виконанні п.4) теореми I.1.1 для того, щоб ?снував єдиний сплайн 

SYp(f;y> ') для довільно! функції fe  Q , що інтерполює І! в

точках Ці - Х і , 1 = 1, п , у - —  ~ ^ 0— *- (а,

отже , з урахуванням теорем 1.1.1 1 1.1.2 при всіх у  є tR . ),

необхідно 1 достатньо, щоб число п точок розбиття А„ проміжку

[0,2тс] було непарним. Ти/, самим узагальнюються аналогічні твердження

П.В.Галкіна та А.А.Женсикбаєва, які згадувались вище.

Результати 51.І опубліковані у сумісній роботі [І] автора 1

наукового керівника О.І.Степанця.

Зрозуміло, що властивості функцій У/>^) виду (І), а,

отже, і породжених ними 5/ -сплайнів (1) , суттєво залежать

від характеру та швидкості прямування до нуля послідовності

Як показують дослідження попередників, функції *(*■) , що
/ і ^

входять до означення множин L та С * f доцільно вибирати опуклими

до низу 1 такими, що ton. '(*) -  О 
и? ■*«»»

При цьому виявляється зручним вважати, що вивчення Wtc) є 

«вужениям на множину натуральних чисел деякої опуклої

донизу функції 4>(і) неперервного аргументу t  , t f  1 , для якої

'V(t) ~0
t~+°О

Множину таких функцій Ч'Н) позначають через iff (див.[2 , 

о. 933).

Шюжина Ш далеко не однорідна по швидкості спадання до нуля 

фунхцій У(і) . В зв'язку з цим при вивченні апроксиматавгшх влас­

тностей класів Ljl та С. % із множийи Ш виділяють підмножкни 

Ш в . Шс , f f l згідао з наступною характеристикою.

НехвЯ І , t) -функція, пов'язана із Vf-J
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рівністю

Y ( * L ( t ) ) ~ { v ( t )  T t * i .

Звідси в силу отрогої монтонност 1 функції Vft) , при

всіх t* 1 визначаються однозначно:

ц(іУ=

Покладемо £

До МНОЖИНИ IffQ віднооять всі функції , для кожної а
яких величина обмежена вверху деяким додатним числом

(валежним від V ), до множини Sfl с -  всі функції Ч'еЩ. , для 

яких внайдутьоя такі додатні числа к f 1 к\ (взагалі залежні від

V )), що 0 < # і  і ) 4 Ал <*° , до множини </#«,-
всі функції У6 Ш  , для ЯКИХ JU при t  -*°° монотонно

вростає і не обмежена вверху, тобто

Шо. в{ : t

Через )[ЇЇ f позначимо множину функцій '*>е Ы таких, що для 

кожної в них величина / * ( %* )  обмежена знизу деяким додатним 
числом (взагалі залежним від f  ).

Очевидно, ЩО ДЛЯ МНОЖИН ї)79 , iffс , Шоо , Ж  вірні

включення

т ^ и М с ^ Х П *  ) М с = ІІЇoft

Із множини $7•* (згідно із [2 , C.218)) ВИДІЛЯЮТЬ ПІДМНОЖИНИ
функцій, для яких 4(t)~1 обмежена зверху деяким додатним



числом Н (залеж ним в і д  У )

m L  i<% t> г і ч у

Y 51.2 досліджуються деякі властивості класів ffl + та m L ,*
які п о в 'я з а н і  і з  м ож л и в істю  представлення їх елементів через 

деякі "характерні" для цих множин функції. Зокрема встановлено, що 

клас Ш У складається І з  тих 1 тільки тих функція ІЇІ , для яких
З Ъ >0 ,1 ] 4>(і) і

Y(i) = cfCtjt'*, г ? о  <2)

(теорема 1.2.1); клас її!<=о складається в тих 1 тільки тих функцій

ЧйЇЇІоо . Д Л Я  яких з J3 (о< f* l)  t 3 W t)  І

10

y(t) - Ч М Ї * , 0<J>< 1

.(теорема 1.2.2), причому в ;2) 1 (3) функції Y&J не 

вростають.

У розділі 2 знаходяться оц нки знизу М -вимірних 

поперечників по Колмогорову, тобто величин нагляду

У , І , Г ' Я *11 L" c-X г/ еї і

у  Е и п а д к у , к ол и  X  є  а б о  ц р о о т ір .  L  2^ -п е р Іо д и ч н ш с

СуіЮЕНИХ ф у н к ц ій  / ( )  і з  с к ін ч е н н о ю  HOpMOS
ї ї

(3)

■ : : ’ ■ ■ - 0 " 
простір С 2Я-П2РІ0ДЯЧ5ЛХ Еэперервки?. ф у н к ц ій  ¥<■) з нормой



П f ІІС ~ ; XI -класи функцій, що вивнача-

втьоя увагальнвнов (У, j> )-пох1дною, a L ц - підпростори їв X  
розмірності N .

Означеная І (див..наприклад,[2]). Нехай / е L і

ОО г *
S [ / J  - ~  (ак йоікх + 6* tin. **)

К * 1

-її ряд Фур'є. Нехай, далі, У(к) - -довільна функція натурального 
аргументу 1 у2> -фіксована дійсно число. Якщо ряд

І » : т

II

в рядок ®5гр’е деякої функції їв L , .то цв функцію називають (*,,£)- 
гохіднов функції to ) 1 познвчаэть f  t  О) . tooszny функцій / ,

що вадовольшаигь таку умову, позначають L jj .

В past isboehh З? будуть зяступати класи

* - / , Р * М 6 Ц р  : та С^̂ СШ^Р'

Надалі будемо вгаагета, rjoO чявт поолідоааоо'з’і Ч*(к) були 

додатшшз, m o e o to h s o  прямували д о  нуля 1 ,  крім того,

задовольняли ушву( яке е необхідно» для того, $об відповідні

трагононетртаі ря®5 булл рздвій; Syp’s) :
&Э лї
у. mYjcJ _—  < оо

(

Як шшаае Із речашн 1.7.2 робота Ї23, випадку

елементи клас:. Ц?к будь-якому ^8 f|? можуть бута

предстаадэя! у вигляді



tjr

12-

ЛГ

да 4 * L  , j m d t ^ O  , Н Ч І ^ І  - сумовна

функція , ряд Фур'« якої має вигляд

] -  2L w *) -j> * /z).

При цьому майю скрізь співпадає в J 1 рівність в

(Б) розуміється як рівність двох функцій Із А , тобто майже 

скрівь.

В {2.1 на базі використання властивостей фундаментальних 5^  - 

сплавыІв отримуються оцінки знизу поперечників dj„ (  СJ>,<* ,C )  
та с/,,., а також встановлюються нові достатні умові

включення б ( леми 2.1.1, 2.1.2).

В 92.2 доведені нерівності

d,„ ( CJ -? II 4fc(t) * Uyn. bn ft tic > (6)

rffrt (I-ji,4t *П n tVc t (7)

у вківдку, хош Я'{к) задовольняють умови

УТ Гк'Г  ’  « ' * > * > - '  (8)

да j> p ) =0,1 , m w j b t Z  1 193f6<i„ t якщо

(теорема 2.2.I)jnpa цьому якщо , отримані оцінки є точними,

тобто виконуються рівності



ІЗ

d j я (Cja,*' > С) ~

= а х /, и  * н vfcro * *jn л* л tiif о)

(теорема 2.2.2).

Умови (8), як показано в 91.2 (наслідок 1.2.2), виконуються, 

якщо *(*) е вивченнями в точках * - 1,4... функції , V*/

, , ' и- і 0,ЫО6Ы..., Ж.,
такої, що Ч>М б ІГ/ПФ) ^  t де ^  Ш 76 6 ... , ji / г,

1 гарантують можливість регулярного продовження в СМУГУ }Jr*2\ 
функцій /*£j> .

В 92.3 отримано нерівності (6) і (7) у випадку, кола 

функція VO0 подається у вигляді

-»<* г
4>(к) t  t О < ?< /,

де Я(<) -  будь-яка спадна послідовність додатних чисел, що є тричі 
монотонною пря f>?Sp-t , р е Х  , а п (nfJW) задовольняють 

співвідношення

- t -y

' П 4: (JV C(J>)) 1 ,

до c(jb)-* 0,3^0 ffO. ... t focgf) % або cCj>)~Oj2iO?33... f явздо 
Z  (творена 2.3.1). У снтувціI . ^  Z  цра додатковому 

оОишхенні, що - опукла прд уз *2р-1 , р е Х ,  оцінка (6) і 

(7) е точними, тобто виконуються рівності (9).

В {2.4 одержано оцінки (в) 1 (7) у випадку, коли

функція ч-f*) представляється у вигляді
,.х



V(K)~ te(K)*'r> ,

де Ч(к) - будь-яка спадна послідовність додатних чисел така, що 
4fK) е тричі монотонною при jb ¥ ?Р  ~ 1 , р  * . a nf M
ввдовольняють умови

,Л *(Т+1)с(р).%

до C(f>) '0,ЗМ96:, , якщоf>( Ж, або с(р) ~ f якщо

p f Z  (теорема 2.4.1).При 1 додатковій умові, що Ш )-
опукпа при Jb-Sp-1^ вірні рівності (9)(теорема 2.4.2).'

В уоїх випадках, коли вначення поперечників d s » .t ( C jl.e., С ) 
та dan-t ( Lfn, L)  удається обчислити точно, екстремальними для

класів C jja. в просторі О та для lj? t/ в просторі L виявились
підпростори тригонометричних ПОЛІНОМІВ порядку Н~1 .

Результати 002.1-2.2 опубліковані у сумісній роботі [2] автора 

із науковим керівником О.І.Степанцем. Результати 062.3-2.4 

опубліковані у самостійних роботах [4] 1 [Б] автора.

У розділі 3 досліджуються питання по обчисленню величин 

Еп-і на®кР£Ш*их наближень класів ї ї  просторами триго-

нометричнгх поліпом їв Тґч 0) порядку п-1

' Н '*-* * /пл і

коли А * О або І, ■ в ролі множин № виступають відповідно

юшся. або L ^ ,i ,

Питання отримання точних значень величин Втч(С * ^ )с  t 

(L  js ,i вивчались раніше у випадку v (x ) - / £ ' * , ,

J>etR в роботах З.Феварг , Н.І.Ахієзера 2 Н.Г.Крейна , 

О.М.Н1ікш>С£кого » О.В.Отєчк1на , Сунь Ов-оена , В.К.Дзядика та 1я.

14
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(дав., наприклад, коментарі та бібліографічні вказівки до розділу 6 

роботи [2]); у випадку уґ*) - J* , (?<• ̂ * -1  -  в роботах

М.Г.Крейна ( Z  ) 1 В.Т.Шевалдіна ( ) j а також в інших

випадках .

Відзначимо, що всі відомі на сьогоднішній день точні значення 

величин Еп., (Cjf,oo)c 1 Ец-і ( отримані для класів згорток Із 

ядрами, що задовольняють умову Jh* , запропоновану О.М.Нікольським 

16}, або навіть більш жорстку, ніж А* умову //* * (дав. [2 »

0 . 2061): для функції Існує поліном Х,ґ,() 1 точка f  ,
тагі, що різниця (і) змінює знак на [0,21] в точках
t * - £ ■* K-P/it -  1, 2t ... ,іп-1 1 тільки в них (в цьому

випадку будемо пвсатн

У 83.1 встановлюється, що виконання для коефіцієнтів Ч'(к) ряду 

(І), до є рядом Фур*є функції V-уО , наступних нерівностей

у ( ї - ч )  У
< т-г:— - ,  кг*,»**,... до)

* * )  t « J + l ) {m i)

є достатньою умовою включення уГр(-)еЫ* дня ДОВІЛЬНИХ,/><?& 1
на основі чого, по схемі міркувань роботи В.К.Дзядика [14], для

відповідних класів згорток обчислюються точні значення вэличин

E**(L%,i )l 1 ( Cjb,~)c (теорема З.І.І).

У 53.2, який носить ілюстративний характер, наводяться

приклади  функцій У{р() Із рядом Фур'е (І), коефіцієнта УМ. якого
вдовольняють укоїш (10) при е с і х  натуральних п , ало не е

CVT) -лдраш (означення 3.2.1). ‘ f

Результати 553.1-3.2 опубліковані у роботі автора [3],

Автор висловлює гзфу вдячність науковому керінгшксяі Олександру

Івановичу Отепанцю за повсякчасну підтримку , Інтерес та увагу до 

робота.
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The thesis la devoted to the calculation of exact values of 

Kolmogorov8 n-wldths for classes ( sft f  )-dlfferentlable function lr 

uniform and Integral metrics.

In this work the existence and uniqueness of 

Interpolation SK - splines with uniformly distributed Interpolation 

nodes are established' and the errors of the best approximations for 

olasses ( 4» , J> )-dlfferentlable functions by the trigonometric 

polynomials are calculated as well.

Клвчоаі олова: ( Ьдафаренційовна функція, поперечник aa

Колмогорова!, SAf -сплайн, С VP -ядро, найкраще наближення

функціонального класу, клао згорток.
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