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Актуальність теми. Вперше трикутні м оделі для л ін ій ­
них операторів, що діють в нескінченновим ірних просторах, 
були побудовані М .С.Лівш ицем в 1946 році. Ці роботи мали 
своє продовж ення в дослідж еннях М .С .Б родського, 
М .С .Л івш иця, І.Ц .Гохберга, М .Г .Крейна, М .С .Л івш иця та
A .А .Я нцевїча, О.В.Кужеля та інш их. Трикутні м оделі л ін ійних  
операторів грають важливу роль в досл ідж еннях геометрії 
інваріантних підпросторів та природи спектра лінійних  
операторів. В роботах Л .А .С ахновича, О .В.К уж еля.
B .Т .П оляцького, Е .Р.Ц екановського, М .М .М аламуда були 
знайдені трикутні моделі для значно ш ирш их класів 
операторів. Всі ці дослідж ення спирались на основний  
інструмент для вивчення несамоспряж ених операторів, тобто  
на характеристичну функцію М .С.Лівш иця. Важливу, роль при 
цьому грав мультипликативний розклад характеристичної 
оператор-ф ункції, що вперше був знайдений В .П .П ом п ов и м .

Паралельно з цим напрямком досл ідж ен у хл трикутних 
м оделей лінійних операторів в роботах Б .С .-Н адя та.Н  Фояша 
на основі поняття унітарної дилатації були побудовані V інш і, 
ф ункціональні, моделі стискуючих операторів. Ця тематика 
одержала подальший розвиток у дослідж еннях Б*.С.Павлова,
Н .К .Н ікольського, В .П .Хрущ ова, В .І.В асю ніна, С .М .Н абоко, 
Л .де Бранжа, П.Ахерна та Д .К ларка,ы  М .Г.М акарова, 
В .Войкулеску та інш их. vi •

П риродною  є спроба побудови аналогічних м оделей для 
систем  лін ійних операторів. Перш і досл ідж ення в цьому 
напрямку були виконані М .С .Л івш ицем, ' Б .С .-Н адєм  та 
Ч .Ф ояш ем. За аналогією  з відомим результатом Дж. фон  
Н еймана про спільний спектральний розклад переставної 
систем и самоспряж ених операторів очікувалось, що трикутні 
або ф ункціональні моделі для переставних систем  лінійних  
операторів теж будуть мати багатовимірну структуру. Перші
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результати у цьому напрямку були одерж ані JI.Л.Ваксманом та 
В.О .Золотарьовим. Так, JI.JI. Ваксманом були побудовані 
модельні зображ ення для таких систем лінійних операторів, 
які реалізую ться операторами множ ення на незалежні 
ком плексні зм інні у спеціальних просторах ф ункцій. У 
роботах В.А .Золотарьова були отримані такі трикутні моделі 
для спеціальних класів систем лін ійних операторів, які 
зводились до операторів інтегрування за різними зм інними у 
п росторі квадратично сумовних ф ункцій в спеціальних  
областях на площ ині. Було доведено, що конфігурація цих 
областей залежить від алгебраїчних властивостей вихідної 
систем и л ін ійних операторів. Багатовимірні м оделі, що були 
п обудован і, знайш ли досить цікаве використання у теорії 
випадкових полів (А.А .Янцевіч, В .О .Золотарьов, Л .А ббауї). 
Існуюча істотна необхідність продовж ення дослідж ень у 
цьому напрямку і складає актуальність побудови  
багатовимірних моделей для більш широких класів систем  
Л інійних операторів.

Мета роботи. П обудова багатовимірних трикутних 
моделей для ш ирокого класу систем лін ійних операторів та 
застосування їх у спектральних розкладах нестаціонарних  
випадкових полів.

Загальна методика роботи . У дисертації застосовано  
методи ф ункціонального аналізу несам оспряж ених си с­
тем лін ійних операторів та кореляційної теор ії випадкових 
полів.

Н аукова новизна. У дисертації одерж ано такі нові резу­
льтати:

а) побудовано багатовимірні трикутні моделі для систем
лін ійних операторів А\,Аг  , які діють у гільбертовому просторі 
Н, таких, що C*+I = 0, dim СН=п  (С"*0), І)и+| = 0,

dim С Н = т  ( 0 т *О) , де С=[ А\ , А 2] та D=[A\,A-i]  ;
б) для системи операторів А і ,лг  у гільбертовому

просторі Н, для яких (? = 0,‘ />2 = 0 , але dim СН=  2 та
A \m D H = \ ,  також побудовано модельні зображення  
багатовимірного типу;
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в) одерж ано вигляд кореляційної ф ункції для н ес­
таціонарного л ін ійно зображ еного поля ехр[г(/іЛі + ЬАї)] в  тому 
випадку, коли система операторів {A \,A i}  така, що 
С2 = 0 (dim СН= 1) та D=  0.

Теоретична та____практична___ цінність____ результатів.
Результати, одерж ані в дисертації, та розвинені у ній методи  
можуть бути застосовані для одерж ання аналогічних  
результатів для інш их класів систем лін ійних операторів з 
більш складними властивостями нільпотентності комутаторів  
С та D. Одержані результати можуть бути використані у 
кореляційній  теорії випадкових полів та в теор ії динамічних  
систем .

А пробація роботи. Результати роботи доповідались на 
наукових семинарах кафедри вищої математики та інф орм а­
тики ХДУ і кафедри алгебри С им ф еропольского держ ­
університету.

П ублікації. О сновні результати опубліковані в роботах  
И, 2].

О б'єм  та структура дисертації. Д исертація ’складається із 
вступу та трьох розділів. Загальний о б 'є м  ди сертац ії складає 
97 стор інок  друкованого тексту. Список літератури містить 42 
найменування.

ЗМ ІСТ РОБОТИ

Перший___ розділ дисертації присвячений ,побудові
багатовимірних моделей у випадку нільпотентності 
комутаторів [А, В] та [А',В\. Параграф 1.1 носить допом іж ний  
характер; в ньому приведені основні факти з т ео р ії вузлів, 
характеристичних функцій та трикутних,, моделей  
М .С.Л івш иця. Наведені основні модельні зображ ення у 
випадку непреривного та дискретного спектрів несам о-
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спряж ених операторів при скінченом ірності уявної ком ­
поненти.

В параграфі 1.2 приведені модельні зображ ення для двічі 
переставних операторів. Система линійніх операторів А, В, що 
д іє  в гильбертовому просторі Н, називається двічі 
переставною , якщо АВ= ВА, А’В =В А *.

В.А .Золотарьовим були одерж ані модельні зображ ення  
для цього класу операторів. М одельна система операторів діє  
в простор і L2(D), де D=  [0, а] х [0, Ь],

Задамо в L2(D) оператори
X

{Ац[{х, у) = aixjfix, у) + і y)dtz,

у (1)
■ {Вмії(х, у) = $(y)Rx, у) + і І  Ах, т)Л8,

о
де 5,є = ±1, а(х) та р(у) - д ій сн і обм еж ені неспадні ф ункції на 
[0 ,а] та [0,6] відповідно. Н аступний результат одерж ано  

В.О .Зш ю тарьовим.

Теорема 1.3 Довільна проста система двічі переставних  

операторів, така, що:

І гФ )=  j / ( * , j O >  jj \Ax,y)\rd x d y < J \ .



-7 -

1) dim / /o = l ,
2) спектр А і В дійсний,

уніт арно еквівалентна модельній системі операт орів ( ! )  в 
L \D ).

А налогічний результат має місце і у випадку н ед ій - сного  
спектру.

Параграф 1.3 присвячений викладенню результатів для 
систем  класу К„.

Система лін ійніх обм еж ених операторів А і ,Л 2, що діють 
в гільбертовому просторі Я, належить до классу К„, якщо:

1. АіАг = АіА\;
2. dim С Н -п < да, С - A\A2- A 2A\ ;

■ З .С " 1 = 0, Сл* 0 .
Оператор С є "мірою" відхилення системи А \,А 2 класу К„ 

від класу двічі переставних операторів Хо . • «
Розглянемо модельну систему операторів А і,А 2 класу К„ 

Нехай D„ є  октантоподібцою  областю з перш ої чверті, межа 
якої:

а) включає до себе відрізки дсі = 0, 0 й х 2 £ а 2 и * 2  = 0,
О і х і ^ а і  ( д і >0 ,  а 2 > 0 ); ,

б) складається з неспадної лом аної, що з'єдн ує точки 
(0, а2) і (а і,0 ) і відрізки якої паралельні вісям координат;

в) кількість точок "злому" ц іє ї кривої дор івню є 2л+1.



-8-

Задамо простір вимірних на D„ функцій

І 2(А ,)=  |/х )' ,х  = (х і,х 2) є D „: \  [Дх)|5<*с<со| 

та оператори, що діють в ньому:

(А ,/)(х )  = Оц(Х,)/(х)+І f f i t ,  X l ) J, dt,

с  \  ?  (2){А г/)(х ) = аг{х2У{х)+і ]Ax\,<)Jidt,
О

х = (х \,х г )  є D„, fix) є L\D „)\ а*(х*) - дійсні неспадні обмежені 
функції при O Sхк < а к, Л  = ± 1, (А: = 1,2).

Основним результатом цього параграфу є теорема 1.6, п  
доведена В.О.Золотарьовим.

Теорема 1.6. Нехай проста система операторів А і,А г  належить 
до класу К п і задовільняє умовам:

1) dim Но = 1, Н о ^ Щ Ь Н П Ш ІЛ  ■
2) (A \)jCkH c  CkH, (/І2)/С'5Я с  С“Н, ( і  < k ,s< n ), при цьому 

(A \)j на СН, (Лі)! на С Н - невироджені;
3) спектр кожного оператора А\, Аг дійсний.
Тоді існує простір L2(DJ та оператори А і,А і о ньому (2), а 

також ізометричний оператор U з Н  в L2(D„) такий, що
UAk = А  U, (* = 1 ,2 ).

В параграфі 1.4 побудовані трикутні модели для систем з класу

Система обмежених операторів А \,А г, що діють у гільбер­
товому просторі Н, належить до класу К„,т, якщо:

1. dim СН= п < оо, dim Z)#=m <oo,
С = А ]А ]-А 2А 1 , D -  А \А ї~  АгА\‘,

2. С"+1 = 0 , С  * 0, Dmti =0 , Dm * 0;
3. Для довільного k (0 < k <  п) існує 5 (0 <.? < т) таке, що 

мають місце DCkH  с  ІУН, С Р * Н сС м Н,
D C **'H czD »'H

'4. CD’ = 0 и D 'C *  0.
Розглянемо модельну систему операторів класу АГ|,і.

Нехай
D= {(х і,х і)  : 0 й х \  і а і ,  0 < х г < Ь і ,  а \< ,х \< ,а г, 0 ^х г <йз ,
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а2 ^ х і £ а 3, 0 ^Х2 ^ б 2}, а г > а 2 >аі ,  b } > b 2 >bi .

Задамо простір вимірних в D функцій 

Дх), дс=(хь д-2) є D : J ІДдс)|2еЬс < ооВ Д  =

і два оператори в ньому:

, d x -  dx[dx2

= a \ (x])ftx) + i j*fit,xi)J\dt,
о

(>4*2 / )  (х) = а 2(х2)Л*) +'  І  Ах  1,
(3)

х = (л:і,х2) є П fix) е L7(D), а к(хк) -  дійсні неспадні обмежені 
функції, Л  = ± Г (к= 1 , 2 ).

Теорема 1.8. Нехай проста система лінійних операторів 
/41, Аі належить до класу К іл та задовільняс умовам:

L dim Но « І ,  Но = Щ у р С \Ш Щ \
2. (AOrBkH c  BkH, Ш іВ ”Н с  В” Н, (j, k=  і ,  2), лрича/к*

(у4і) 7 на В Н і (Аг)г на В'Н невироджені, a B -D -C ;
3. Спектр кожного з операторів A\ ,Aj  дійсний.
Тоді існує простір L7{D) та оператори в ньому (3), а 

також ізометричний оператор U з Н  в L2(D) такий, що 
UAk=Ak U (*=1,2) .

Параграф 1.5 присвячений побудові моделей для класу Кп‘т.
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Нехай Dn m - опукла область з першої чверті, межа якої:
а) містить у собі відрізок х2 = 0, 0 < х й а ,  а>  0;
б) складається з неперервної ламаної, відрізки якої паралельні 

вісям координат і яка з'єднує точки (0, а) і (о, 0);
в) кількість точок "злому" на відрізку зростання 2т +1 , а на 

відрізк) опадання 2и + 1 .

Задамо простір L2(D„,m) вимірних функцій таких, що

L2(A,,m) = j /x ) ,x  = (x i,x 2) є D„,n : J  [Дх)| d!x< оо|, dx= dx\dx2,

і оператори в ньому:

(/4*і / )  (де) = а і (х, )J[x) + і J fit, x2)Ji dt,

( л 2 / ) (х) = ol2(x2)Ax) + і I / х і , f)J2dt,
(4)

x - ( x l tx2) є D„,m, fix) є L2(D„<m), а*(х) -  неспадні' обмежені дійсні 
функції, Л  = ±1 (£= 1 ,2 ).

Теорема 1.10. Нехай проста система операторів А \,А 2 з класу 
К„ „ задовільняє умовам:

1. сИ тЯ0= 1, Яо =
k

2. (A i),B kHcz BkH, (Аі),В'!Н с  Я**Я, (1 й к й р ,  1 <.s<,p), 
причому (Аі)г та {A2)j на ВН та В"Н невироджені відповідно

(B -D -C );
3. Спектр кожного з операторів А \,А 2 дійсний.
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• •
Тоді існує простір £ 2(А,,т) та оператори А \,А 2 (4), а також

ізометричний оператор U з Н в L2(D„,m) такий, що
UAk -Ak U, (*= 1 ,2 ).

Другий ро.чяіл дисертації присвячений побудові моделей для 
класу систем операторів А^} .

Система об іежених операторів належить до класу А^і , якщо:
1 )d im C # = 2 , тобто СН = {А,£}, де h l g ,  С*Я= {(р,ц/} та 

Сф = Xft/i, = hgg, С* h = А.ф(р, C*g= ХуЦ/,
2) С2 = 0;
3) d im DH = 1, тобто D H = [p ), D 'H = {k };
4) ГЙ = 0;
5) (А V  DH) є інваріантним відносно (А\), та 

(у4і)у(ЛVDH) = ah + ap, де p = p -(p ,h )h , а * а ;
6 ) (g V  №Н) є інваріантним відносно (Аг)і та

(Аї) , ( £ \ / D'H) = a 'g + a  Іс, де k = k -{k ,g )g , а ' * а ;
7 )  Я >  = 0 , Я * ,? = 0 , /*р = 0 , 0 А  = О.
Задамо £ 2(П) -  простір вимірних функцій fix) на П :

Х 2(П) = |/дс),дс= (х і,х 2) є П : { [Дх)|2Лс< <о|, Жс= dx\dx2, 

де область Q має вигляд:
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Нехай П = П іи П 2и П з и П 4и 0 5 . Де
n ^ Q iU Q j U O !  = {(х і,х2) : Osxt  s  d\, 0 i x 2s i } } ,
П 2 = { (x i ,x 2| :  d\£x\ Sci,  bi < x 2 s a 2),
Q 3 » Q j U O ^ U n 3 = { (x i ,x 2) : </i £ x i  S ci, 0 s x 2 s / i 2},
П 4 = n (U 0 4 = {(X],x2) : Cj Sxi S b\, O i x j  < c2),

П5 = {(xb x2) : b\ s x i  <,a\, </2 S x 2 s c 2l,
•і для визначенності будемо вважати, що 0 S </* < с* < 6* < а* (к=1,2).

Задамо в L2(0) два оператори:

[А і f )  (х) = а і (хі Их) + і І AU xi)dt,

г  л \ (5){Л2/](х ) = а 2(х2)Д*)+/ j AxuW U
о

де х = (х і,х 2) є П, fix) e L2(Q), a.k(Xk) -  дійсна неспадна обме­
жена функція.

Основним результатом цього розділу є теорема 2.4.
Теорема 2.4, Нехай проста система операторів Л \ , Aj належить 

до класу А-?;! і задовільняє умовам:
1) спектр операторів А\ і Аг дійсний;
2) dim #о = 1, де На =
3)(Ai),h = ah, (у42)уф = уф, (у4і),ч< = y'v. M 2)ig = a 'g  і а, а', у,
у' * 0. * •
Тоді існує простір £ 2(П) та- оператори А \,А г (5), що діють у  

ньому, а також ізометричний оператор U з Н  в L2(n), такі, що 
UAk=Ak (fc= 1,2).

Третій розділ диссертації присвячений кореляційній теорії для 
випадкових двувимірних полів, що породжуються системою 
операторів класу К \ . Використання кореляцийної теорії для 
нестаціонарних випадкових полів вперше з’явилось в роботах 
М.С.Лівшиця і А.А.Янцевіча . Для полів, що породжуються двічі 
переставними системами операторів, основні результати були 
одержані Л.Аббауї . Даний розділ узагальнює ці результати на 
випадок полів класу К\.

Розглянемо кореляційну функцію К(х,у) = (А(х), И(у)), де 
Л(х) = ехр[/(Л|Х, +Л2х2)]Л, А є Я, де [AUA2] = 0, С -  [Л1,Л2],
С2 = 0, С* 0.
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Введемо інфінітезімальні кореляційні функції
Wi(Xi ,Xi , yuy2) = - ^ K ( x i  + t i ,x i ,^ i+ t i ,y j ) l tlj);

Щ( хі , х2, У\ , у 2) = ,Х2 + тг,Уі,Уі + тз)І,2=о;

Щхі , х г, у х, у г) =  + ТІ, * 2  + *2 , Уі + Т1, .У2 + Т2)І „„ИЬ

Доведено, що у випадку dim Но = 1 (//о  = О  (Ак)іН) інфіні­
тезімальні кореляційні функції Щх,у)  мають вигляд

W[x,y) = (Dh{x),h(y)), де Dh = ^  (А, /а)6 а,р/р, a ba, р -  матричні
1

елементи матриці ЯкобІ. Таким чином,

Щх,У)=Т,Фа(х)ЬарФР(у) (6)
1

Сформулюємо (для простоти) основний результат розділу лише у 
випадку, коли спектр А\ І Л2 лежить у нулі. Позначимо через 
Ф*(*1,* 2) Функції

Фі(*1,* 2)=  I |Л £ і .£ 2)^о(2 ./хі);і ) / о ( 2 ^Х2^2  )< ^ 1<^2 ,
0*0

Фі(х{,х2) = І  (7)

Фз(х,,х2) = ]  |л 5 i,^ ) /o(2V ^I7)/o( 2 V ^ ) ^ i^2,

де /о (?) -  функція Бесселя.
Теорема 3.2. Hex їй проста система лінійних операторів така, що 

{Аи Аі ]  є Кі,  d i mHo = l ,  ( f t  = n ^ p ) ,  (Л ,)ГС Н с  С Н
(dim СЯ= 1), Ш , С Н с  С Н  (dim С Н =  1), і спектр кожного з 

Ак лежить у  нулі. Тоді інфінітезімальна кореляційна функція Щх,у)  має 
вигляд (6), де Фа(л:і, JC2) являє собою (7), а елементи Ьар утворюють 
таку матрицю ЯкобІ

аі Фї -Ьх)  a\(Jb2- b \ )  0

а і ф г - b i )  а\Ь\ Ьі(а2- а \ )  .
0 6 і(« 2  -  Ьі) b\(b2 -  а\) _
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Two papers which contain the studies in the area o f functional 
analysis, related to the theory of nonself-conjugate linear operator systems 
are defended. It h '.s been established that various properties o f commutator 
nilpotentness determine a configuration of function determination domain 
for the model space in which the triangular models act on independent 
variables. An explicit form of correlation functions of the linear operator 
systems under consideration has bewi obtained.

Раэд Хатамле. Многомерные треугольные модели систем линейных 
операторов с заданными свойствами коммутаторов.
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физико-математических наук по специальности 01.01.01. - мате­
матический анализ. Харьковский гос. ун-т, Харьков, 1995.

Защищаются две работы, которые содержат исследования в 
области функционального анализа, относящиеся к теории несамо­
сопряженных систем линейных операторов. Установлено, что 
различные свойства нильпотентности коммутаторов определяют 
конфигурацию области определения функций модельного прост­
ранства, в котором треугольные модели действуют по независимым 
переменным. Получен явный вид корреляционных функций 
изучаемых систем линейных операторов.

Ключові слова:
системи несамоспряжених лінійних операторів, кореляційні функ- ції, 
випадкові поля.
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