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Загальна характеристика роботи
Актуальність теми. Більшість фізичних систем та процесів підпо­
рядковані тим чи іншим законам (властивостям) регулярності чи си­
метрії. Тому природно, що диференціальні рівняння, які моделюють 
фізичні процеси, також мають широку симетрію. Більш того, наяв­
ність широкої симетрії може бути одним з критеріїв вибору опти­
мальної математичної моделі серед деякої множини рівнянь (В. Фу- 
щич, 1981). Особливу актуальність і ефективність набувають методи 
симетрійного аналізу для нелінійних рівнянь, для яких важко або не­
можливо використати класичний апарат математичної фізики. Ши­
рокі можливості класифікації та побудови точних розв’язків рівнянь 
математичної фізики відкривають теоретико алгебраїчні методи, за­
початковані в роботах Софуса Лі, що в останній час інтенсивно роз­
виваються (Л.В. Овсянніков, П. Олвер, П. Вінтерніц, Н.Х. Ібрагімов,
В.І. Фущич).

Дисертація присвячена дослідженню симетрійних властивостей 
нелінійних рівнянь гідродинамічного типу, вивченню нелінійних зоб­
ражень алгебр Лі. Результати, отримані в дисертації, лежать в руслі 
досліджень, що вже на протязі більш двадцяти років проводяться в 
відділі прикладних досліджень Інституту математики НАН України. 
М ета роботи. Класифікація нелінійних рівнянь гідродинамічного 
типу для скалярних та векторних полів. Вивчення та побудова не­
лінійних зображень алгебр Лі, зокрема, алгебр Галілея та Пуанкаре. 
Умовна інваріантність рівняння неперервності для електромагнітного 
поля. Побудова точних розв’язків.
Загальна методика досліджень. В роботі використовуються тео­
ретико- алгебраїчні методи математичної фізики, методи теорії ди­
ференціальних рівнянь.
Наукова новизна. Перерахуємо основні результати, отримані в 
дисертації:

1. Побудовано нелінійні узагальнення рівнянь Бюргерса та Корте- 
вога-де Фріза, в тому числі високого порядку, що допускають 
широкі алгебри інваріантності, зокрема, алгебри з нелінійними 
базис ними операторами. Наведено деякі класи розв’язків.

2. Опнсано одновимірні рівняння другого порядку, на множині роз-



в’язків яких реалізується зображення узагальненої алгебри Галі­
лея.

3. Розглянуто одновпмірне скалярне рівняння L(Lu) + \L u  — F(u), 
L =  dt +  идх, досліджена спметрія, побудовані нові нелінійні 
зображення алгебр Лі, зокрема, нелінійні розширення алгебри 
Галілея. Для F(u) — const побудовані деякі класи неявних роз­
в’язків. Результати узагальнено на багатовимірну систему.

4. Проведена симетрійна класифікація нелінійної моделі розповсюд­
ження короткохвильових збурень в релаксуючому середовищі.

5. Досліджено симетрійні властивості одновимірної системи двох 
рівнянь гідродинамічного типу.

6. Побудовано нелінійні зображення розширених алгебр Пуанкаре 
та Галілея для вектор-потенціалу з нелінійними операторами ди­
латації.

7. Отримано два нееквівалентних нелінійних зображення алгебри 
Пуанкаре для вектор-потенціалу з нелінійними операторами Ло­
ренца.

8. Досціджена умовна симетрія рівняння неперервності для елек­
тромагнітного поля.

9. Розглянуто деякі нелінійні узагальнення рівнянь Максвела.

10. Запропоновано підхід для класифікіції інтегровних випадків зви­
чайних диференціальних рівнянь. Побудовані деякі інтегровні 
класи рівнянь Абеля другого роду.

Теоретична і практична цінність. Дисертаційна робота носить 
теоретичний характер. Всі результати, отримані в дисертації, с но­
вими і можуть бути використані в прикладних задачах гідродинаміки. 
Апробація роботи. Результати, викладені в дисертації, доповіда­
лись на семінарах відділу прикладних досліджень Інституту матема­
тики НАН України, на IV міжнародній конференції ім. акад. М. Крав­
чука, на науковій конференції ’’Сучасні фізико математичні дослід- 
женння молодих науковців вузів України’- в Київському університе­
ті, на міжнародній конференції "Symmetry in Nonlinear Mathematical
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Physics”.
Публікації. Основні результати дисертації опубліковані в роботах 
11- 6].
С труктура і об’єм роботи. Дисертаційна робота складається о 
вступу, трьох розділів, додатку, висновків та списку використаної 
літератури. Об’єм роботи -  110 сторінок машинописного тексту.

Зм іст роботи  
У вступі обгрунтовано актуальність теми, проведений корот­

кий огляд робіт по темі дисертації. Сформульовані основні поняття 
та визначення, що використовуються в роботі. Зроблено короткий 
опис змісту та результатів дисертації.
Розділ І присвячений дослідженню одновимірних рівнянь дифузії 
високого порядку, в тому числі узагальнень рівнянь Бюргерса та 
Кортевега де-Фріза.

В 1.1 розглядаються рівняння виду

И(0) +  ««(і) — F  (ujj), U(j),. . . ,  ы(я) ) , (1)

де и =  » »i(0) =  ti(n) =  n -  натуральне,
F  (м(ї), U(3) ,. . . ,  M(n)) -  довільна гладка функція, F ф const. Проведено 
симетрійну класифікацію наступних рівнянь о класу (1):

U<0) +  ми<п =  F  (м(2)) . (2)

«(о) +  »»*'()) =  F  («о)), (3)

И(0) +  ««(і) -  F  (иМ)) . (4)

Теорема 1 Максимальною алгеброю інваріантності рівнжнні 
(9) в залежності від F  (м(2>) с алгебри 
1 < Pp,P],G >, жкщо F  (w(2)) ~ довільна, де

Р„ Р, -  дгі 1дг + 8Н,

•*. < Pn,Pu G,Y] >, якщо F  («(?)) = Аі(и(2))‘ + А„, де

V, a  (Jfc + l)fd, + ((2  -  k).r + dt + ((1 -  2k)u 4- 3\ 0k t)d 9,



к =  const; к ф 0; к ф 1; к ф д;
3.< Pq,P\,G,Yi >, ЯКЩО  F(u(j)) і: 1пА|М(2), де

Yi = tdt + ^2x -  ^ t 2̂ j dz + ( u -  3t)du,

4-< Po, Pi, G, Z\, Zi >, якщо F  (u(2j) =  A|U(2) +  Ао, де

Zi — 2tdt +  ^* +  2^°^) u 3AoÔ «»

Z2 = <2d( +  (tx  +  2 ô<3) дг +  (x -  tu +  j M 5) d,„

5.< P0,P i,G ,R i,R 2,Ri,RA >, якщо F  (u(2)) =  A1(u(2)) l/:’ + A0, де.

R i  =  4tdt +  3* +  (u +  3Ao<)9„,

Ri =  udx + \ 0du,

R3 =  ( 2tu -  x -  9* +  (« -  A0<)e>„,

Ra =  (tu -  x -  jAo*3) (tdt  +  d„), 

в умовах теореми Ao =  0; 1, Aj =  const, Ai ф 0.

Рівняння Бюргерса, як частинний випадок (2), включається в випадок
4 теореми 1 при Ао =  0.
Зазначимо, що найбільш широку симетрію в класі рівнянь (2) (7- 
вимірна алгебра, сутт’сво нелінійне зображення) мас рівняння 

1 /ЗU(0) +  «U(1) =  A,(u(2)) +  Ао- (5)
Результати класифікації рівнянь (2) (4) узагальнено для наступ­

ного рівняння о класу (1):

• U(0) +  ««(1) =  ^(«(п)) • (6)
Теорема 2 Для довільного натурального п > 2 максимальною ал­
геброю інваріантності рівняння

и(0) +  = lriA|ti(„), А| *  const. А, ф 0 (7)
г 4 впмірнл алгебра < P0,P \,G ,A i >. Аг

.4! =  tdt +  ( 2* ~ — 2~ - д і  + (» -  <2" -  1 )*)&»■

~  4 —
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Теорема 3 Для довільного натурального п > 2 максимальною ал­
геброю інваріантності рівняння

М(о) +  uu(j) =  Лі(іі(п)) + Ло (8)

є вимірна алгебра < Pq, P \,G , Л2 >, де

Аі = ((п -  1)* +  l)ta, + ((2 -  k)x + *<2) 0*+

((1 -  пк)и + (2п -  l)A0fcf)du,

О
к, Аі =  const, Ао = 0; 1, к ф 0, к ф п ^ А і ф 0, при п =  2 додаткова 
умова k ф ^(дивись випадок 5 теореми 1)

ІЬ орем а 4 Для довільного натурального п > 2 Максимальною ал­
геброю інваріантності рівняння

и(0) +  м«(|) = А|(м(п))3/(п+І, +А0, А0 = 0; 1, А| =  const, А) ф 0 (9)

е 5-пимірна алгебра

< I \ ,P \yG ,Z h Z i > , (10)

Зауваження. Максимальною алгеброю інваріантності рівняння (9), 
якщо п — 1, е 4 вимірна алгебра < P0,P\,G ,Z\ >.
Досить цікавим с той факт, що (10) вппначас алгебру інваріантності 
(9) для будь якого натурального п. > 2.
Досліджена інваріантність (1) відносно оображення (10).

TfeopeMd 5 Рівняння (І) інваріантне підносно алгебри Лі. яки ви­
значається операторами (10). тоді і тільки тоді. кгілн воно мас 
вигляд

+ </>!(() — Ап 4- 1/(2)Ф ̂ 3, . (11)

де Ф довільна гладка функція. Ао = 0; 1,

1 / »*'/(*+И ». _  •>
wt ~ — ( )  , "(М = т т '  ....... ” •І/(5) ОТ



— в —

Рівняння (11) включає, як частинний випадок, наступне рівняння, яке 
можна трактувати як узагальнення рівняпня Бюргерса та використо­
вувати для опису хвильових процесів

U(0) +  « « ( t) =  А0 +  2̂ A t ( u ( i) ) *^  + \
*=2

Ао =  0; 1, Хк -  довільні дійсні константи.
Проведено аналіз отриманих алгебр інваріантності, вказані ко­

мутаційні співвідношення Та скінченні групові перетворення. Для 
рівнянь (5), (9) побудовані деякі точні розв’язки.

В 1.2 проведено симетрійну класифікацію наступних узагальнень 
рівнянь Бюргерса та Кортевега-де-Фріза:

ио +  u u i  =  и ц  +  / ( « ) ,

U o +  u u i  =  / ( « і ) и ц ,

«о +  titli SB / ( « и ) « Н І ,

Uo +  UUI =  /(«)«и  +  /*(te)(tii)*,

u° ~ Ж ' Щ = §x ' u"  ~  | ^ ’ “ И1 =  Щ*' * ~ Д°8Ільйа ^ад ка  функція.
В 1.3 описані о двовимірні рівняння другого порядку інваріантні 

відносно алгебри Гклілея AG( 1,1) = <  ffc, Pi,G  >, розширеної алгебрн 
Галілея Л С ,(1,1) = <  P0,P t,G ,D  >, узагальненої алгебри Гішілея 
A G t(l, 1) = <  ffo, Pi, G, D, П >і Де

Po =  9t) Pi — ft* < 7 * tft + ft,
D  =  2 tdt +  x ft -  uft,
П » t'd, + txdt  + (x -

Теорема 6 Рівнйнні другого порядку інваріантне. відносно алгебри 
Галілея AG (1,1) тоді і тільки тоді, коли воно мас вигляд

« п ; «о +  « « і; « о о т і -  («ог)1; «оі +  »*мн) — 0.

Теорема 7 Рівняння другого порядку інваріантне відносно розши­
реної алгебри Галілея Ж7|(1,1) тоді і тільки тоді, коли воно мне 
вигляд

Ф(( « ї ї )*  «0 +  ИМ| «11**00 “  (« о і)г «01 + « “ 11 \  _ л 
( « , ) 3 ; : ( « . ) 4 • (« , ) а j
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Теорема 8 Рівняння другого порядку інваріантне відносно узагаль­
неної алгебри Галілея A G j(l,1) тоді і тільки тоді, коли воно має 
вигляд

л  ( («оо«п -  («оі)2 +  4u0ui«u +  2utin(«i)2 -  2uo»(ui)2 -  (ui)4)3
ф ( ------------------------------------ е т ----------------------------------- •
щ  +  цці, (црі +  ЦЩ1 +  (ш )2) Л  _  п

«н ’ е т  )
В теоремах 6-8 Ф -  довільна функція.
В другому розділі дисертації проведена симетрійна класифікація 
деяких нелінійних рівнянь та систем гідродинамічного типу.

В 2.1 розглядається одновимірне рівняння ( В. Фущич, 1991 )
L(Lu) +  \L v  ж F(u), (12)

де u =  м(*, х); L = d f+ udx-, А =  0; 1; F  -  довільна гладка функція. 
Досліджена симетрія (12) при різних F{u). Побудовано нові нелінійні 
зображення алгебр Лі, зокрема, нелінійні розширення алгебри Галі- 
лея. Нижче наведемо два результати симетрійної класифікації (12): 

Максимальною алгеброю інваріантності рівняння 
L(Lu) ж а ехр («) (13)

є 3-вимірна алгебра з базисними операторами
3 ,  Р,ж дх, Y  =  td, + (х -  2t)8x -  2ди. (14)

Слід зауважити, що У в (14) можна представити як лінійну комбі­
націю операторів дилатації та Галілея, тому рівняння (13) буде ін­
варіантним відносно перетворень, що е композицією дилатаційних 
та галілеївських перетворень, хоча алгебра Гклілея не є алгеброю ін­
варіантності рівняння (13).

Максимальною алгеброю інваріантності рівняння
L(Lu) ж 0 (15)

с 10-вимірна алгебра з базисними операторами 
Pq — dt, Р\ ж дг, О ж ідх + дц, Ож іді + хдх,
D\ ж хдТ + «90, А\ яв |г 29( +  txdx + хди, А2 =  y t2dz +  tdu,
А 3 жид, +  %игдх, Аа ж (tu -  х)д, + ^16^

А$ ж (<2и -  2іх)'д, +  (з*2**2 “  2 і2)  дх + (tu2 -  2xu) ди.
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Слід заяначитп, шо оператори (16) визначають принципово нове, не­
лінійне розширення алгебри Галіллея. Крім того, зауважимо, що 
підалгебри < Ро, Р\, G > та < .4|, —Aj, G > в зображенні (16) задають 
два різних нееквівалентних зображення алгебри Галілея >4(7(1,1).
В випадку, коли в (12) F(u) = const, за допомогою заміни змінних

І  t= T '< X = UI + ит,
[ и = и

побудовано класи розв'язків, що задаються неявпо:
1. L(Ln) = 0

г
1.1 х -  ut + — Iі = ір(п -  Ct)

1.2 и ±  1п(.т -  ut Т <) = -  «<)*)

<(x -  tit)3 f  2 1 \

1.4 и = і  X- "і ^ -  Г ■ "у I  exp {I2) <it

2. L(Lu) — a

* - U t + l t * + £ t '  = 4 > ( u - ^ - C t )

3. L(Lu) + Lu = n

x -  ut -  C(t + l)exp(-<) + ~t2 = + С exp(-/) -  n/)

С — const, іp - довільна функція.
В 2.2 розглянуто узагальнення рівняння (12) на випадок вектор­

ного поля

L{LtT) + W  ** F  (А ) V, (17)
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де if =  (t)1. і)2, 1'*), r  =  (.Го- -n.J-2 .-r:>).
l  = £: + в* =  И 2 +  (, 2)2 +  O'3)2, A =  0; 1,
F (r1) довільна гладка функція.
Проведена симотрійна класифікація системи (17). Побудовано нові 
ропширення алгебри Евкліда.

В 2.3 виконано симетрійну класифікацію нелінійної моделі розпо­
всюдження короткохвильових пбурень в релаксуючому середовищі

де F(u) довільна гладка функція. Проведена редукція деяких випад­
ків рівняння (18).

В 2.4 розглядаються деякі одновимірні системи гідродинамічного 
типу. Досліджено ліївську симетрію системи

де її = і iff. т). v = v(t.r).

Теорема 9 Максимальною алгеброю інваріантності системи рів­
нянь (19) с нгскінчсннопимірна алгебра, базисні елементи якої ви- 
.іначаюгпьем операторами

В (20) можна виділити зображення розширених алгебр Галілея та 
Пуанкаре:

(18)

(
сfu , an _  n
Т ІЇ +  "37 -  °-

Or , d v  _  о
ТІЇ cTr ~  ° '

(19)

G = /с), + d„ + £>,., G(l) = xd, -  u‘dH -  v2dv, 
D — id, ■f  rdT. D\ =  x 0 t  +  +  »»3,.

A', =  f'{n)d, 4- ^i//'(«) -  f(n))dr, 

X-i =  ( j'( i )O, +  ( rg '( r )  -  p (»■))&.

( 20)

fie f ( i i ) .  f/( »■) довільні гладкі функції. f ( n )  — • g ' (v ) =

1) .4Gi(l. 1) =<  Pq. Pi,G . D
P = ft, P, = dr.
П -  2fft 4- rdr -  'id; -  >'3,:



=  tdt +  2x5,  +  u5„ + u9v;

3) A F i ( l , l ) - < t b , l \ tJ u ,D > ,
Jo, =  G +  G<J> = xd, + td■' + (1 -  u*)au + (1 -  v2)dv.

Зазначимо, що оператори G^  та Joi сутт’ево нелінійні.
Розглянуто систему, що є узагальненням (19)

\ Й +
1 я  я  (21>
I ^7 + иЭх = G(u> v)>

де F(u, v), G(u, v) -  довільні гладкі функції.

Творема 10 Система (21) інваріантна відносно розширеної алгеб­
ри Галілея ЛС?і(1,1) тоді і тільки тоді, коли вона має вигляд

З* +  v %  =  C l(u  “ ,;)5’

ІіГ + иШ = С*(и ~ v? ’ 
де С і, С2 — const.

Досліджена інваріаність одновимірної системи

+  (22)

це й =  (и1,и2, ы3); «“ =  u*(f,x), а *  1,2,3; ug *  uf =  4jj£;
Я*(а, Ь =  1,2,3) -  довільні гладкі функції; Ь* -  символ Кронекера, 

відносно узагальненої алгебри Галілея -4Gj(l, 1) о базисними опера­
торами

-ро =  dt, Рі = дг, G = tdt + d, і +  +  д^,
D  =  2tdt +  ждж -  и'д*, (23)
П =  t2d, +  Ы?, +  ( і  -  +  (аг -  ttt*)3^ +  (а -  tu3)dui.

tfeopeMa 11 Система (22) інваріантна відносно узагальненої ал­
гебри Галілея j4Gj(1, 1) а бодяг*«лв елементами (2'3) тоді і тільки 
•ноді, кали вона має вигляд

— 10 —

і

і 4 + А *иХ  =  (u2 -  в ')3-^  ( ^ }  -
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В третьом у розділі досліджуються нелінійні зображення алгебр 
Галілея і Пуанкаре та нелінійні рівняння для електромагнітного ноля.

В 3.1 побудовано нелінійні зображення розширених алгебр Пуан­
каре та Г&лілея для вектор-потенціалу А = (Л°, А 1, А2, Д1) о неліній­
ними операторами дилатації

Joa — хадІ0 + хчд,ш +  Аадлч + А°дА.,

Go — *(А, +  А°дл>,

СІ” -  хад "  + А°дА>,
D =  хІІд,г + R(w)A>‘dA>, -  А0* -  Д*,
D\ =  2х0дТі> + + Л(№і)Л°5/»о 4- (Я(ші) -  ІМ ‘3,,». «>і =  А0,
Di = ход,, +  2*10», + (R("’i) ~ 1 )АпдА> + R(wt )Аьдл>, и>7 =  Л5, 

R  - довільна гладка функція. Розглянуто наступні системи рівнянь 
для вектор потенціалу:

Теорема 12 Система (27) інваріантна відносно розширеної алгеб­
ри Пуанкаре ЛР|(1.3) (Sj )  лите у наступ.них випадках:

АРі(1,3) — (Р/м *̂ в», 0̂e> D)i 
AC,(l,3) =  {Pp,/a*,Ga,D t>, 

AG<11)(1,3) =  (P(1,J.»,G<1’,D j),

(24)

(25)

(26)

Рр — дХщ>
Jab — x„dzi — хьдг,  - f  A"d# — Аь8а'<

Av- £ -  -  F(w)At',QXV
ЯА*

Aw r F(wMr
f )A '‘

A ' ~ ~  = F{w,)A^. 
ux„

(27)

(28)

(29)

(і) Л М  = 0. F(ti') s  0,

(*«) P M / 0 .  F{u) ^Cw' ,2R{w)pxp^~ I

Де
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Творема 13 Система (28) інваріантна підносно розширеної алгеб­
ри Галілея Л(?і(1,3) (25) лише у наступних випадках:

(і) Я(и>,) =  0, F(w,) = 0,

(it)  R(u> і ) / 0 ,  F( w і ) =  Cii'i It( w і ) exp J - -■■■ ^  ̂   ̂ (Jw, j .

ТЪорема 14 Система (29) інваріантна відносно розширеної алгеб­
ри Галілея <4G*,!*( 1,3) (26) лише у наступних випадках:

(i) В(и,3) = 0, F(w2) = 0,

(ii) Щи>7) Ф 0, F (i» j)  =  C w 2,/27?(i«j)pxp J  — L — d w ^ .

В умовах теорем 12 14 С =  const.
В 3.2 побудовані два нееквівалентних нелінійнпх зображення ал­

гебри Пуанкаре для вектор-потенціалу з нелінійними операторами 
Лоренца

Jot = хкдХа + ход,, + dAk -  А* А»дА,,
J l  = хкдТ0 + х0д,к + А1дл. + А°дл> т АкА'‘дл>.

В 3.1 та 3.2 також досліджена ліївська симетрі я деяких нелінійних 
систем для вектор-потенціалу.

В 3.3 розглядається рівняння неперервності для електромагніт­
ного поля

^  А> +  divpi? =  0, (ЗО)

де ро — ■&-; $ =  (t>\ t/2, Vі ); р Та рг* с функціями від Е , Я. Згідно Пой- 
тиягу густина та імпульс для електромагнітного поля визначаються 
наступним чином:

,, = Л  ( £ 2 + # 2) , рг° ^  епіпЕ 1 Н \  n .k.t, = Г З. (31)

Досліджена інваріантяігть рівняння неперервності (30), (ЗІ) відносно 
алгебри Лоренця

./„» — х„дт, — хьд, + End f‘ — Е ' ° -4- Н"дці -
*32>■То., -  (£ д>г ~ Ч дк ) .

а , Ь , с  -  ТТЗ, Safe повністю антпспМетргггнпй тензор третього по­
рядку. .f(t - t . . r  = (Т\.Т 1, .Tj).
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Творема 15 Рівняння неперервності (ЗО), (31) не є інваріантним 
відносно алгебри Лоренца з базисними елементами (32).

Оскільки рівняння (ЗО), (31) не інваріантне відносно групи Лоренца 
в класичному розумінні, природно виникає питання, чи не є воно 
лоренц- інваріантним разом з додатковими умовами на Е  і Н.

Теорема 16 Рівняння неперервності (ЗО). (31) інваріантне від­
носно алгебри Лоренца з базисними елементами (32) тоді і тільки 
тоді, коли Е  і Й задовольняють систему рівнянь Максвела

W  *  roti?’ W  =  ~1 ы ё ' (33)
div£ =  0, divH =  0.

Отже, рівняння неперервності (30), (31), що виражає закон збере­
ження для електромагнітного поля, не є лоренц інваріантним в кла­
сичному розумінні інваріантності диференціального рівняння. Воно 
є лише умовно інваріантним відносно групи Лоренца, причому як до­
даткова умова виступає система рівнянь Максвела.

У випадку, коли р, V деякі невідомі функції від Ё  та Й, тобто

р = ^ { Ё . Й у  pva = Fa (Ё  Й) ,а = 175, (34)

де F°, F a гладкі функції, які одночасно не є тотожними нулями, 
справедлива теорема

Теорема 17 Рівняння неперервності (ЗО). (34) інваріантне віднос­
но ррупи Лоренца тоді і тільки тоді, коли ранг матриці Якобі функ­
ція F,l(n = 0 , . . . ,  3) дорівнює 4

Наведено приклади, що ілюструють теорему 17.
В 3.4 розглянуто деякі нелінійні узагальнення рівнянь, що є ін­

варіантними підносно алгебри Лоренца (32). Зокрема, доведено, шо 
і пстемп рівнянь

о ( r e )  . 0 ( \ Й )  ' f
~ \ ~ - L  -  Го( ( П Н ) , —Ч— L  =  - r o t  (yVE) .TlFfГ V / V / (35)

div (/?£?) = 0 . div ( х й )  = 0
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та

Q&- = TotH + R i4 p it jM -= -тої Ё  + R ^  pi,

я L {36)

інваріантні відносно алгебри Лоренца (32).
В (35), (36) R ,N ,R \,R i,p u p i  -  довільні гладкі функції від ін­

варіантів групи Лоренца Е 2 -f Н 2 і ЕН.
В додатку запропоновано підхід щодо класифікації інтегровних 
випадків звичайних диференціальних рівнянь. Розглянуто рівняння 
Абеля другого роду

р' (Р + Fo(y)) =  P3F*(y) +  Р2Щ у) + p ft(y )  + Fi(»), (37)

де р =  р(у), р' = а%-
Рівняння (37) еквівалентне наступному рівнянню другого порядку: 

!І(у + Fo(v)) = y1Fi(y) +  У * Ш  + угЪ{у) + yF,(p), (38)

Де У =  У(х), y = j * , y  =  j ф .
Згідно підходу Лі, в загальному випадку звичайне диференціальне 
рівняння другого порядку іитегровне в квадратурах, якщо воно допус­
кає двовимірну алгебру Лі. Очевидно, що (38) твяріавтне відносно 
групи зсувів по аг, що визначається оператором

х х =  дг.

Нгхай поряд 3 зсувами дане рівнями* допускає т г  й групу Інваріан­
тності з  деяким оператором

Хг -  £(*. ?)#» +

Завжди можна ввяжатж, а »  овераторй Х\, X? утворюють двовимірну 
алгебру ЛІ.
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Теорема 18 Диференціальне рівнянні (38) допускає двовимірну м
гебру Лі тільки одного з 6 нееквівалентних типів з базисними еле­
ментами

1. Х і= д г, Х 2 = £(у)дг, (.{у) ф const.

2. Х\ = dt , Х 2 =  £(у)д* + П(у)ду

3. Х { = дг, =  (* +  ((*)) «,.

4. Хі = дх, Х 2 -  (х + {(у)) дх +  ч(у)ду.

5. Х { = д Т, Х 2 = ехр(\х)£(у)дт.

6. Л'і=с>г, Х 2 = ехр(\х) (£(у)дх + T](y)dv) .

rj(y) ф 0,- в 2, 3, 4 випадках £(у) ф const або {(у) =  0; А Є R/{0}.

Оскільки структура двовимірної алгебри зафіксована, ми можемо 
описати інтегровні випадки (38). В дисертації розглянуто інтегровйі 
випадки (38), коли оператори ЛГі та Х 2 комутують. Наприклад, має 
місце наступна теорема.

Теорема 19 Нехай Fo(y) =  0. Тоді диференціальне рівняння (38) 
допускає двовимірну алгебру Лі з базисними елементами Х і — дг, 
Х 2 =  £(y)dz + ч(у)ду тоді і тільки тоді, коли Fn(y),k. =  Ї7Ї, ((у), 
г](у) задовольняють співвідношення

F\(y) =  Щ(у)і F2(u) = h ~ 3«((!/).

f a ,) -
V ( y )

де a.b.c.q  = const, при цьому після заміни змінних

рівняння (38) матиме вигляд 

it — f/її1 + си1 + hit + а.
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