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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

А к т у а л ь н і с т ь  т е м и .  Б дисертації вивчають­

ся методи дослідження асимптотичних задач аналітичної теорії чи­

сел і будуються асимптотичні формули для суматорних функцій. Та­

кі класичні задачі теорії чисел як проблема круга, проблема діль­

ників Діріхле та асимптотичний закон розподілу простих чисел ста­

ли генератором методів /всієї/ аналітичної теорії чисел. Голов­

ними з них, на наш погляд, є методи твірних рядів Діріхле, три­

гонометричних сум та функціональних рівнянь. Загальну проблема­

тику цих методів розробляють в теорії функцій, але спеціальні за­

дачі часто виникають в аналітичній теорії чисел. Відзначимо, на­

самперед, такі напрямки дослідження як тауберові теореми з за­

лишками, поведінка дзета-функції Римана та інших дзета-подібних 

функцій в критичній смузі, розподіл нулів дзета-подібних функцій, 

оцінки тригонометричних сум з спеціальними функціями в показни­

ках і так далі. Саме такі асимптотичні задачі теорії чисел, в 

яких використовуються вказані методи, розглядаються в нашій ро­

боті.

За останні тридцять років значного успіху було досягнуто 

в оцінках тригонометричних сум, які грунтуються на диференціаль­

них властивостях функції в показнику. Це, насамперед, досліджен­

ня Б.Срінівазана, М.Хакслі, Г.Колесника та інших. В роботах вка­

заних авторів використовується метод експонентних пар. Подаль­

шого розвитку цього методу потребує багато задач статистичної 

теорії чисел. Тому і в нашій роботі ми будуємо деякі оцінки три­

гонометричних сум за методом К  -мірних експонентних пар.

При дослідженні арифметичних функцій на спеціальних по-

-  з -
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елідовностях, зокрема на арифметичних прогресіях, виникає необ­

хідність мати нетривіальні оцінки спеціальних тригонометричних 

сум на алгебраїчних многовидах над скінченим полем. В основі по­

будови таких оцінок лежать дослідження останніх ЗО років Е. Бом­

б е ї  та Деліня. В цьому напрямку нам відомо ще дуже мало ре­

зультатів. Зараз знайдені лише окремі приклади оцінок таких три­

гонометричних сум.

Розподіл значень арифметичних функцій в коротких інтерва­

лах та в арифметичних прогресіях із зростаючою різницею прогре­

сії мають багату історію. Розв'язування таких задач стимулює 

розвиток спеціальних методів дослідження. Ми в роботі наводимо 

деякі варіанти теорем тауберового типу, що дозволяють будувати 

асимптотичні формули в задачах аналітичної теорії чисел. Наші 

дослідження пов"язані з роботами Хіс-Брауна, М.Ютіли, М.МЛимо- 

феева, Г.Колесника, Р.Сміта.

М е т а  р о б о т и .  І. Побудова нових оцінок для триго­

нометричних сум за допомогою методу експонентних пар і викорис­

тання цих оцінок в деяких задачах статистичної теорії чисел.

2. Дослідження тригонометричних сум на спеціальних алгеб­

раїчних многовидах над скінченим полем.

3. Побудова асимптотичних формул для суматорних функцій 

деяких арифметичних функцій за допомогою спеціальних тауберо- 

вих теорем.

М е т о д и к а  д о с л і д ж е н н я .  В роботі викорис­

товуються метод експонентних пар, метод твірних рядів Діріхле, 

спеціальні тауберові' теореми, функціональні рівняння дзета-по­

дібних функцій.

Н а у к о в а  н о в и н а .  Знайдено нові оцінки тригоно-
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метричних сум спеціального класу функцій в показнику, розроблено 

метод дослідження розподілу натуральних чисел спеціального типу 

з дільниками в класах лишків. Застосування цих досліджень приве­

ло до слідуючих нових результатів.

1. Побудовано асимптотичну формулу для суми1 значень мульти- 

плікативних функцгй f(n ) і'з спеціального класу Т5Т2 в корот-
0 2195

кому інтервалі (x,jc+h), х ’ < < h « x .

2. Знайдено оцінки деяких тригонометричних сум на алгебраїч­

них многовидах над скінченим полем.

3. Досліджено розподіл значень арифметичних функцій Г3(П), 

Тв(п) на спеціальних послідовностях натуральних чисел.

4. Дана оцінка середнього квадрата залишкового члена в уза­

гальненій проблемі дільників.

Т е о р е т и ч н а  т а  п р а к т и ч н а  ц і н ­

н і с т ь ,  В дисертації розглянуто нові застосування методу екс­

понентних пар в теорії оцінок тригонометричних сум. Розроблено 

підходи для досліджень розподілу арифметичних функцій на спеці­

альних послідовностях.

Одержані результати можуть бути використані при дослідженні 

задач статистичної та мультиплікативної теорії чисел, а також 

для розв"язування деяких діофантових рівнянь.

А п р о б а ц і я  р о б о т и .  Результати досліджень до­

повідались на семінарах Московського, Будапештського та Одесько­

го університетів, інститутів математики АН України та Угорщини, 

на Всесоюзних наукових-конференціях по теорії чисел /Мінськ, 

Москва, Душанбе, Алма-Ата, Володимир, Вільнюс, Тбілісі, Самар­

канд і т .д ./, на Міжнародних конференціях /Варна /1967,1972/, 

Будапешт /1981,1987/, Вільнюс /1974/, Шланга /1991/, Вишеград
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/1993/, Київ /1993//.

П 7 б л і к а ц і  і. Основні результати дисертації опублі­

ковані в роботах [І] - [17]. Співавторами спільних робіт були 

мої аспіранти, причому в роботах [8], [10], [II] результати на­

лежать порівну кожному з авторів. Результати спільних робіт з 

P. Zar-zycki не входили в його кандидатську дисертацію, бо в 

основному належать першому з авторів.

С т р у к т у р а  т а  о б ' є м  дисертації. Дисерта­

ція містить 197 сторінок машинописного тексту і складається з 

вступу, двох глав та списка літератури з 83 найменувань.

З М І С Т  Р О Б О Т И

У вступі подано історичні відомості та огляд результатів, 

пов"язаних з задачами, що вивчаються в роботі, вказано деякі 

можливості застосування результатів дослідження. Крім того, ко­

ротко викладаються головні результати, одержані в дисертації.

В першій главі розглядаються два типи тригонометричних 

сум, які застосовуються в асимптотичних задачах, досліджених в 

наступних параграфах роботи. Спочатку /§§ I-З/ вивчаються триго­

нометричні суми, які виникають при розв'язуванні асимптотичних 

задач, пов"язаних з розподілом значень мультиплікативних функ­

цій на арифметичних прогресіях.

Наведемо деякі теореми, які доведені в роботі:

Теорема І. Нехай - поле з CJ, елементів, с ^ р 41, р -

- просте, і нехай многочлен і (x,y,z)eF^[x,y,z] породжує алгеб­

раїчний многовид V  . Якщо для заданих сс ,р ,^ 

і для усіх Т  Є Г р , за винятком ОСІ) значень з них, много-
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член Срт (х ,у )  =  f  (х ,у , ' t f 1-<xflx - p f iy )  

абсолютно незвідний (m o d p ) , то

Z „ 2xi Тг (а*+ругГ2 )
е р « а ,

(х,у,г)е¥Л]Р^

де ТгСх) «■ x + x p+...+XpV"t хеі^/стала в символі ”<£. " - аб­

солютна/.

За допомогою цієї теореми можна одержувати оцінки спеціаль­

них тригонометричних сум, що виникають в мультишіікативній тео­

рії чисел. Наведемо деякі з них:

Теорема 2 . Нехай a .b .c e Z ,  р  - просте, (а ,Ь ,с ,р ) =  1,

І - натуральне. ТЬдх

Z o-r-л ax+bv+cz 

в  *  « р . 
x , y , Z ( m o d p )

Х 2+ у 2-*- 2 і = 1  cm odp)

Теорема 3. Нехай a ,b ,C 6 Z ,  (Ь, р )= “ 1 . Тоді

4г—■» 2хі &Ьч-Ь(КЩгч-си

ї ї  1 1  е р
il»l U»1

«  р .

>гН *l(modp) 
UU ж і (modp)

Теорема 4. Нехай 5 є  q = p v . ТЬді

Z 2.X iTr.&fZ)

Р <<с,h(x.,y,z)&Fl
Х2у + S Z - 0  _ 1

Доведення теореми І суттєво використовує результати Bombieri 

та Deli§ne2) про кількість та модулі характеристичних коренів

^  Е. Bom bieri, On exponential sums infinite fields, 1 , 

invent. Math., 47(1978), 29-39.

P .Deli^ne , La  conjecture de Weile, I ,  I ,  Pubt. Math. 

I H E S ,  43 (1974), 273-307; 52(1960), 137-252.

2)
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дзета-функції алгебраїчного многоввду Y  .

Далі, при а ,р ,Ъ  6 ]F^ розглянемо многовид

Y - {(x ,y ,X ,Y )eF^ І <*(*% ( Ш ' + Р ( * +  (¥) Т -1}-

Позначимо

S ( a ,p )  — Z—1 є  р
<*,y,X,Y)€Y

За допомогою леми

Лема. Для кожного р  6  маемо

E ( S (  ос̂ ) ) 2
ofeFo

С).4 + 0 (q ,% ), яйцо i  + b2 *= 0 ,

О  (су1) , якщо 1 + b2 =* О 

/сталі в символах " О  " не залежать від (}, fi, b /  

ми доводимо теорему

Теорема. Існують абсолютні сталі' С0 , С х такі, що

I S(oc,p)\  <  c .c f 2,

як тільки р  > С0.

Тригонометричні суми другого типу /див. §§ 4-7/, що розгля­

даються в роботі, мають вигляд

'У '  2xif(x1,...,xlc)
1 С  д  /

о ч ,- ..л )е в  '  '

де D  - область k  -мірного евклідового простору, причому

D c  [ (х 1, .. .,х х)є В * '1 Х і4 х і.« Х і < 2 Х і , і-і..... к } ,

a f - дійсно-значна функція.

Для побудови оцінок таких тригонометричних сум ми викорис-
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товуемо метод експонентних пар, засновниками якого можна вважа­

ти ван дер Корпута та Філліпса. Основу методу експонентних пар

складають два перетворення тригонометричних сум Д /.

lh. ■
Лема /перетворення А/. Нехай D  - h  -мірна область, що

належить прямокутнику {(x1,...,x^6]RK|X ^ x i^ 2Xi,i=l,...,l^i нехай

f (х А,..., Хц ) - дійсно-значна функція в D  . Для кожного X,

1*  І К , позначимо 
і і

f^ x -.h )  f  (x + h 1\ , . . . , x l+h it(>x u l , . . . , x x)c li1...citl
а о

Нехай ще с̂ 1г. . . , с^1 ~ додатні числа такі, що

сГ
* X “ X 1. . .X 1> Q * V 4 1 ;

тоді для уіГ ^  1Ш  маємо

'y~r q 2x 

хнМТ)

'/2
Ш і

QVa

ДЄ

Cx1,...,xk-)£Dk
і=і,...д

2

Idi - Y L  і ,

D h= { ( x 1,...,x K')6 D |(x 1+h 1,. . . ,x ^ h l , x t+1, . . . ,x it')eX),

Лема /перетворення В/. Нехай f Cx1,...X jO^Ax“i...x “ fc /в озна­

ченні Срінівазана Тоді для кожного 1 , 1< І 4 К , маємо

£  e * “ te.....'з д « Х 1...Х ;(А Х Г ‘ . .х ; * Т і- I s J + J s ^ S b -
fx1,...pcK')6 'D VAAt ...AK

де

3)
B .R . Sriniyasan, Lattice Points of M an y  Dimensional 

Hyperboloids, Math. A nn ., 160 (1965), 260-311.
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S X= E  ft су*..... у * -),
<Уі...УніеП*

D 4c  { (у 4...'..Ук)бИк I Y j ^ y j < 2 1 } , j - 1 ___ fc} ,

Y j - A X ^ - . X ^ X ' / ,  j - w ,  У 3* Х 3> j- w .... k>

і 1 (у*..• • ,Ук) “  f  (<fc.• -,V>1 • Уі+і.~.Ук)-«РіУі- • • '  У ^ і  *

ф і , . . .  , y)t - розв"язок системи рівнянь

d f (9 1,...,cj>tt-yt<.1......y fc) _

" b x j  J ’
Тепер за допомогою перетворень А і В, виконаних в спеціаль­

ній послідовності, ми в § 5 доводимо теореми:

Теорема І . Нехай M , N , x > l  - дійсні числа, (l0, l j -  

одномірна експонентна пара /в означенні Срінівазана/; Ос, jb Є  Q , 

ос 4 0,1; р Z 1 . Покладемо

1
Г - 3 - 2 Х 0 4 + З о с+ 2 1 0 (2+оО 1 3 p + 2 ( l+ p ) le+ l i

Н о = 1 *  N  J

1
Г 3 + 2 1 . .  , Зв+ 2(1+ Я 1-о+211^г'^+Зсх-*-21оС2+аЭТ7^БТ;

q, =  [ х  М  N  J

Якщо виконується умова

q, *  ( м ' х і О * .

ТО

x m p
/ x M ^ N ^ N i / - 3 , ,9р+8 9 -ld-ftjg
[ Ц  j + U M  x N  >кщ оМ >М 0,

Z j  Z-i є  <jc v

М<*»«2М Х<»«ІҐ«2Н j  x i M 1 + b N ' i “ , якщо М 4 М 0

Теорема 2. Нехай М , N ,X  > 1 - дійсні числа, M < N =6

х '/з і (ІоДх) - двомірна експонентна пара. Покладемо
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/ 2 t . . T-(3 + 2 0 i)4 + U  - _ l -C l- 2 ,p ) l» - t e \ 3 a i- t ^
q A =  (x N  M  j

і
^  _  ^ £3+ei«-2t1j^r«-«aerl)U-M*2a)l1̂ 3p(l+2Wa-2»li*-3teyJ*171.-3l1

1

^  _  ̂ S+loU-21! ĵ-(6+5«)(l+2t.)-&+2a)t1+l02s/j(l+5jsyi+2t«)-a-2js)lir3\^U+2SV3l1

q, =  m i n  ^ t,q 2,q 3, ( x M pN  1 “ )'/2) .

Тоді, якщо виконується умова

q ,«  (x 2tl N '(3t20‘)ll' leM ‘W*2jl>ll+C1'lo))'
І з (4-го)

то маемо

n  Z  e2*12̂  «
^I<n«N ^2N

«  +  ( x M 11 N 3 “ )^ to^ (M M )+  ( x M * V ” )4

Теорема 3 . Нехай x ,  M , N > 1  і нехай (ІоДі), (Ъ0,ЪХ)- 

експонентні пари розмірностей 2 і 3 відповідно.

Існує ефективно обчислювана функція 

така, що оцінка

і :  z  «
W<m<M/<2M M<n*K/*2N

«  М ! Xі т т { ^ Н ^ ^ ) + } Л ^ ^ \ ^ +

f у., аі аг . газ а4\а°
+ (М  X  N  q, ) ,
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де „ 1
а ° ~ 2 4 - 3 2 Ь <>-161,1. ;

a t =  4 4  + (6 2 +  12l0+ 4 1 i )L 0~ (2 2 +6 lo+2 1 i)l ,1 ; 

a z =  17 +  (24 + 8 1 o + 2 1 1) L 0- ( 6 M 1 + 4 1 1) L 1 ; 

a 3 =-5Q- (70 + 2 8 1 + 2 8 1 JL O + 14(1 + U +  І і )Ь л; 

a 4 =  6 + (6 + 4 1 o - 2 0 U )L 0+  ( 5 - 2 1 0 + 1 0 1 ^ , 

має місце як тільки

Ш - іо - і і )  ( .  - 1 + 6 Ь Л  1 -6 1 -і T- 4 - 2 W 2 2 b .  l-2 I/„ -8 L 1
q, m a x  U.cj, J x  N  M  <1.

Зауваження. Якщо покласти
l

f  ,  .  1 5 + IS L i  7 + a L ,0-a o L , . - 2 2 - 261/0+3 4 b ,  \ 1 5 + 3 0 L 0- 2 1 b ,
X  N  J

і
| э д 1 3  + 1 4 1 ,-  l e t !  10+ 12L e'12L 1 ^ - 1 9  - 22L C+ 3 2 L ^  15+30 W 2 U , !

S - l

l5+l.-511)(3+4L.-2L,) + <3+2L.+71,1) ’ 

то функція q,» < ^(x ,M .lf,'U ,l1,L 0,L 1) по означенню дорівнює

=  m i n  ( x M N '3f )  .

Кожна з наведених теорем I-З доповнює дві інші, бо умови, 

яким повинно задовольняти Cj, , не завжди виконуються.

В параграфі 6 першої глави розглянуто застосування цих тео­

рем для побудови асимптотичної формули для кількості Q (x ,h .)  

безквадратних чисел, що знаходяться в інтервалі ( x , x + h . l .

' ^ 4 - 9 L <, - 3 t 1+ (2 -1 2 U -4 1 1) b o- ( 1 0 - 6 r e- 2 1 ^ L i  2(1-1.-I ,) (3+41«-2VJ+(l-б Ц  ° 

^  (6 -7 lo -7 1 1') ( 3 + 4 L o - a i 1)+  (4 + 2 I* ,-2 2 :L t)  j
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Ми маємо

Q(x.h) =  z  0(Нй)*0(Я>^)-0®»5х),
x<n«x+h

де

s i =  І 2 І  'И 'Ш І ,
І і г < П < Г < 2 Н  I

НЯ< х,/з

S 2~  Jitax X I  ^  (7 ? )
w '  К < п іХ '< 2 УN, N"

f u- [U] - , ЯКЩО U - неціле,

[ 0  , ЯКЩО U - ціле.

Як показано в лемі 2 /§ 2 , гл.І/, оцінки сум S x та зво­

дяться до оцінки тригонометричних сум

Z x -  И  И  Єм 1 ^ .
N< n*2N

И * -  И  X  .
N<n.«2N

Тому, за допомогою теорем I-З з § 5, ми одержуємо

Q c x ih ) - ^ h  +  0 ( h * ) + 0 ( x " ’!m ’ ) .

Цей результат покращує раніш знайдені результати П.Шмідта, 

М.А.Фугело, Г.Колесника-С.Грехема.

Крім того, в § 6 знайдена асимптотична формула

У " ,  f (п ) =  C .h  +  О  ( (h ,/z+ X 0,2195) • m a x  |Ф (п іІ) ,
x<rr*JC+h п*2УЯ /
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f  (П ) =  Z H  Ф ( С І ) , a Ф(п; =0(n1-£),
da|n

S > 0 - як завгодно кале.

В § 7 першої глави досліджується тригонометрична сума

Знайдено нетривіальну оцінку суми /2 / та розглянуто застосування 

цієї оцінки в задачі про кількість неізоморфних абельових груп, 

порядки яких не перевищують /зростаючого/ параметру X .

Друга глава дисертації складається з шости параграфів і в 

ній розглядаються асимптотичні задачі про розподіл значень ариф­

метичних /і , насамперед, мультиплікативних/ функцій.

В першому параграфі будується асимптотична оцінка суматор- 

ної функції для Г3(П) - кількості зображень натурального п  

у вигляді суми трьох квадратів цілих чисел, n = u 2+ v a+ w a. От­

же, доведена теорема

Теорема. Нехай а, q, -натуральні, а «і q,; х>  1 - 

дійсне число. Тоді для кожного фіксованого £ > 0 при С ^ х 3̂  С 

має місце асимптотична формула

2 _. 2 -і е
M < m < 2 M  K j< n j4 2H j  

3 =  1,2

2 : Е SxiAxnttJ1!!*2
/2/

П  C(a,pm)+0(x*+fi), 
pmlla

п*х

де r

ССа,рш)=<

_fc-i -WpK\ 
l + p  I—^p~J, якщо P  - непарне, X  - парне,

( а , р т ) =  p k ;

І + Б ' ~ ‘5 Е І _ 5 ^ 1 . ЯКЩ0 P  -  непарне, к  - непарне, 
(а, рп) = Рк;

де
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_ к-1 ^
2  , якщо 2 II а , К  - непарне;

С(̂ Щ  2  ( і + (-1" ) ^ г ^ t якщо a  = 2 4a lt a ^ t m o d ^ ,

к  - непарне, R i m ;

2 ' Ь ' 1 ( 2 + n f * * 1 ) ,  якщо a = 2 ia t t 4 a 1, 2 ) =  l,

h  - парне і хоча б одна з умов

К  ̂  т - 3 ,  або В х— 3(m od4)

не виконується

/стала в символі " О " залежить тільки від £ /.

Б § 2 вивчається питання про кількість рішень діофантового 

рівняння

х 2 + у 2- а х 2 =  N  , (a , N )  == 1 ,

при умові Х 2+ у 2 ^ Х ,  х , у ,  z & ! Z , ,  X » 2 N .

Доведено, що існує фіксоване А > 1 таке, що для кожного 

натурального N  і деякого а  , 1 * а ^  А  , вказане вище діо- 

фантове рівняння иає розв"язок (Х ,у , Z) такий, що x V y 4< X .

Розглянута задача аналогічна дослідженню Хіс-Брауна про зо­

браження натуральних чисел сумою трьох квадратно-повних чисел.

Б § 3 ми знову досліджуємо розподіл безквадратних чисел, 

але тепер це безквадратні числа з кільця цілих гаусових чисел 

'Z  [ і ] • За допомогою двох лем:

Дема І. Йехай Р  - скінчена множина, яка має Р  різних 

простих неасоційованих гаусових чисел, і нехай W (o c )  - не -

від" ємна функція, означена для всіх ос Є Z H  1 , причому W(QO=
■р _

= 0, якщо ос = 0 або N(oc) ^ б  , так що ряд jZ  W(a) збіга-
ос

б Т Ь С Я *  Т О Д І   ̂ ^  ___1 _ 2  -̂-—7 і v  і / Q £  \ І

2 1 WCос2)«  Р  21  W (a )+ P  2 -і І 21* W ( a )• КрЯ) |,
a e z u j  oreziiu р-Чеї> *
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де (рсу) - СИМВОЛ Якобі в кільці Z t i j .

Дема 2 . Нехай ос, р ,  ^  - цілі гаусові числа. Тоді

?* ♦ ;

__А . _ ocSVgd)-1)1 , ,

2 5 *  Є  Xt е Г  " «  N  (Г ) т  (•у-4) N ((«, р,р ) ,
domodr)
б’є ж аз 

(Ї,ГУ“ І. 55'1=l(modj‘)

де N(f-) - норма -у 3 О  (і) в (& , тобто — l]f І*.

(oc.fi, у )  - найбільший спільний дільник чисел ос, р ,  Y";

ми доводимо теорему:

Теорема. Нехай £e e Z [ i ] ,  М  (£<>)■= 1 . Тоді

У", yu(a^u(a+p0)=  XX П  ( і - N да2) +О (х“ tog1 х)
М(со«х Р

з абсолютного сталою в символі "О  ". Аут знак *  означає, що 

добуток береться по всім неасоційованим простим гаусовим числам

Тр/-

Цю теорему можна розглядати як асимптотичну формулу кілько-. 

сті безквадратних "сусідніх" гаусових чисел. І вона є аналогом 

результату Хіс-Брауна про сусідні безквадратні натуральні чис­

ла.

Цілі гаусові числа вивчаються і в п"ятому параграфі глави П 

дисертації. А саме, ми вивчаємо розподіл значень функції 

d ( w ;  осв, Г ) , яка означає кількість дільників $  цілого гау- 

сового w  таких, що (5”=  0c0(mody-).

За допомогою десяти лем /деякі з них мають самостійний інте­

рес/ будується асимптотична формула для суматорної функції для 

d ( W ;  ссо.Г) • Наведемо деякі з цих лем:

D .R .  Heath-Brown, The square sieve and consecutive 

Square free n u m b e r s ,  Math. Ann .,266, Jft3 (1984), 251-259.
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1

51-т

Лема. Нехай а 0, у , N (a .)< N (t) - Цілі гаусові числа. 

Тоді при Т- *оо і кожнім як завгодно малім Є>0 маємо

Е е З = - |

«  ( Т \ т Г * * -  Н ф 1+Є.

де Z m(s;&,So) - дзета-функція Гекке, яка в області R e S > l  

задається рядом

Z „ ( s ; 5 ,S . )  -  Є"“ * “ m e Z ,
НсиУ)*0

а В  - сукупність цілих гаусових чисел з нормою 0 або І.

Лада. Нехай X  - дійсне число, a», 'jf - цілі гаусові, 

причому 0 < N(oc»)<N(p<X. Тоді кожний інтервал (у  - К (р ,  

У + Ш у ) )  3 N ( p < y « X  містить О  ( (д ^ )  -Xs) цілих гау­

сових чисел виду (ос.+ру)-&  , де р , 5  - цілі гаусові, £ ф.

4. Б  ; <£ > 0 - як завгодно мале.

А тепер наведемо основні теореми п"ятого параграфу.

Теорема І . Нехай ос,,, f  - цілі гаусові числа. Тоді для 

кожного £ > 0  і достатньо великого X  має місце асимптотична 

формула

d (u ) ;a . . r ) -  +  С<а-'1Г> +
Н(со)*х 4 ____  в

ЛНБ ім. В. Стефани к з і

- o t o ‘ 1 *  і
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де 0< 4j - стала з асимптотичної формули для кількості точок 

решітки, які лежать в колі радіуса 3 центром в точці

(0,0); ОС* - число виду а в+£у- з найменшою нормою, а

с с а 0, р  = х  2 3 N ( y + p ) " 1 +  0 d ) .
реЪ

Теорема 2. При Я сух- сх1'*  і 

має місце асимптотична формула

XL d e * < M ) + СС%̂№Т)+0|№зТ|І2?+
Ntco)«x '
Pl<ar§a)4y4 .

* о ( и ‘ “ )

/сталі в символах "О  " не залежать від X , <х„ , у ,  /.

Б четвертому параграфі глави П дисертації досліджується 

розподіл натуральних чисел з дільниками в класах лишків за даним 

модулем. Самостійний інтерес має наступна лема цього параграфу.

Лема. Нехай х е Л ,  , причому 0 < а і ( ^ ^ х 1‘ ї,

£ > 0 - як завгодно мале. Тоді для кожного п 0 ввду По =  

“ (а + г П о С р Г о , я Т о ^ о б М  в інтервалі (П о -q,, r^+q,), n a« x ,  

міститься не більше О (х є (і + чисел виду п=(а+тсрг-,

m.r- € М .

Ця лема дає можливість довести одну спеціальну теорему тау- 

берового типу, яка використовується при доведенні теореми:

Теорема. Нехай { & * } ,  {Ь *} - дві послідовності натураль­

них чисел

А(п) =  Ц Л , Е>(л)=Хл , f(n-,a,c),)=2Z.A(m)B(ci)-,
К  k  m d=n

a K =n  b * » n  ct=a(modq,)
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г>«>= Ё 4^ ’
і  і  і

Припустимо, що А (п ), В (п )«  n 5 /  £  > 0 - як завжди мале/. І не­

хай F a s ) ,  1^(3), F (S) - аналітичні в області

Q

R e s  > i _ (io$(ltl+3)yr’ 0< Г<І .  Cj > 0 - сталі,

за виключенням /може бути/ точки S = І , причому для кожного 

Т  > 3 в області

R e s  > l-y-jgj,)*- > P m s l ^ T ,  І З-і I

мае місце оцінка

Fcsi - ^ F . c s )  «  (l  + ( і ^ і Г ^ Ч Ц Т ) "

G*]ft< l ,  C2 > 0  -сталі (s-ej+it, Itl-—  o o ).

Тоді для 0 < a < q ,  і x  — ©о

JZ  f(n;a,q,) =  2Ж \ №<£)_ F1(S))'“g'ds +Б(а)ХІА(п)+
n<x C n*a

+ o ( f e ' i W "r' £)

з деякою абсолютною сталою A  > 0 .

В роботі розглянуто застосування цієї теореми:

Теорема. Нехай S (m .)= l , якщо m  можна зобразити у 

вді т = и г+^ 

падку. Позначимо

2. 2»
вигляді m = u + v ,  u , y e Z  і 0 (т )= О  в протилежному ви-
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п - г а а
8(m)=l, d*&(modq,) 

0 < 4 i ( j < x

V l o i j x "
Тоді для кожного К  «  lo^to^x Щ® X  —  °о  має місце 

асимптотична формула

і ^ в С п ; *  Aof (Ц ^ f  + X ї  (Ц  а) 2 +

к - 1ч

К-0
■ Е  ( ^ б ,

-̂5,

+o(f(tas iTK' i ) * o ( | ( i o ^ r 1)H-o(|ec(,̂ >’s'E)

/сталі в символах " О " не залежать від х , а , су , а сталі Ао» 

Ав . В *  і th - ефективно обчислювані/.

Нарешті, в § 6 ми вивчаємо узагальнену задачу дільників. 

Нехай h . k e M ,  (h ,k )« l .  Розглянемо ряд Діріхле

№ e s > 1 ) -n*l
Спочатку ми доводимо, що E(s-, ■&) можна зобразити у вигляді 

E ( S ; ^ )  =  E 1(S ;^ )+ E a( s ^ ) ,  Де кожна з функцій E j ( s ; £ )  до­

пускає аналітичне продовження на всю В -площину /за винятком 

точки 3  = І / і мають місце функціональні рівняння Риманівсько- 

го типу

k V r * ( § ) E M )  -  ,

k V r 2( ¥ ) E M )  -  I ) ,

/де h h  3= l(modbc)/.
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Це дозволяє знайти для суматорної функції

D (х ; к) = 21 тсгое2*1̂
п*х

аналог формули Вороного

Д (х-.£) - DCx-,fe)-f(to5x*2j-l-2tojk)-E(o;b)-

Ми будуємо асимптотичну формулу для середнього квадрату мо­

дуля А ( х ; ^ ) :

Теорема. Для Х » к  має місце асшптотична формула

х

ІД(х; £*($) $ Ъ)КХ* + о(кхіо^х)
і

з абсолютною сталою в символі " О  ".

Якщо К дорівнює І, то ми маємо класичний результат в проб­

лемі дільників Діріхле.
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