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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
— і. * ' ■ ' — —* ....— V "■■■■

Аятаудьность.темы. .Диссертация посвящена исследованию 

скорости сходимости итеративных методов приближенного реше­

ния интегральных уравнений Фредгольма П рода. Наиболее про­

стым и известным итерационным методом является метод после­

довательных приближений. Но сходимость этого метода предпо­

лагает достаточно сильные ограничения на интегральные опе­

раторы. Поэтом/ еще со времен Е.ймидта (1907) ведутся раз­

работки и исследования разнообразных итеративных методов, 

которые сходятся тогда, когда метод последовательных приб­

лижений не может быть применен. Обширный класс методов та­

кого рода составляет так называемые одношагоаые аппрокси- 

мацнонно-итеративные метода. Различные схемы построения 

этих методов предложены в работах Ю.Д.Соколова, В.И.Лебеде­

ва, А.М.Самойленко и Н.И.Йзнто, А.Ю.Дучки, Н.С.г!урпеля, В .К . 

Дзядыка. В данной работе основное внимание сконцентрировано 

на выяснении вопроса об оптимальной скорости сходимости не­

которых типов аппроксимационно-итеративных методов. А имен­

ие, проекдаонно-итератизных методов Сонолова-Дучки-Курпеля, 

методов типа метода С. Д. Соколова и КР-методоз Лебедева.

Следует сказать, что исследовпния проблемы оптимиза­

ция скорости сходимости аппроксимационно-итератизных мето­

дов решения интегральных уравнений были начаты в работах 

С.В.Пареверзеаа и про додже»! его ученицей М. А.Синенко. Эти 

результаты относятся, главным образом, к случаи интеграль­

ных уравнений Фредгольма П рода, ядра которых имеют конеч­

ную гладкость, т .е . фиксированное число чайных производ­

и в * ограниченных в той или иной метрике. Между ти», еще в 

программной работе К. И.Еабенко отмечалась важность рассмо­

трения случая бесконечной гладаосги. Кроме того, очевидный 

шаерес представляют слабо-сингулярные интегральные урав­

нение* естественно возникающие в целом ряде задан матема— 

гичвсаюй физики. Поэтому представляется целесообразным,



продолжал исследования С.В.Лереверзева и М.А.Синенко, рас­

смотреть задачу об оптимальной скорости сходимости основ­

ных аппроксимационно—итеративных методов на классах урав­

нений Фредгольма с бесконечно дкфференврЩу'ешми, например,

аналитическим, и слабо—сингулярными ядрами. Зтоцу и посвя­

щена данная диссертация.

Цель работы состоит б получении точных порядковых оце­

нок оптимальной скорости сходимости проекционно-итеративных 

методзз, методов типа метода Ю.Д.Соколова и КР-методов В.И. 

Лебедева на классах уравнений с аналитическими, гармониче­

скими в сагсбо-аакулярныки- ядрами, а тайке - в указании ме­

тодов-, обеспечда акзнх оптимальную по порядку скорость схо­

димости.

Мато дуг ка у следов а ний. Основные результаты диссерта­

ции получены путем привлечения методов современной теории 

наилучзкх приближений и функционально: ' ; "боте

систематически используются теорема о поперечнике шара, 

элементы общей теории приближенных методов 1.В.Канторовича.

Научная.#адизна и практическая значимость. Основные 

результаты работы являются новыми и в определенном смысле 

неудучшаямы. Они состоят в следующем:

- установлено, что да» классов уравнений Фредгольма

Д рода е периодическими аналитическими и гармоническими яд­

рами порядки оптимальной скорости сходимости адаптивных и 

неадаптивных вариантов проекционно-итеративных методов и 

методов типа метода Ю.Д. Соколова совпадают, найдеш эти по­

рядки и указаны реализующие их методы;

< - для интегральных уравнений с аналитическими и гармо­

ническими ядрами найден точный порядок оптимальной скоро­

сти сходимости неадаптивных КР-методов, шстроевдых на 

базе ортопроекторов;

- подучены порядковые оценки оптимальной скорости схо­

димости про екдаонно-итеративных метода и методов типа ме­

тода Ю. Д. Соколова на классах слабо-сингулярных интегральных

2.



уравнений с одрами типа потейпдеала.

ЇЬбота носит теоретический характер- Установленные а 

ней факты могут быть использованы при построении методов 

репения прикладных вадач, связанных с интегральными урав­

нениями.

Аппобапин работы и публикации. Полученные в диссер­

тации результаты докладывались и обсуждались на семинаре 

отдела теории приближений Института математики НАН Украины, 

на У научно-теоретической конференции молодых ученых и спе­

циалистов Каракалпакского госунизерситета (Нукус - 1993), 

на международной научной конференции "Теория приближения и 

задачи вычислительной математики" (Днепропетровск - IS93).

Основные результаты выполненных исследований опублико­

ваны з [1 - 5 ]  .

Структура и объем работа. Диссертация объемом 115 

страниц машинописного текста состоит из введения, десяти 

параграфов и списка цитированной литературы из 34 наимено­

ваний.

ОСНОВНОЕ СОДЕРШИЕ РАБОТЫ

В первом параграфе прядстаэЛено описание адпроксимавд- 

онно-итеративных методов, которые исследуются в дальнейшем.

Цусть v\. -линейное нормированное пространство, а 

F ¥  - некоторое А /  -мерное подпространство X  . Че­

рев v/ (  ) обозначим множество операторов проектиро-

ВЫ®§ (проекторов) из X  a F м  . Кроме того, через 

^ v  *  ^  v  ( X )  будем обозначать множество всевозмож- 

шас проекторов на произвольные подпространства X  фикси­

рованной размерности А /  .

Рассмотрим в .X  линейное одераторное уравнение П

ром

3„



4.

зг =  Н і. •+ f

(I)

где • if - искомый элемент, f  - известный элемент, а 

н  - некоторый линейный непрерывный оператор из X  В

X .
Как уже отмечалось, в диссертации рассматриваются сле­

дующие одношаговые аппроксимационно-итератизные методы при­

ближенного решения (Ї): проекционно-итеративные методы 

(PI-игетоды), методы типа метода Ю. Д. Соколов а и КР-методы 

В.И.Лвбедева. Каждый из названных методов можно рассматри­

вать как комбинацию метода последовательных приближений и 

некоторого проекционного (прямого) метода. Кроме того, каж­

дый из них суть линейный, стационарный итетшюонный процесс, 

определяемый формулой вида

Здесь %т-ч - приближенное решение (!), определенное на 

предыдущем шаге итерации, а 3  - некоторый линейный опе­

ратор, характеризующий итерационнвй метод. Так, например, 

в зависимости от того или иного проектора Р  « 
проекционно-итеративный метод может быть задан формулой 

(2 ), в которой

&  *  *  вр1(Н,Р) = I  - Н(1 -рну'р, (3)

т *  У, X , . . .  .

где 1  - тождественный (единичный) оператор. С другой сто­

роны, МёТоДЫ типа метода L. Д. Соколова определяются формулой

(2) при



5 .

6= 4 - =  К , (Н >Р > = г  * н ( і - р н у . , 4)

В сзою очередь, КР-методы задаются формулой (2 ), з кото­

рой

6 =  = І + (Т-РИҐРН  ® >

Второй параграф диссертации содержит постановку зада­

ча об оптимальной скорости сходимости аппроксимадаонно- 

итеративных методов.

Будем говорить, что стационарный одгюшагозый итерацион­

ный процесс (2) сходится я решению х уравнения (I) со 

скоростью геометрической прогрессии со знаменателем сp i ,  

если для любого Ш -» 4, Л., . . .  справедливо неравенство

/  * -  *mfx * cj :>
где постоянная с не зазисиыит от и m .

Итерационный процесс (2) можно представить как ме­

тод последовательных приближений

и т .

( 6)

для уравнения

Г *  * г >
(7>

*  *



б.

^  эквивалентного исходному уравнению ( I ) , где оператор Т 
определяется равенством

г « .  Т(В,Н) = В Н - В + I  (8)

Известно, что если оператор Г  вполне непрерывен и его 

спектральный радиус

Г ( Т )  = А -  / Г * / ^
Лінгоо Я - Х  ;

удовлетворяет условию О  < Ґ ( Т) < і , ТО метод 

последовательных приближений (6) сход::тг.т оббегу точ­

ному решению равносильных уравнений ( Ї) и (7) со ско­

ростью геометрической прогрессии со знаменателем Р(Т) .
*

Мы будем рассматривать в дальнейшем лишь такие опера­

торы Н  и 3  , при которых 7" - Г ( &,tt) вполне

непрерывны И О С Ґ ( Т )<. 1 .

Таким образом, можно утверждать, что Р1-методы (2),

(3 ), методы типа метода Ю.Д.Соколова (2), (4) и КР-

методы (2 ), С5) сходятся к решению уравнения (I) со

скоростью геометрических прогресйий, знаменатели 

\  (Р. н )  И которых соответственно равны

4 (ЦП) = Si* // Tn(BjHP), /І)Ґ Г/ 1 y ' x-x 5



а. Г в  Н) -  - t'w Ч 7" ft)fa JL -+■ Л 5

7 ,

,  (р,Ц) = А -  / Г " ( 6  (Н,Р). Н )Ц ' "
Гз ^  Х - Х  *

В свою очередь, 38ЛИЧИНЫ

Я  ( Р } К )  ^  * “ Р  Я ( Р , Н )  < = і , ї , ь ,  
Іі Н В

определяют знаменатели геометрических прогрессий, со ско­

ростью которых перечисленные выше аппроксимаиионно-итера- 

тивные методы сходятся при фиксированном проекторе Р  к 

решению любого уравнения (7) с оператором Н  из неко­

торого класса ~}С . Таким образом, скорость сходимости

итерационных методов из § I на фиксированном классе £ £  
определяется лишь выбором проектора Р  *  (  X  )
Естественно осуществить этот выбор оптимальным образом.

№  будем рассматривать два подхода к оптимизации ско­

рости сходимости аппроксимационно-итеративных методов, 

описанных в 5 І. Первый подход, который будет называться 

адаптивным, состоит в оптимизации скорости сходимости в

смысле величины

Я  ( аеіаР, X )  = s u p  i n f  о  ( р  Н )  (9) 
Р‘>  И * X  Р •?„(& ) h

і  а  /, X , 3



8.

В рамках такой оптимизации попадают методы, при которых 

проектор р  проектирует на подпространство, приспосаб­

ливаемое (адаптируемое) к оператору Н е Э£ из кон­

кретного уравнения ( Ї) .

. Вторым возможным подходом к оптимизации скорости схо­

димости является неадалтизный подход, при котором осущест­

вляется оптимизация в смысле величиные

о  (nomad , Ж ) = t « /  і п /  Ч. ( РгЯ )  Ш

Ч,Ы F „ c X  Р  * & ( ? „ ) •  I

dim F -N .
♦ t s. 1. Л, 3

В этом сдузае всем операторам /і є М’ - -?тся

одно и то же подпространство „эг-ж ага юд-

пространстао выбирается наилучшим образом для всего класса

Ж  .

В настоящей работе будут получены результаты, относя­

щиеся к обоим приведенным подходам.

В § 3 определяются основные классы интегральных опера­

торов, используемые з настоящей диссертации.

Цусть L 2 - гильбертово‘пространство функций f (t),
Суммируемых в квадрате на ( О ,  ’■АЗґ ) с обычной нормой и 

скалярным произведением, а "У" - некоторое линейное норми­

рованное подпространство, вложенное в L л с константой 

вложения I.

Черёз =  х у (л,  а ,  а )  обозначим класс

интегральных операторов Фредгольма вида

iJT

Н г(і) = J НН,?) 3L(T)ct*



удозлетвордацкх следующим условиям:

//(I-H f'tt  І /, , It till ПНІ
L ^L  Ji L~y 3 LrY 3

где H *  - оператор, сопряженный к оператору ІІ , рас­

сматриваемому как оператор, отображающий Lx в себя.

Предположим еще, что норма б V  определяется соот­

ношением

/ / / ,  = ////_ ♦ I P y f ^  ,

где Z>y - некоторый оператор из V  в L х .

Положим

■н' =  Ху (/.,/>,а) = { н :  Не я у ,

KPyiii'l < f, } .
Lл

В качестве вложенного в А х нормированного прост­

ранства Y  будут фигурировать два функциональных цроет- 

ранства, традиционно рассматриваемых в теории приближения

- пространство А непрерывны?: ^  - периодических

функций, допускающих аналитическое продолжение в некоторую 

полосу { . jf  a f + / Ї  ;  -6 6 d-°«( «в ) Т С С-А , А ) }
комплексной плоскости, и пространство А''0 непрерывных 

„ Зриодических функций У (і) , предсталИІ-ШХ э

q



ВВД8 f ( i ) * U ( f , * ) r 04.J><l , ГДЄ
гармонична в единичном круге на плоскости с полярной систе­

мой координат.

тации используются обозначения Jj, и . Определен­

ные таким обпазом классы содержат интегральные операторы с 

ядрами, обладающими бесконечной гладкостью по каждой пере­

менной. В §3 отмечается, что эти операторы естественно воз­

никают при использовании так называемого метода граничных 

интегральных уравнений при решении краевых задач а облас­

тях, ограниченных замкнутыми бесконечно гладкими кривыми.

Кроме введенных вше операторных классов, в диссерта­

ции рассматривался еще классы интегральных операторов с 

дцрами типа потенциала

Действие этих операторов естественно рассматривается из 

пространства С  непрерывных на £о,1] функций з прост­

ранство функций, удовлетворяющих на [0 ,ї]

условию Гельдера с показателем і - «t Через

При У  - АП классы

будем обозначать соответственно через и , а

при У  = г -"5 для классов и <7£у з диссер-

h * ( t )  = f * ( T ) d T 0 ос ы. 4. І {ID
і/і-ггґ

( РііРх) будем обозначать класс операторов ви­

да СШ » удовлетворяющих условием

И ( 1 ~ н П  4 Л  ЯНН і  д
С - С  '  С - * * 1- *  1  •

Кроме того, обозначим через (  Д , )

ю .



и.

класс операторов Н е  Я. , коэффициенты fi (tjTj 
которых принадлежат шару радиуса в соболевском про­

странстве непрерывно дифференцируемых функций двух пере­

менных.

5 4 содержит некоторые вспомогательные сведения из 

теории приближения и функционального анализа, в частности, 

приведены теорема о поперечнике шара, теорема о поперечни­

ке эллипсоида, теорема двойственности, оценки приближения 

суммами Фурье по тригонометрической системе и системе фун­

кций Хаара.

В §5 5 , 6 рассматривается задача оптимизации скорости 

сходимости РІ-методов (2), (3) и методов типа метода

Ю.Д.Соколова (2), (4)' на множестве интегральных уравне­

ний Фредгольма Б рода с интегральными операторами из клас­

са . Доказаны следующие утверждения.

Теорема 5 Л .

Я (ае*с*Р, Л ) X я (no»ad,dh)X e*p(--z).

Теорема 6. f.

о (a d a p ,d h) х Я (notictdj ^ ) X  Єхр(-Міі) . 

>Л,1/

При этом оптимальный порядок скорости сходимости РІ—мето­

дов и методоз типа метода £ .Д. Соколова на классе 

обеспечивается тогда, когда в рамках им (2), (3), я (2),

(4) в качестве Р  выступает ортопрсзктор на про-



стралстзо тригонометрических полиномов порядка V =

Щ теорем 5Л  и 6.Ї следует, что на классе 

оптимальная скорость сходимости Р1-методов в два раза ни­

же по порядку, чем оптимальная скорость сходимости методов 

типа метода Ю.Д.Соколова. Это довольно неожиданно, посколь­

ку при Р - S v прямые методы, применяемые ка каждом 

ааге итерации в рамках PI-ыетода и метода типа Соколова 

отличаются весьма незначительно.

Кроме того, а § б, следуя В.И.Лебедеву, выделяются 

основные элементарные операции,требуемые для реализации 

одношагозых аппроксимационно-итеративных методов. Это так 

называемые К-операции и Р-операпщ. Показано, что при 

довольно естественном критерии остановки итерационного про­

цесса ка классе w?/, оптимальные варианты Pi-методов и 

методов типа метода Ю.Д.Соколова требует примерно разного 

количества выполнений К-операций, но количество выполне­

ний P-операций для PI-методоз существенно выше.

В 5 7 получен аналог теоремы 5Л  для класса ^

Теорема 7Л . Цусть V =  [ ~ % l j  . Тогда

<3 ( a d a p ,  )  Я  о  ( n o n a o l  J )  X  
l*,V

x  j X ех/э (-Л/hi .

Сравнение этого результата с теоремой 5Л  проясняет 

влияние повышения гладкости на скорость сходимости Р1-ме- 

тодов в случае аналитических ядер. Дія случая ядер конеч­

ной гладкости это влияние было впервые исследовано в док­

торской диссертации А. Е. Лучки.

В 58 рассматривается вопрос об оптимальной скорости 

сходимости КР-метоХя (2), (5) на множестве интеграль-

12.



ІЗ.

ных уравнений с операторами из класса . Отмечается,

что схема рассуждений, позволившая в §§ 5-7 получить точ­

ный порядок оптимальной скорости сходимости РІ-МЄТОДОВ и 

методов типа метода L. Д. Соколова, не позволяет сделать это 

для КР-метода. Однако для неадаптивных КР-методэв, ис­

пользующих ортогональные проекторы F  , с помощ» конс­

трукции, основанной на теореме Дзойстзевдгасти, удается по­

лучить такой результат.

Й 8ЯВ&АІ- Црв V s  [ ~ ]

in f  in f 9 (P J j T )  X  о ( S  , 00 X
F^c Lx P

dimF^V  ; vj ъХр(т#Ь) ^

где - - множество ортогональных проекторов, дей­

ствующих ИЗ L х в F„  .
В § 9 приведены аналогии утверждений §5 5-8 для клас­

сов J j>  и интегральных операторов с периодиче-

скими и гармоническими ядрами. Дэкааано, например,

Теорема 9.?'. Іусть v  *  [ ~ £ ~ ]  " ^огда

О (adap,?:*) *  о (*»***, Tf*) X  

h* h *

У-

В § 10 исследуется вопрос об оптимальной скорости схо­

димости FI-методов на множестве уравнений с интегральными



операторами вида (II) из класса

Теорема Ю Л . При ы < ( о ,  і  )

f  ( aJap, Я Ы )Х % (***&, Я л) X cl (S ,ЖЫ) X АҐ~\ 
U,n ч,# *

где 6 Х - ортопроектор на линейную оболочку первых N 
функций система Хаара.

Отмечается, что для класса К  приведенный в тео­

реме Ю Л порадо к скорости сходимости может быть увеличен 

вдвое, если мы вместо РІ—методов будем использовать мето­

да типа метода Ю. Д. Соколова. Точнее, имеет место

Теорема ТО.2. При «.( е (  о, і )

'%(,%. К)* ъ* , •

где постоянная Є, не зависит ат W . ..

Таксао основное содержание диссертации.

Автор ;благодарит своего научного руководителя докто­

ра фЕЯико -математикесклх наук С.В.Дереаерзава за внимание 

и по столкнул оомовд» в работе.
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