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Загальна характеристика роботи

Актуальність теми. В основі багатьох наукових та техніч­
них питань лежить задача розрахунку тих чи інших фізичних 
полів, що зводиться, як правило, до розв’язання крайових задач 
математичної фізики, які припускають зображення у замкненій 
формі (точні розв’язки) лише у виняткових вішалках. Основни­
ми методами розв’язання подібних задач є наближені чисельні 
методи, провідна роль у розвитку яких належить російським та 
українським вченим Самарському 0 .0 .. Марчуку Г.І., Яненко 
М.М., Макарову В.Л., Сергіснко І.В., Ляшко І.І.,'Молчанову 0 .0 . 
та іншим.

Найбільш універсальними з наближених чисельних методів є 
проекційні методи -  метод Рітця. Бубнова-Галеркіїіа та інш. Ро­
звиток технічної бази (ЕОМ), досягнення в математиці і в самій 
теорії проекційніх методів, а також в теорії апроксимації за допомо­
гою функцій з скінченними носіями привели до побудови обчислю­
вальної індустрії, що базується на проекідйно-сіткових методах. 
Методи скінченних різниць (сіток), скінченних елементів (MCE), 
варіаційно-сіткові методи (ВСМ) сьогодні розглядаються як різно­
види проекційно-сіткових методів, а точніше як просто проекцій­
ні, обумовлені різним вибором локальних апроксимуючих функцій. 
Тому надалі, акцент\точи уваг)' на MCE. будемо розуміти, що мова 
може йти і про будь-якій з вказаних методів. Інтерес до них обу­
мовлений у першу чергу можливостями автоматизації алгоритмів 
і роботою з системами рівнянь, що мають розріджені матриці.

Щоб одержати прийнятну точність розв’язання, доводиться 
оперувати з матрицями великих розмірностей. Тому постає питан­
ня про обмеження на зростання розмірності системи рівнянь. Інак­
ше кажучи, коли треба перервати здійснення процесу, що лише в
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нескінченності зводиться до точного розв’язання. Для скінченно- 
різницевих та проекційно-сіткових методів -  у процесі нескінчен­
ного зменшення кроку; для методів Рітця, Галеркіна та інш. -  у 
процесі необмеженого збільшення числа координатних функцій. У 
зв’язку з цим, мабуть, головним є питання вірогідності здобутих 
наближень. Існують два підходи до його розв'язання. По-перше, це 
теореми загального характеру, що гарантують а-пріорі збіжність 
на границі з оцінками, що мають малу величину (наприклад, h- 
крок сітки, h — 0) та деякі константи, що входять в оцінку. Як 
правило, ці теореми розраховані на "найгіршу ситуацію” у дано­
му класі задач, константи важкообчислювані (часто навіть їх по­
рядок). Tom' а-пріорні оцінки мають більше теоретичний, а ніж 
практичніш інтерес. Практичнішими є апостеріорні оцінки. Ця ро­
бота саме й присвячена деяким питанням теорії апостеріорної оцін­
ки результатів стосовно розв'язання крайових задач математичної 
фізики за допомогою так званих екстремальних задач з чисельною 
реалізацією проекційно-сітковими методами (або MCE).

Дисертація в цілому викошувалася в період з 1989 по 1993 
pp. у лабораторії автоматизованих систем та наукових до­
сліджень механіко-математичного факультету Харківського дер­
жавного університету за держбюджетною темою "Розробка ме- 
тематичних моделей для дослідження впливу зовнішніх чинників 
та теплових полів на механічні системи зі складною геометрією’’ 
(Держ. per. N  81105500).

Ступінь дослідженності матеріалу. Суттєвим фактором 
при розробщ методу апостеріорної оцінки результатів є теорія 
подвійності для опуклих функціоналів, що супроводить чисель­
ну реалізацію крайових задач. Ця теорія виникла у процесі ро­
звитку опуклого аналізу, що склався як самостійна дисциплі­
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на в середині цього століття. Істотним розвитком теорії пере­
творень варіаційних задач (із застосуванням в теорії пружності) 
стали праці школи М.П.Абовського, де використовуються ре­
зультати засновників опуклого аналізу Куранта і Гільберта. У 
крайових задачах механіки суцільною середовища слід відзначи­
ти фундаментальні монографії П.П.Мосолова, В.П.М’ясникова та 
В.Л.Бердичевського. У деяких випадках перетворення подвійності 
(наприклад, у класичній задачі про течію бінгамовських рідин -  
задача ,\ Іосолова- А Г ясникова) дозволило уникнути суттєвої про­
блеми. що виникає при побудові подвійних задач -  наявність дифе­
ренціальних зв’язків. У цьому значенні ідеї названих авторів були 
стартовими для даної роботи. Серед зарубіжних дослідників слід 
виділити відомі роботи Екланда і Темама, праці чеської школи під 
керівництвом Нечаса.

Використовуючи знання цих авторів та аналізуючи наяв­
ні недоліки, В.І.Калиниченко запропонував подвійні методи ро­
зв'язання крайових задач з апостеріорною оцінкою похибки, що 
враховують особливості структури операторів крайових задач. Ав­
тор дисертації продовжив дослідження цієї проблеми і розглянув 
питання побудови подвійних методів чисельного розв'язання край­
ових задач для рівнянь еліптичного типу на базі MCE.

М ета роботи та основні завдання наукового досліджен­
ня. Метою дисертаційної роботи є розробка подвійних мето­
дів чисельного розв'язання крайових задач математичної фізики 
еліптичного типу з гарантованою точністю на основі MCE і побу­
дови подвійних функціоналів спеціального типу, вільних від дифе­
ренціальних зв’язків.

Основні завдання роботи полягають в:
1) розвитку метопу введення функціонального параметру
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В.І.Калиниченка стосовно крайових задач математичної фізики;
2) розробці та теоретичному обгрунтуванні подвійного методу 

чисельного розв'язання крайових задач еліптичного тппу з гаран­
тованою точністю на базі MCE;

3 ) побудові, налагодженні та тестуванні комплексу програм, що 
реалізує подвійний метод.

Методи дослідження. При виконанні теоретичних досліджень 
як базисний використовувався метод введення функціонального па­
раметру при побудові подвійних функціоналів. В основі чисель­
ної реалізації лежить метод скінченно-елементної: апроксимації іх> 
зв'зувашіх задач.

Теоретична цінність дослідження та його наукова но­
визна. Дисертація с закінченою наугово-дослідною роботою, в 
якій розроблено й вивчено нове розв’язання для чисельної ре­
алізації крайових задач математичної фізики, що описуються ди­
ференціальними рівняннями еліптичного типу з гарантованою 
точністю на основі побудови подвійних функціоналів спеціально­
го виду.

Основні нові наукові результати, що виносяться на захист, здо­
буті особисто автором:

1. Методика дослідження чисельного розв'язання крайових за­
дач еліптичного типу:

а) алгоритм побудови подвійних екстремальних задач спеціаль­
ного віщу, в яких невідомий розв язок більше не підтягає диферен­
ціальним обмеженням у багатозв'язкових областях;

б) доведення теореми збігу MCE для подвійних задач;
2. Побудова подвійного методу чисельного розв'язання крайо­

вих задач еліптичного типу із заданою точністю на основі MCE і 
введення функціонального параметру:
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3. Методика розвитку MCE щодо теорії подвійних екстремаль­
них задач за рахунок зняття обмежень у областях розв’язання, та 
поширення класу задач, до яких застосована скінченно-елементная 
апроксимація.

4. Комплекс програм, що реалізус подвійний чисельніш метод, 
та функціональні програми, що забезпечують:

а) автоматичну тріангуляцію областей розв'язання;
б) візуалізапію здобутих рішень у вигляді поверхонь та ліній 

рівня;
в) реалізацію методів лінійної алгебри для розв'язання систем 

лінійнігх алгебраїчних рівнянь великого порядку з розрідженими 
матрицями.

Теоретична цінність здобутих результатів у цілому полягає:
1) у можливості використання при дослідженні суттєво неліній­

них крайових задач;
2) у застосуванні для теоретичних обгрунтуваннь гарантованої 

точності у наближених методах;
3) у можливості здобуття двусторонніх наближеннь для самих 

розв'язків крайових задач (покрапковий збіг), стартовою для них 
є “вішка по енергії".

С тупінь достовірності. Усі теоретичні й практичні резуль­
тати мають високій ступінь достовірності. Теоретичні результати 
розглянуті на конкретних задачах математичної фізики та оформ­
лені у в і  гі ' ляді доведенних теорем. Чисельні результати теоретич­
но обгрунтовані та підтверджуються розрахунками для тестових 

задач. Точність наближеннь функціоналів енергії оцінюється чи­
слами порядку 1(Г*- 1(Г5, а точність наближенних розв'язків -  
числами порядку 10-3- 1(Н, що значно перевищує відомі апріор­
ні оцінки, здобуті, наприклад. Міхліним, С'ярле та інш.
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П рактична цінність дослідження. Здобута методика до­
слідження чисельного розв'язання крайових задач еліптичного ти­
пу має істотну практичну цінність для великого класу науково- 
технічних задач, що знаходять широке застосування (проек­
тування енергетичних установок, дослідження гідродинамічних 
процесів, розрахунок електромагнітних полів та інш.). Широка 
область практичного використання пояснюється тим, що побудо­

вані подвійні екстремальні задачі та доведеня теореми збігу MCE 
для подвійних задач повністю вирішують питання про вірогідність 
здобутих наближень. !

Крім того, побудована подвійна екстремальна задача дає краші 
наближення до коградієнту. ніж пряма. Це. наприклад, дозволяє 
ефективно використати її при розрахунках діфузії нейтронів ядер­
них реакторів.

Введення спеціального функціонального параметру (о-параметр) 
дозволило зняти диференціальні зв'язки у подвійній задачі і, зав­
дяки цьому, відмовитися від неузгоджених скінченних елементів і. 
внаслідок цього, прискорити збіг і покращити апроксимацію.

Це також дає змогу поширення одержаних результатів і теорем 
подвійності на класи крайових задач, що опис\тоться еволюційни­
ми рівняннями (спільно з методом Роте), наприклад, при розра­
хунках температурних полів.

Суттєве значення мають комплекс програм й окремі його ком­
поненти, які забезпечать автоматизацію тріангуляції областей 
розв'язання, розв'язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь ви­
сокого порядку з розрідженими матрицями, візуалізація здобутих 
результатів у вигляді поверхонь розв'язків та ліній рівня тощо.

Впровадження наукових розробок. Подвійний метод чи­
сельного розв’язання крайових задач еліптичного тішу, а також
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програли! для розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь 
високого порядку з розрідженнпми матрицями, для візуалізації ро­
зв'язків систем і тріангуляції областей розв'язання, орієнтовані на 
персональні обчислювальні машини клас}- IBM/AT, використову­
ються для практичних розрахлтаів теплових полів задач констру­
ювання та модифікації рухомого склад}' в курсі лекцій "Матема­

тичне моделювання в задачах електротранспорту” в Харківській 
державній академії міського господарства (ХДАМГ).

Запропонованій подвійний метод чисельного розв'язання крайо­
вих задач еліптичного типу, побудовані програші використуються 
з початку 1995 р. для практичних розрахунків теплових та елек- 
тричних полів, організіції та проектуванні автоматизованих ро­
бочих місць інженерів міського електротранспорту і будуть вико­
ристовуватися Далі у науково-дослідній роботі кафедри міського 
електротранспорту ХДАМГ.

Апробація роботи. Основні результати дисертаційної роботи 
доповідалися на VI Міжнародному симпозіумі "Методи дискрет­
них особливостей у задачах математичної фізики" (м.Харків. 1993 
p.), II Українській науково-методичній конференції "Використан­
ня персональних ЕОМ у навчальному процесі вищого навчального 
заклад}" (м.Львів,1993 p.), науково-технічній конференції викла­
дачів, аспірантів та співробітників Харківського інституту інже­
нерів міського господарства (м.Харків,1994 p.). IV М і ж н а р о д н і й  

науковій конференції ім. академіка М.Кравчука (м.Кіпв,1995 p.), 
на республіканському семінарі "Прикладні методи математики і 
кібернетики” (м. Харків,Інститут проблем машинобудування НАН 
України,червень 1995 р.,кер.В.Л.Рвачов).

Публікації роботи. Здобуті у дисертаційній роботі резуль­
тати надруковані в 7 наукових працях, включаючи 4 статті, 1
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навчально методичніш спецкурс, 2 тези доповідей.
Особистий внесок автора. У роботі [1] автору належить 

розробка подвійного метод}’ чисельного розв'язання крайових за­
дач, їх скінченно-елементної апроксимації; у роботі [2] розроблений 
варіант алгоритму графічної візуалізації межі області; в роботі [3] 
побудовано блок у комплексі програм, що забезпечує виконання 
математичного апарату лінійної алгебри та скінченно-елементної 

апроксимації прямої та подвійної задач; у [4] дисертантом викона­
но всі обчислювальні роботи однієї задачі теплопровідності у брусі 
складної геометрії; у [5] розглянуто проблеми, пов'язані з існуван­
ням дифе]зеиціальних зв'язків в областях розв'язання крайових за­
дач; в [6] запропановано поширення двосторонньоьго чисельного 
методу на розв'язання одного класу сінгулярнпх операторних рів­
нянь: [7] демонструє методику, розроблену автором та її програмну 
реалізацію розв'язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь ви­
сокого порядку з розрідженими матрицями.

Крім сказаного вище, дисертантом особисто здобуто не надру­
коване їм раніше доведення збігу MCE для подвійних задач.

Структура й обсяг роботи. Дисертаційна робота складаєть­
ся з вступу, 3 глав, закіїгчення. 26 таблиць. 27 рисунків, списку 
використаної літератури зі 100 найменувань -  обсягом всього 135 
стор. машинописного тексту.

Зміст роботи

У вступі обгрунтовується актуальність обраного напрямку, 
дається огляд літератури і результатів, здобутих іншими автора­
ми з питаннь, які розглядаються у дисертації; формулюється мета 
і основні завдання наукового дослідження; обгрунтовується теоре­
тична і практична цінність дослідження та його наукова новизна;
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подано інформацію про ступінь достовірності, впровадження нау­
кових розробок, апробацію і публікації наукових розробок.

Перша глава представляє з себе довідковий матеріал, необ­
хідний для розуміння подальших викладок. Вона грунтується 
на основних поняттях функціонального аналізу- та теорії крайо­
вих задач математичної фізики. Тут, зокрема, визначені класи 
диференційованих функцій (п.1.1), областей, які розглядаються 

(п.1.2), банахови та соболевські простори (пп.1.3,1.7). Введені та­
кож означення класичних та узагальнених розв'язків крайових за­
дач (ші. 1.4,1.5). Описані фу-ццаментальні поняття операторів типу 
Немицького (п.1.6 ), а також визначення лінійних функціоналів та 
сопряжених банахових просторів (п.1.8). Окремо визначено (п.1.9) 
поняття функції в терміні "слідів на границі" (п.1.9).

Друга глава в цілому- мас теоретичний характер. В ній приво­
дяться основні леми та теореми, стосовно подвійних методів ро­
зв'язання крайових задач математичної фізики. Вона складається 
з 9-ти підрозділів, су п. яких в наступному-.

Спочатку (п.2.1) вводиться поняття монотонних операторів, 
слідуючи класичному- виклад}- Гасвського X., Грьогера К. та За- 
харіса К. "Нелінійні операторні рівняння і оператори диферен­
ціальні рівняння". Потім (п.2 .2 ) детально висвітлено клас моно­
тонних потенціальних операторів, що мають важливе застосу-ван- 
ня в крайових задачах математичної фізики.

Наступним етапом є проблема оцінки похибок ЛІСЕ. У п.2.3 
детально з'ясовутоться апріорні оцінки, одержані Міхліним С.Г., 
С'ярле, Обеном та інш. Показано, взагалі кажучи, недоцільність 
апріорних оцінок, які представляють із себе чисто теоретичшш 
інтерес і мало значать в інженерній (практичній) діяльності.

У п.2.4 розвішається теорія подвійних задач, що пов’язана, в
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перш}7 чергу, з опуклістю функціоналів прямої задачі, де на її 
основі побудовані апостеріоні оцінки похибок.

Центральним результатом глави 2 (п.2.5) ми вважаємо дове­
дення теореми про збіжність для подвійної задачі. Тут доведено 
приналежність методу Рітця та його збіжність для "зустрічних" 
задач.

Теорема. Нехай щ  і vh -  деякі, не виходячі з класів U і І , 
наближені розв'язки прямої та подвійної задач на регулярній сітці 
MCE (в поліедральній області). Тоді прн г* =  АУ щ  є V відхші uh 
І l'h від точних розв'язків ц* і г* відповідно не перебільшує величин 
8\ І 62. де

належить класу =  0 при
і £  j '  i ' j  — 1-2,3; на <9П] задано умову першого роду, на (КЬ> 
-  умову др}того роду. на Ш з умову третього роду;

А  -  додатково означена та симетрична матріщя, ||о||у Є А^Ш).

= yjl{J+{uh) -  J  (i'h) > 11 і’Л — r*||d.

Тут /  права частіша крайової задачі, /  є /АП), с  Н"

І М І Р  =  р  ^ ( <  а ? »• V-U >  + с т /2)<Ю +  ^  j  ,

1' =  {и€ Иг1;2(П) : ц и  -  0} =И '1'2

V = h ' Є H jp  :< г, v >— 0 майже усюди на Ш г'. і =  2,3}.

J  (и) — -  р  {< AV и. Vu >  -feu -  2и/|с?П +  -  j ^ m r d s .  

J~(v) = -  r > + (/ + diw— < v, A~la >)2/6 jrffi.

q =  (ai, «2) Є [C \fj)]2, 8 = с -f d iva - < A~^a,a >> 0.

с > 0,c є (7 > О,

J +(u) = ̂  Ll< ЛVи. V і; > +ar - 2uf\dQ + ~ L’ cru^ds.

< a ,i/  > =  0 на Ж1‘2̂ < о, v > =  а  майже усюди на <917,3.
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Поняття про "слід функції на границі” розглянуто в п.1.9.
Окремо (п.‘2.6) демонструється приналежність а-параметру 

Калпниченка для рівнянь еліптігчного типу більш високих поряд­
ків.

Доведена також можливість апостеріоного оцінювання резуль­
тату в розв'язках нестаціонарних рівнянь (п.2.7). Викладки ре­
зультатів у цьом}- місці базуються, насамперед на теоремах Мо­

солова П.П.. доведених для еволюційних рівнянь, виходячи із 
варіаційних принципів.

В п.2.8 нами наведені приклади багатозначних перетворень 
Юнга-Фенхеля (зокрема, Лежандра) для функцій декількох змін­
них, у том)- разі і для крайових задач (Діріхле та Неймана для 
лапласіана).

Окремо досліджено проблем}- мінімальних (’’мильних”) по­
верхонь у п.2.9. Цей підрозділ має принциповий характер. Йо­
го слід розцінювати як розвиток та узагальнення пропонуючої 
методики, так як ш задачі мають специфічний характер, що не 
вписується в класичну теорію еліптичних рівнянь для крайових 
задач математичної фізики. Цей підрозділ пов'язаний щонайпер­
ше з проблемами геометрії, ніж з крайовими задачами і мас знач­
ний прикладний характер (наприклад, в проблемах перекрить в 
будівельній індустрії, тощо).

Третя глава мас чисто ілюстративніш характер. На достат­
ній кількості практичних (нетрівіальних) прикладів (19 при­
кладів) демонструються можливості ПОДВІЙНОГО ПІДХІД}’ до ро­
зв'язання крайових задач, які показують значні можливості подвій­
них варіаційних постановок. Крім можливості апостеріорно суди­
ти про точність початкових наближень, ми маємо можливість до­
статньо добрих наближень (порядку 10~'5 -  10"^) до коградіснту.
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Це особливо важливо (про що стверджує Главачек) в задачах 
діфузії нейтронів в ядерних реакторах і т.п. Про це свідчать при­
ведені таблиці (пп.3.4,3.5), де дня прямої задачі наближення до 
коградіснта нами навіть не приводились з прикладу їх слабкої 
збіжисті.

Для прикладу приведемо один з типових здобутих результатів.
Д ія двозв'язної області П, що являє собою круг радіус}’ R  — 1 

з вирізаним у ньому ромбом, розглядаємо розв'язок задачі

-Д м  = f(x.-y), (т,у) Є П 

з граничними умовами

и = 0, (аг, у) є<&.

де /  =  (х -0 .56)еУ~^— хусоз(х+у). параметр а — k(x,y f . к =  9,53. 
При розподілі області на 120 вузлів та 200 скінченних елементів ве­
личина прямого та подвійного функціоналів рівняється —0,036415 
та -0,036816 відповідно. Точність здобутого наближеного розв'зку 
задачі оцінюється числами порядку 10~'1

В п.3.1 викладено скінченно-елементщто апроксимацію прямої 
та подвійної екстремальних задач. Окремо у п.3.2 зауважено про 
розв'язання лінійних алгебраїчних рівнянь великої розмірності з 
розрідженими матрицями. Д ія MCE така задача є актуальною. їй 
присвячено значне число монографій та журнальних публікацій. У 
п.3.3 розглянуто елементи програмного комплексу щодо чисельно­
го розв'язання прямих та подвійних задач. Вони стосуються про­
грам. які забезпечують робот}- з розрідженими матрицями великої 
розмірності.

Суттєвим в главі 3 мас місце можливість використання уз­
годжених скінченних елементів, завдяки введенню ф}тжціонально- 
го а-параметру Калигагченка.
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Висновки

Сформулюємо основні результати, здобуті в дисертаційній ро­
боті:

1. Користуючись методом введення функціонального параме­
тру В.І.Калиниченка, розроблена методика дослідження чисель­
них розв’язків крайових задач еліптичного типу. Вона дозволяє 
одержати гарантований результат (наближення зверху' та знизу) 
для мінімуму функціоналу енергії, і, на цій основі, апостеріорно 
робити висновок про похибку- самого розв'язку. Методика, зокре­
ма. включає в себе алгоритм побудови подвійних екстремаль) п їх 
задач спеціального тішу, який суттєво розширює клас допустимих 
функцій, які не мають обмежень в області постановки задачі, а у 
деяких випадках і на її границі;

2. Доведена теорема про збіжність MCE для побудованих 
подвійних задач, яка дає можливість практичного застосування 
методики для розв'язання задач на ЕОМ;

3. Побудовано подвійній метод чисельного розв'язання крайо­
вих задач еліптичного типу з заданою точністю. Аналіз практич­
них розрахунків задач, виконаних завдяки цьому методу, показав, 
що точність наближених значень функціоналів енергії оцінюється 

числами порядку НГ4 -  іс г5, а точність садшх наближених ро­
зв’язків оцінюється числами порядку 10-3  -  10"4. Це значно 
перевищує відомі апріорні оцінки, здобуті, наприклад, Міхлінпм, 
С'ярле та інш.;

4. Внаслідок об'єднання методу введення функціонального па­
раметру і MCE суттєво розвішено клас задач, до яких застосовна 
скінченно-елементная апроксимація, а саме, вдалось уникнути не- 
узгоджених скінченних елементів;

■5. На основі розроблених засобів математичного і програмно-
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го забеспечення створено комплекс програм, спрямований на ро­
зв’язання плоских крайових задач, пов'язаних з диференціальни­
ми рівняннями в частинних похідних другого порядку' еліптично­
го типу для IBM/AT. Комплекс використовується для розрахун­
ків теплових полів задач конструювання та модифікації рухомого 
складу в курсі лекцій "Математичне моделювання в задачах елек­
тротранспорту” в навчальному процесі Харківської державної ака­
демії міського господарства, і для розрахунків задач організації та 
проектування автоматизованих робочих місць інженерів міського 
електротранспорту при виконанні на\тово-дослідної роботи кафе­
дри міського електротранспорту вказаного вузу;

6 . Сполука побудованого подвійного метод}- чисельного ро­
зв'язання крайових задач еліптичного типу та підвищення класу 
гладкості скінченних елементів з одночасним підвищенням ступе­
ня інтерполюючих поліномів (/>Л-метод) дає можливість значно 
зменшити похибку практичних розрахунків задач, які описують­
ся як еліптичними, так і еволюційними рівняннями. Практична 
реалізація цієї проблеми в подальшому становитиме основній! на­
уковий інтерес автора дисертації.
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Summary

Dorofeeva V.I. Development dual methods and their numerical 
realization for elliptic equation solution.

The t hesis is presented for the candidate science degree in physics 
and mathematics. The speciality number is 01.05.02 - Mathematical 
modelling, numerical methods in scientific research. The Institute 
for problems in machinery of the Ukrainian Academy of Sciences, 
Kharkov, 1995.

The thesis deal with dual method, which is used for the 
calculating solution of the ellipt ic boundary problem with the necesary 
accuracy. It is based on the dual theory and the finite element method. 
The finite element method asperation are proved for dual problem. The 
theoretical results are approved on a lot of examples with the help of 
the developed program complex.

Аннотация

Дорофеева В.И. Разработка двойственных методов и их чи­
сленная реализация для решения уравнений эллиптического типа.

Диссертация является рукописью, представленной на соиска­
ние ученой степени кандидата физико-математических наук по 
специальности 01.05.02 -  математическое моделирование и числен­
ные методы в научных исследованиях, Институт проблем маши­
ностроения НАН Украины, Харьков, 1995.
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В диссертационной работе рассматриваются вопросы постро­
ения двойственных методов численного решения краевых задач эл­
липтического типа с гарантированной точностью на основе МКЭ и 
построения двойственных функционалов специального вида, сво­
бодных от дифференциальных связей. Доказывается сходимость 
МКЭ для двойственных задач. Практическая реализация осуще­
ствлена на множественных примерах с помощью разработанного 
комплекса прикладных программ для ПЭВМ.

Ключові слова: крайова задача, апостеріорні оцінки похибки, 
варіаційні методи, подвійні екстремальні методи, двусторонні ал­
горитми. метод скінченних елементів.
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