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Загальна характеристика 
роботи

А ктуальність теми. Як відомо, лінійне рівняння другого поряд­
ку з частинними похідними може бути в області визначення, або її 
частині, гіперболічним, еліптичним чи параболічним в залежності 
від визначеності певної квадратичної форми. У цілому ряді мате­
матичних моделей реальних фізичних процесів рівняння на певних 
поверхнях змінюють тин. До них належить рівняння вигляду

ip(t)u,t + Ф ) щ  -  у>0) Дм = /(ж ,t), (1)

яке при ip(t) -  t, c(t) = const, ip(t) = a2, f ( x , t )  = 0 e відомим рівнянням 
Ейлера-Пуасона-Дарбу.

Вперше задачу Копгі з початковими даними на прямій t = 0 для 
рівняішя (1) у випадку

ip(t) = 1, c(t) = 0, /(a;,t) = 0, \J)(t) =  tm (m > 0), x 6 R 1

розв’язав Дарбу ще у XIX столітті. Однак систематичне вивчення 
різних задач для рівнянь з виродженням типу почалося у двадцятих 
роках нашого століття у роботах Ф. Трікомі. Задачу Коші для 
різних часткових випадків рівняння (1) (^>(0 = 1 )  досліджували С. 
Гелерстадт, Ф.І. Фрапкль, І.С. Березін, А.В. Біцадзе, М. Протер, 
Г. Хельвіг, Р. Конті і багато інших авторів. Було виявлено, що у 
випадку i/>(t) =  tm (т > 0), v>(0) > 0 задача Коші для рівняння (1) 
з початковими умовами на гіперплощині t = 0 поставлена коректно, 
якщо т  < 2.

У випадку т  > 2 для коректності цієї задачі потрібні додаткові 
умови на коефіцієнти при молодших похідних і праву частину рів­
няння. Крім того, якщо І < m < 2, то задача Коші ттакож може 
виявитися некоректною. У цьому випадку С.А. Терсенов задавав 
видозмінені початкові умови. У роботах М Л. Краснова, А.Б. Нер- 
сесяна, В.А. Брюханова, І.Є. ьгорова і інших авторів вивчалися 
мішані задачі для рівняння вигляду (1) при уз(0) > 0, V’(O) = 0.

Систематичне вивчення задачі Коші і мішаних задач для рівнян­
ня вигляду (1) у випадку, коли у>(0) =  0, ф(і) > V’o > 0 розпочалося



у п’ятдесятих роках XX століття і продовжується до наших днів у 
роботах Ф.Т. Варановського, В.Н. Братова, В.А. Бубнова, І.Є. 
Сторона,, Н.А. Ларкіна, С.А. Терсенова, С.Н. Гладатова, А.С. Ка­
лашникова, А.В. Лерябіної, П.Ю. Соболевського і С.М. Семенова, 
У. Лейтона та інших авторів. Зауважимо, що і в даному випадку, 
коли y>(t) = tm, (ти > 1), то класичні початкові умови можуть не бути 
коректними для рівняння (1). Лля коректності вимагається виконан­
ня додаткових умов на коефіцієнти при молодших похідних і праву 
частину /(*,*).

Найбільш повно задача Коші і мішані задачі для рівняння вигля­
ду (1) вивчені у випадку m < 2, c(t) > Со > 0 (або m > 2, с.(і) > 0,

ip'ft) ,
inf ~  0)* Значно менше такі задачі вивчені, коли тп > 2, с(і) > 0

і практично не вивчені у випадку с(і) < 0, або c.(t) =  0(ip'(t)). Крім 
того, практично пе досліджені задачі для рівняння вигляду (1) у ви­
падку, коли <p(t) обертається в нуль в кінцевий момент часу. Певний 
інтерес мають і нелінійні рівняння з виродженням.

У тридцятих роках нашого століття А.М. Тихонов вперше роз­
глянув задачу без початкових умов, названу ішм задачою Фур’е, 
для рівняння теплопровідності. Ця задача характерна тим, що ири 
t —*■ -оо  задається лише певне обмеження на зростання розв’язку. 
Пізніше задачі Фур’е. для параболічних і деяких інших еволюційних 
систем були дослідженні у роботах Івасишена С.Д., Олійник О.А. 
та інших авторів. Одним із напрямків розвитку теорії задач без по­
чаткових умов е вивчення їх для гіперболічних систем. Зауважи­
мо, що задача Фур’е у циліндричні^ області заміною часової змінної 
зводиться до мішалої задачі для еволюційної системи, яка сильно 
вироджується на гінерплощині задания початкових даних.

Відомо, що нелінійні рівняння з другою похідною за часом е до­
статньо важкими для вивчення. Існує багато математичних моделей 
реальних процесів, які містять такі рівняння. Сюди належить і рів­
няння типу поперечних коливань стержня. В даний час такі рівняння 
з нелінійністю у другій похід пій за просторовою змінною є недостат­
ньо вивченими. Тому, на наш погляд, вивчення таких задача є акту­
альним для завершення побудови загальної теорії лінійних рівнянь з 
частинними похідними, які вироджуються на гіпернлощшгі задания 
початкових даних. Тому запропоновані дослідження е актуальними
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для теорії рівнянь з частинними похідними і, зокрема, для завершен­
ня побудови загальної теорії лінійних рівнянь і систем з частинними 
похідними, які вироджуються на площині t = const.

М ета роботи полягає в побудові класів коректності мішаних за­
дач та задачі Фур’є для еволюційних систем з другою похідною за 
часом, частина рівнянь яких (або всі рівняння) вироджуються на 
деякій гінерплощині І = const в залежності від коефіцієнтів і правої 
частини системи.

Наукова новизна роботи полягає:

у знаходженні ефективних способів побудови просторів корект­
ності мішаних задач для лінійних і слабо,нелінійних еволюційних 
систем з другою похідною за часом, які вироджуються щх гіпер- 
плопшні задания початкових даних, за коефіцієнтами і правою ча­
стиною системи;
у встановленні поведінки розв’язків мішаних задач для слабо не­
лінійних еволюційних систем з другою похідною за часом, части­
на рівнянь якої (або всі рівняння) вироджується в кінцевий момент
часу;

- у побудові просторів коректності задачі Фур’є для слабо неліній­
них еволюційних систем з другою похідного за часом; 
у встановленні умов існуваїпія локального розв’язку мішаної за­
дачі для одного нелінійного рівняння типу поперечних коливань
стержня. 4
М етоди досліджень. У роботі використовуються метод регуля- 

ризації вироджених систем, метод І'альоркіна, метод компактності 
та метод штрафу. Ні методи дозволяють на основі апріорних оцінок 
гальоркінських наближень побудувати послідовності функцій, збіжні 
до розв’язків поставлених задач. Лля отримання апріорних оцінок 
суттєву роль відіграють певні диференціальні нерівності.

Н аукова та  практична цінність роботи. Робота мас теоретич­
ний характер і її результати сформульовані у вигляді теорем. Ро­
зроблені методи дають можливість ефективно встановлювати класи 
коректності задач для еволюційних систем з другою похідною за ча­
сом, які вироджуються на гіперплощині і = const, за  коефіцієнтами і 
правою частиною систем. Отримані результати та використані ме­
тоди дослідження можуть бути застосовані до подальшого вивчення
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еволюційних систем з виродженням, для розвитку загальної теорії 
рівнянь з частинними похідними. Результати дисертації також мо­
жуть бути використані при дослідженні деяких задач механіки.

Апробація роботи. Результати роботи доповідались на таких 
конференціях і семінарах:

-  щорічний спільний семінар Московського математичного товари­
ства і семінар імені І.Г. Петровського (Москва, 1985-1993 роки);

-  Республіканські конференції із нелінійних задач математичної фі­
зики (Львів, 1985 p.; Донецьк, 1987, 1991, 1993; Чернівці, 1989);

-  9 -та Радянсько- Чехословацька нарада із застосувань функціо­
нальних методів і методів теорії функцій до задач математичної 
фізики (Донецьк, 1986);

-  семінар з диференціальних рівнянь Математичного інституту ім. 
Стеклова (керівник В.II. Михайлов, Москва, 1993);

-  семінар Інституту математики НАН України (керівник M.JI. Гор- 
бачук, Київ, 1993);

-  семінар Інституту прикладної математики і механіки ІІАН Укра­
їни (керівник І.В. Скринник, Донецьк, 1992);

-  семінар з диференціальних рівнянь Чернівецького університету 
(керівник С.Д. Івасиніен, Чернівці, 1994);

-  Львівський міський семінар з диференціальних рівнянь (керівники 
Б.Й . Пташник і В.Я. Скоробагатько, Львів, 1985-1994);

-  семінар кафедри диференціальних рівнянь Львівського універси­
тету (Львів, 1985-1994);

-  виїздне засідання Відділення математики НАН України та секції 
математики Західного наукового центру НАН Укрвїни (Луцьк, 24
-  25 травня 1995 p.).
Публікації. Основні результати дисертації опубліковані в робо­

тах автора [1] -  [15].
Структура та об’єм роботи. Дисертація складається зі вступу, 

шести глав та  списку цитованої літератури, що нараховує 199 най­
менувань. Повний об’єм роботи -  288 сторінок, набраних і надруко­
ваних в редакторі ТЕХ.
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Зм іст  роботи

У вступі обгрунтовується актуальність теми, дано короткий ог­
ляд результатів, що мають безпосереднє відношення до теми роботи, 
викладено зміст дисертації.

Г лава 1 "Узагальнений розв’язок мішаної задачі для еволюційної 
системи з виродженням” складається з трьох параграфів.

У §1.1 формулюється наступна задача. Розглядається система

(Ф(х, t) wt +  С(х, t) w)t +  А и + G(x, t ) z  = F(x, t), (2)

де A u  = ( - 1 )H  D a(Aa?(x , t )Dt>w)+ Ba( x , t ) D a w,
|a r |= |£ |< m  |a r |< m

в обмеженій області Q t  = f t  x  (О, Г), ft С МЛ, #ft С Ст%і з крайовими

= 0 .  » =  0 ,..' . ,m  —1 (3)
ou St

і початковими

w(x,0) = 0, lim Ф(л, t) *"<(*> 0  .»= 0 (4)

умовами. Т ут ш =  (u.u) =  ...............v„),
F  =  (/і,---,/лг);Ф ,С ,Л 0^ (|а |.:= j/J| < m ),B *(|x | < ш), G -  квадратні
матриці розміру N  х N, причому

*<*.->- ( * ' (г >  І ) .

де Ф| -  матриця розміру І х і ,  л Е  -  одинична матриця розміру ( N  -  
і) X ( N -  I)', G(x,t)  =  d i a g { g j g s (*,<)}; z -  вектор-стовнчюс з 
координатами zt = |ui |',_aui , і =  1, . . .  ,1, t j  =

D °  =  ... |a| = «, + ••• + о..
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и  -  зовнішня нормаль до ST. Припускаються, що т > 1; УЛХ, І) =
о, » є о т а с  { i , . . . , N } ; a n ,  =  { i t. . . , J V } \ a n 3; Pi = р > 2, і є о л , ;
pt = 2, j  Є ЯЛа; матриця Ф задовольняє умову

(Ф0):  Vf e K ',v (* ,< )€ Q T Фі(*,<) = ф;(* ,і); (ф , (*,<)£,£) > ¥>(*ЖҐ.

причому ip(t) Є С[0,Т] П С'(0,Т}\ <р{ 0) = 0; > 0 , (G  (ОД’] і
V^(t) -  монотонна функція на (О,'/1].

О

Вводиться простір Я™'1 (<?г) як замикання за нормою

IN IA ,".i(g7. ) = ( / М ‘)и‘ї +  £
QT |a|=m

множини нескінченно диференційовпих функцій в Q t. рівних нулю и 
околі межі ST. Крім того, введено простори

І .  N

v ™-1 = п  я™-‘(0 т) х П  
і=1 і=/+1 

N

Хо = П
Означення. Функція

в
W(*,0 є  ^ т>1ПЛГоПіов((0,7’);(Я т (П))А')П С (|0 ,Г |;(іа(П))А')

називається узагальненим розв’язком задачі (2)-(2), якщо вона задо­
вольняє рівність

/  [ - №ix,t)u>i ■+■ V»|) +  D“ V)+
|e|=|0te«

+  (£«(*»<)“ . Ф) + (G(*t Q*> = f  {F{x,i)t *l>)dxdt
MS". J д7г
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для довільної функції V> Є V'1m l , ^(Т ) = 0 і умову «і(ж,0) = 0.
У §1.2 розглядається випадок слабого виродження системи. Си­

стему (2) названо слабо виродженою, якщо ip'(t) монотонно спадає на 
(0,7’]. Відносно матриць Фі, С, Aa(t зроблено наступні припущення:

(Ф|) : V* Є R', Щх,1) Є Qr ( * u S , 0  < ¥>і(0И*ЖІв.
ч>\ є £~(0,П,<МО>0,іє[0.Г);

«>,): Vf Є R', V(*,t) є дт (Фмі,О > M W m W
Ч>1 Є L°°(0,T);

(Со) : V( Є R n , V (* ,l)  €  (? r  ( C ( * ,* ) f ,0  >  C o(0lfl*.

Vf > 0 со Є L°°(e,T);

M „ ) :  f  ( ^ np ( x , t ) D pw,  D a w ) d x  >
11, |n|=|/>l<m

> «m J 53 |/->“w|2 rfa; -  do J  M 2dx, om > 0,
II, N=m n<

t Є [0,r),Vw Є ( / /m(n ))w,ft, = QT П {r =  <};
Aaf i ( x >l) =  ^ „ ( ж ,  i ) i  A a p ( x i t )  = . А а0Іх > O i  (®i 0  €  Ф т > | в | =  |/?| S  Я».

Покладено *

6o(t) = sup 5 3  ||£Гв (* ,т)||* ,і e  [0 ,Г];
1 <|a|<m

bi(t,f>0) = ™P( t 2<'° 5 3  ||і?в<(аг , г ) | | ' ) , і € [ 01Г],/>о€[0.1)}
0t l<|o|<m '

6,(*іА,) = HUP Є [0,T \ tPo € (0.1);
Q, <Pr(T)

• t  \ I \ 2c»(T)l^  = 'nX suP p °n r ) ~ ~Z7Z\\-[°.̂ i (o,«] L , <p,\T) J

Сформульовано і доведено теорему.
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Теорема 1. Нехай система (2) слабо вироджена, виконуються 
умови (Фо),(*і), (Со),(Ло) і, крім того,

Фі, Атр, Аар,, G Є L°°(QT); V£ > О Фи, с  є  L°°(Q.tT);
Ьі € П 0, П 1 =  0, 1, 2;ц , < 1;

2771
Р ~ 2 < -----  —, якщо n > 2m і р > 2, якщо n < 2m. Тоді задача (2)-(4)n — 2m
не може мати більше одного узагальненого розв’язку.

Крім того, виділено клас систем (2), для яких єдиність розв’язку 
зберігається і у випадку і\> < 1. Наведено приклад, який ілюструє 
точність цього результату; тобто, якщо Цр > 1, то задача (2) -  (4) 
може мати білше одного розв’язку.

Для формулювання теореми існування розв’язку задачі введено 
наступні число і функції:

. ,  /  Г , , 2со(т)1 [ 2со(г)1 \і/і =  inf max < sup І —tpt ( т ) ------ ; s u p ------------ ;lo .-П \ IOi5[  <pt(r) J ' | o , q  L <P>(r) J )
Со1,(«) =  яир||С((*,|)П2;

де c^o(0 -  незростаюча функція на (0,!Г], Ve > О u*>(<) є  L°°(e,T); 
Хо =  max{0;i^}.

Теорема 2. Нехай система (2) слабо вироджена, виконуються 
умови (Ф0), (Фі). (Ф»), (Со), (>М >, крім того, Ф\,Аар,Аа(н , С , С ,  € 
L~(Q T); Ve > 0 Фі и С,С, Є L°°{Q',T)\ Ьі € £~ (0 ,Г ), і = 0,1,2; 
« (* .* ) > < ю > 0 , і  Є 9Пі, (*,<) Є Qt \ "і < 0;

0 Qt

р -  1 <  п /{п  -  2 т ) , якщо п > 2т і р > 2, якщо п < 2 т . Тоді існує 
узагальнений розв’язок w(x, t) задачі (2) -  (4) і для нього справедливі 
оцінки:
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%dx < M ■
і’і+хо+Ь

M  -
s

2̂+*0+6
П

I \v(x,t)\2dx < M -—■■ ■■■ , t Є [О, Г), M = const.
J v Wn

Крім того, доведено теорему існування узагальненого розв’язку 
задачі (2) -  (4) у випадку i/j > 0.

Для подальших досліджень припускається, що матриці Ва і С  ма­
ють наступний вигляд:

СІХ t ) ~  ( С ' ( Х^  д  (х t) -  (  # І 0М )

де С 1, В \  -  квадратні матриці розміру І х І; С4, В* -  квадратні ма 
триці розміру (N -  І) х (N  -  І). Відносно матриці С1 зроблено при­
пущення:

(С і) : Vf Є R ', V(*,l) Є QT > сі(«)ІЄ|а,
Cj(t) > 0,t  Є ( 0 J I

Доведено єдиність узагальненого розв’язку задачі (2) -  (4) у випад­
ку, коли

*,(<)> 0, t Є (0,11  < 2.

ірз(і)и)1 (t)
Якщо, крім то го ,--------- ——  < 2, то також отримано умови існування

сп ч
узагальненого розв’язку задачі (2) -  (4).

У §1.3 розглядається сильно вироджена система, тобто система 
(2), для якої <p'(t) строго монотонно зростає. Зроблено припущення 

ІФз) = Ы ‘); €



1 2

Й Л І , | = '

(*<) • «У  - " f y 1" = *•<«)■ v>.«) 6 І,” (0,Г)

і введено множини та функції:

ал, =  a n , п { і , . . . , 0 ; an* = a n ,  n { /  +  i , . . . , / v j ;

b»(t) = m ax/sup — ; sup ||У^(х, т)||г '’1;
І Чі vV  (г)

8“р ^ ~ ^ = ^ ~ і 8“РІІ/іо^>т)ІІг'1}>< є 10.71.
якщо Of < оо, і

. L /А f llflo 0 . 7')lk /’‘ ||Д *(* ,г)||т '‘a x ja u p -  ^ r) i g U ^  .

8цр 1!̂ У ‘ ; вирцд*(ае,т)Цт* t є  [0,Г], 

якщ оЗ‘ =  оо; > ,  Є (0 , і ) ;

е  v < r  — ;,г р £  U r )  ;»SW<m ^ - 1 g ‘ lSlelSm

sup 53 ІІві(* .г)ІІ3гЛі*иР 53 lli£ ( i >T)ll2rPa;}.
Qt »£N£m Q', J

<e [0,T], ^ 6 ( 0 ,1 ) ;

й5«,Рі) = вир 53 ||дв|(*,г)||*г,л І« Є [0, аг],
g '  » < H < m

якщо О < оо, і

*»(<.«) = m ax/sup 53 Г f i ; аир ] P  ; •
U , sf e m  ^  « ' . s w s *  v ( r )

*up 53 t l^ (* .r)l!’raP9;8up 2  І|я;1„(*.г)||атї',4 .  * є 10,71.
Q' JSMS* Qt l<|o|£m 1
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Яі

т
якщо Э = оо; ле 9 = J  рг Є (0, 1);

о
f  Ііс1(*,т)11 НС*(*,т)||

»“ P®^7 % S ^ ;»upl|C*(*,r)l|};
Q, \/<Р'(т) Q, )

^  ~  ,"™x ( M,p = т а х (8и р |л (х ,7-)|г#,)а;іЄОТі \ q ,  \ / i p  ( T )  )  ІЄЯЯ, qx

V, -  Ш т р ( Ы ' ) -  Щ^г) І°-'Л[о,«]\ <p'(r) J
Лонодоно Г(К‘|)ДЖС‘НІІЯ.

Теорема Я. ІІсхпй система (2) сильно вироджена, виконують­
ся умоли (ф„), (Ф3), (Ф4), ( ( ’,), (Л0) і, крім того, Фі,Фц,Ла0, Аа0і Є 
l'°°(Qr)\ bo,b3,bt,bi,Ci,C2 tql t q-i Є /,°°(0,7'); > <p0 ttp'(t), t € |0 ,ії|,
Ifio > 0; I/J < Ifio; V ~ 2 < 2m /(n  -  2m), якщо n > 2m, і p > 2, якщо 
» < 2m; a,» — (), якщо 3  = оо. Тоді задача (2) -  (4) не може мати 
більше одного узагальненого розв’язку.

Аналогічна теорема единості доведена для лінійної системи, тоб­
то у випадку, коли G(x, t) = 0. Суттєвою умовою цієї теореми е ви­
конання нерівності < 1. Наведено приклад, який показує, що у 
випадку v-i > 1 задача (2) -  (4) може мати більше одного розв'язку. 
Крім того, якщо виконується умова з̂(І) > ip0 ttp'(l), то единість ро­
зв’язку має місце і при uj < 0 .

Для формулювання теореми існування розв’язку задачі (2) -  (4) у  
випадку сильного виродження системи введено функції:

I n V(<)

в«Р( і і ^ г(*,*)іі2 + іісг+* (* ,і)(р )} , і = і,2 .
n J*

Теорема 4. Нехай система (2) сильно вироджена, ЯЛі =  0, вико­
нуються умови (Ф0), (Ф3), (Фі), (Сі), (Л0) і, крім того, Ф„ Фи , А„а,



АаРі є  L°°(QT); Ьі, M i ,0), Ы 1 ,1 р 2), c„ C2 є  L°°(0,T)\ «о =  0, якщо

I +  • ^ ( * ' <) 1 * ) л л  < oo,
Q t

де bj(t) -  монотонно спадає на (0 ,7 ’] і така, що
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max <,{!£!^ іС(()1„„}£М()і 
t  Є ( 0 , Г], Ve >  0 h { t )  Є L ° ° (e ,Т ), р г Є (0 ,1 ) ,

Г I/J +  6 , ЯКЩО 1/2 > 0 ,
*і =  s л „ ~ і  > о.[ 0, ЯКЩО 1>2 < 0,

Тоді існує узагальнений розв’язок w(x, t)  задачі (2) (4), причому у
випадку, коли inf (<*/^00) = 0, для нього справедливі оцінки:[о.Т]

J W*.0ladx <
пJ \v(r,t)\*dx < А/ t V ( 0 r ,  t Є (0, Г], 

n,

Аналогічні теореми існування узагальненого розв’язку доведені і 
у випадку, коли:

1) щ є ь ° ° { 0 , Т ) ,  6 >  0;

2) ip(t) > <p0 tip'(t), <Є(0,Г).

Крій того, доведено теореми існування та єдиності узагальненого 
розв’язку задачі (2 ' -  (4) у тому випадку, коли

і І й Й ї Г 0’ с’" ’ >0' ,є(0'п



У главі 2 ’’Задача з видозміненими початковими умовами для 
еполюційпої системи” розглядається система (2) у випадку, коли 
G (x ,t) = 0, N = І, замість умов (4) задаються початкові умови

Jim Г ’ «.(«,*) = 0, Jim !)«.(*, 0  = 0. (б)

Припускається виконаїгая наступної умови (Ф6) :

VC Є Hf, V(*,l) є Qt (*.(*, О*,О < rVO KI*. ч>9 > 0.

Сформульовано і доведено таку теорему.
Теорема 5. Нехай для коефіцієнтів системи (2) викопуються умо­

ви (Ф0), (<М, (Ф<). (0»), (Сі), (Ао) і, крім того, Ф\,Аар, Aafif Є
V e > 0  Фи , С  € L°°(Qr,Ty, 

b0(t), fti(«,0), с ,(і) Є f/°°(0,r);

Ve >  0 с , Є Ь °°(е, 7'); р(<) =  0 ( t “ ), о» >  0;

ао = 0, якщо 3  =  оо; (i/j -  1)ы < 27 , 7  >  0.

Тоді задача (2), (3), (5) не може мати більше одного узагальненого 
розв’язку.

Наведено приклад, який показує, що у випадку (и» -  1)о> > 27 
задача (2), (3), (5) може мати більше одного розв’язку. Крім того, 
отримано умови єдиності розв’язку у випадках, коли:

1 * (от) = °* ^
f€  |0,Г|( <Ро>0, р Є |0,1);

2) ¥>'(«)< А /ta;

3) mf ^ТТТ = °і сі(*) > 0, t Є (0,71.[o,TJcj(i)

Лля кожного з вказаних випадків 1), 2), 3) отримано умови існування 
узагальненого розв’язку задачі (2), (3), (б). Зокрема, для випадку 1) 
теорема формулюється наступним чином. •
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Т еорем а в . Нехай для коефіцієнтів системи (2) виконуються умо­
ви 1), (Ф0), (Фг), (Фц), (Сі), (Л0) і, крім того, Фи Фи , С \  Аар, Лар, Є 
£°°(QT); Ve > О С} Є L°°{Q',t)-,

16 -

Ьі (*,#»), с, Є /,°°(0,7’), ? € |0 ,1 ) ;  *> = 0; 
| К 7 / ( » , о ц » < »  у  | F , ( « ,< ) ! »

Ят

д е  6 €  ( 0, 1 )  м о ж е  б у т и  я к  з а в г о д н о  м а л и м ,  а
^ і r  /  f  ,  , ^ і ( г )  4 7 ^ ° у >( г ) 1  „1=  —  i n f  m a x  < s u p \-ірі(т)- - - ~ г - - - - \  1:0 »

1P o l« V 0  l | o , i ] L  ( т )  т У ( т )  J J
_ о  _  f  V>°. я к п ю  7  <  0,

1  1 , я к щ о  7  >  0.
Т о д і  і с н у є  у з а г а л ь н е н и й  р о з в ’я з о к  з а д а ч і  ( 2 ) ,  ( 3 ) ,  ( 5 ) .

Г л а в а  З  " Р о з в ’я з о к  м а й ж е  в с ю д и  м і ш а н о ї  з а д а ч і  д л я  л і н і й н о ї  е в о ­
л ю ц і й н о ї  с и с т е м и  з  в и р о д ж е н ц я м .  В а р і а ц і й н і  н е р і в н о с т і ”  с к л а д а є ­
т ь с я  з  д в о х  п а р а г р а ф і в .  У  § 3 .1  д о с л і д ж у є т ь с я  і с н у в а н н я  р о з в ’я з к у  
м а й ж е  в с ю д и  с и с т е м и

Ф(я,і)и>и + C(x,l)wt +  A w =  / ( * , < )  ( 6)
з к р а й о в и м и  у м о в а м и  ( 3 ) .  Л л я  ф о р м у л ю в а н н я  о с н о в н о ї  т е о р е м и  ц іє ї  
г л а в и  в в е д е н о  п о з н а ч е н н я :

-і

b»(t) == m a x j m a x j s u p  £  8 U p  £  І | Я І + в < * , т ) | | * } } ;
l  ’ m<«. И т )  Qi l - f e .

M ^ P )  =  m a x  { m a x / s u p  £  ^  B * « + 4 * ’ 0 I | V } } ;
lari <  m  |a-l<m|t»|<m |c»|<r

, % Г ї'НСКх.ОІІ*c , ( t , p)  =  max su p -----;I  n ,
sup j-p-r , яир , . , яир< (I
n, v { t )  n« 4>(l) n, J



“ (l> =  " .“ П Т  v w  ■ “ ,p  v w  1

• t f / \ 2<:i (T) l  • , Г / 4 2 c ,( r ) lj/4 =  inf sup \<Рі(т)--------77—г- ; 14 =  mf 8и р 1-и>а( г ) -------- - г - г  •
10,71 м  Г  ' ¥>40 J М м  І И г ) і

Т еорем а 7. 11 ox ай система (в) сильно вироджена, виконуються 
умови (Ф„), (<М, (<h), (<Ы, (^ і) ,  (Ло) і, крім того, Ф, « “ До,/» Є C{QT)\ 
Ve > 0 С’, <f>(, 6”і Є L °°(geir)i Л», c4 є  L00(0,T); 0П €  <7a,e;

max{c3(<,/i); < bl0{i ,p),  t £  (0,T],

де Ve > 0 bio(t,p) Є L°°(e,T)  і монотонно спадає на (0 ,У], а р  Є (0,1); 
|j/4|, Ini < 00; <ю =  0;

17 -

Qr

/  |F2(x,0)|Jdx < оо, 
о

де

Г 0, якщо n  < 0, Г 0,
° 0  =  1 ,  <7j =  <

t i/j +  0| якщо |/4 > 0; І у* +  6, 

■{t

якщо j/» < 0, 
якщо «і £  0;

якщо ил > 0,
ст3 -  ■

якщо і/* < 0;

£ > 0 -  достатньо мале число. Тоді ісвуе розв'язок майже всюди 
»(»,<) системи (6) з крайовими умовами (3), який задовольняв по­
чаткові умови

ш(х,0) = 0, Jim v W )u « (x ,t)  = 0, и,(х,0) ss 0.»~*0

- 1 т в й : в - Ст?фаВ“
J AHVKP»»»
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Досліджено умови існування розв’язку майже всюди у випадку 
виконання умови 3), а також, якщо І = N, умови існування розв’язку 
майже всюди задачі (6), (3) з видозміненими початковими умовами 
типу (5).

У §3.2 отримано умови існування і єдиності розв’язку варіаційної 
нерівності з виродженням, аналогічні як в монографії: Лионе Ж .Л . 
Некоторые методы решения нелинейных краевых задач -  М.: Мир, 
1972. -  608 с. (стор. 417).

Глава 4 "Мігааяа задача для еволюційної системи, яка вироджує­
ться в кінцевий момент часу" складаеті ся з трьох параграфів. У §4.1 
розглядається система

де матриці Ф, С, Aafi, Ва та вектори ш, F мають ту ж саму структуру, 
що і в главі 1. Припускається, що

Ф(я, t) wtt + C(z, <) и>і + A w + {?(*, t) г = F(x, t) 

з крайовими умовами (3) і початковими умовами 

ш(г,0) =  и»°, wt(x,Q) = wi ,

(7)

(8)

*>(*) = d eC r-* r , do>0 ,  ы > 0, t € [0,Т].

Через V j£ .  позначено замикання множшш вектор-функцій 
(С5°(0т)) і несюнчено диференційовних в Q t  і рівних нулю в ОКОЛІ 

множини S t  П Оті за нормою
( с а п о Ж

Q tQ t

|a |= m  |or|=m

1 л і
+a £  \dxdt\ +

m<|ol<3m ■* '

+а
•еш»і
Е ( / к и т - о7-1***) \

чт
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І  = 0,1; Т > 0 ;  р > 0; <т = 0,1 ; в = 0,1.

§4.2 присвячений дослідженню існування та единості узагальне­
ного розв’язку задачі (7), (3), (9). Припускається, що для матриці 
C*(x,t) виконується умова

(С2) :  V (z ,t) Є Q t  >  di(t)|{!*.
Ve > 0 d t (t) €  L ° ° (0 ,r  -  є).

діл =  inf su p[ffii(i,r)(r  -  r)J, і Є ЯЛі;
І0-1!  Q.,r

і* =  inf [sup(y>i (r)do -  2Cl(r ) ( T -  r )1- ’) +  <*(*) +  *(<)];
[о.їі [<,T]

=  inf [sup(-2d ,(т )(:г  -  r)) +  C4 (i) +  cj(t)]; 
lo.TI «.л

i/e(7) =  min[7infflri(*,<) -  0M).<€®li Qr

Т еорема 8. Нехай для коефіцієнтів системи (7) виконуються умо­
ви (Ф0), (^ і), (Сі), (С2), (Ло) і, крім того,

Ф,Аар,Аа()і Є L°°(Qt);
Л  Є L°°{Q t ), » Є on ,;  9 i(x ,t)  >  ft,о >  0, іЄШ Ії}

Ve > 0 Фи,С,ди  Є І~ ((? т -« ), < Є ОТ»;
« о = 0; < «». < € 0Яі;

Введено позначення:

6 n ( t )  =  m a x / s u p  2̂ | | В ; ( ї , г ) | | 3 ( Г - г ) а
, = , 3 Ь , . Г | 4 ^ га і

М * )  =  max{ sup 2̂ ІІЯ «(*,г)||*(Г -т)*  [; ІЄ |0 ,Г ];612(f) =  max

= sup ( ||C7*—3(x, r )|1(T’ — t ) * * j , .  =  4 ,5, t e [ 0 , n ,



N

w° Є П ( Я т (П )л / / ‘(П)); w1 Є (La(n ))N;
•=l

існує таке число 7 , що:

«*(7) > 0; 7«тШІп{7<іо -  Мв! 7 ~ »7} > 27т7іі 

J (|^і(ж,0І*(Т*- О ™ - ” +  \Ft {x,t)\2(T  -  t y +i\dxdt  < оо.
Яг

Тоді задача (9), (3), (9) має. узагальнений розв’язок w є  М)1̂ ’и,_1. 
Якщо, крім того,

2т
Рі~ 2 < -----  —, коли п > 2т, і рі > 2, коли п < 2 т , »ЄЯЛі,п — <!т

то задача (9), (3), (9) має єдиний узагальнений розв’язок.
Тут 7т  -  стала з нерівності Фрідріхса

J  Y ,  ( f l °*) l d l < 7 m /
n 1° 1<га n M -m

о"
справедливої для всіх функцій г Є / / га(П).

У §4.3 отримано умови існування єдиного розв’язку варіаційної 
нерівності для системи вигляду (9) у лросторі

У главі 5 "Задача без початкових умов для однієї еволюційної 
системи” розглянуто систему (7) у випадку Ф(х,1) — Е  в області 
Q t  =  П х (—оо,!Г), Т  < оо.

У §5.1 розглядається випадок, коли П -  обмежена. Введено позна­
чення:

аі(<)= max sup||A „^(i,r)||;Qt

b,l(t) = 8Up J 2  ll^at*.7")!!’ ; M 0  =  »UP Y l  ll#al(*,r)||2;
|o|<m |o|<m

C* ~ .  'п* v8UPllCOr*r )lli ctW = 8up||Ci(*,r)||;( - 00,T) Q, Q,
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v  = (#"•(«))" л { & № ) " .

Доведена наступна теорема.
Теорема 0. Нехай Аар, Аарі, В к , В ^ ,  С, С |, G € L°°(Qt ), |» | =

Щ < т, }х\ < т; Ііт  <*i(t) — 0; І іт  &n(f) =  0, І іт  ст(<) =  0;1—► — оо І—*—оо ♦—оо
2т

дП Є (7т ,! ; р -  2 < ----- -—, якщо п > 2 т  і р > 2, якщо п < 2т;
Ті ^YTt

виконуються умови (Ло), (Со); Оо = 0; Со > 0; Яі(х,і) > до > 0, і Є ЗЛі. 
Т оді я к щ о  ЯЛ і ф 0, то задача (7), (3) не може ма ги більше одного 
узагальненого розв’язку в класі функцій w(x, t) таких, що

to Є L°°((-oo, Г); V), ш, Є L°°((-oo, Г); (£*(ft))w),

t lira f  ^ 2  \Daw(xt i)\2dx —* 0.
П |e|="»

Якщо ж Шіі = 0, то задача (7), (3) це може мати більше одцого уза­
гальненого розв’язку в класі функцій u>(x,t) таких, що

МвХр( т )  Є ^ ((-о о ,Т );У )1ш1ехр ( ^ )  Є Ь°°{(-оо,ТУ,(і\П ))"),

2<ч>ат
И) < г----- ;--------•3am + Ce7m

Крім тош , виділено класи едипості розв’язку у випадку со < 0. 
Нехай ы(() деяка функція, що задовольняє умови:

w(t)€C“ ((-oo,T]); w(t) > 0, wr(t) < 0, t Є (—oo.Tj. (0) 

Позначено:

-  21 -
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inf sup
( —°°>-0 r€ (—oo,i]

w ( t )  max 8ирйн(і,г) 
j’eOTi n________

|w'(r)| = Hi-

Теорема 10. Нехай DaA ap, С, G Є L°°(Qt ), |a | = \P\ < m; дії Є 
(7ra,1j виконуються умови (Ло), (Со); во = 0; існує функція w(l), яка 
задовольняє умови (9) і така, що ото > цо+1*\7/т \ 3 і(* ,0  > Мі» * Є ЯЛ).

то існує розв’язок ш(х, <) задачі (7), (3) такий, що w Є L°°((-oo, Т); V ), 
ш, € i “ ((-oo ,r);(L * (ft))w).

У випадку лінійності системи (7) отримано уточнені умови існу­
вання узагальненого розв’язку цієї задачі. Наведено приклад, який 
показує, що у випадку *

задача (7), (3) иоже не мати розв’язку в класі единості.
Аналогічні результати отримані у §6.2, коли О = R".
У §6-3 отримано умови існування узагальненого розв’язку задачі 

(7), (.3) у випадку нециліндричноТ області Qt , яка розширюється при 
зростанні t.

У главі в "Мішана задача для рівняння типу коливання пластин­
ки” а області Q t  = ft х (0, Т)  розглядається м;шана задача

‘ !НО

Co > 0 і I |F (* ,t ) |?u>da:dt < oo, 
Or

або со = 0, inf |w'(*)l > 0 і 
(-оо.Т) 1

Qt

inf I |F (« ,t) |sdz > 0 
(-oo,T) / 1 "

0

« « +  Da(aafi(x,i)D 0u)+  £  M *»#)^“w-
І«І-І/»|=ї |«|<э



-  2S -

-  їм*‘ )*<+ c (*> ^ u< = /(*> о»

=  o,

і — 1 

U -  0, ]|P  aap(x,t )D^ui /c
St |„|«.|/>|«a St

u(x,0) = u0(x), Ut(X,0) = Ui(x).

(10)

(11)

(12)

P € 3;3 + , якщо n = 3,4,5, і p > 3, якщо n = 1,2. Тоді існує

Основним результатом цієї глави е наступна теорема.
Теорема 11. Нехай Daa„p € C{QT), |«| = Щ = 2; aafi1, aaptu ( |a | =

|/?| = 2), ba, bai , |«| < 2, gr*, gu, gut, д%г;, (*’ — 1....... н), с, С| Є L°°(Qj’); / ,
/< Є L \ Q t )\ «о € Я 4(ft), t*o = 0 на dfl; «і є  Я а(П), ui = 0 на 0ft; 
Q'aP — Qfta t

4 О

£  aa,p(x,t)rjafifi > oo £  »j£, a o > 0 ,
М=І0І=ї |b|-3

Vr/ € R ’ , V ( i ,< ) e 0 r ;  > ffo > o, * = 1,. ,,n ;

6 -  n  

n — 2
узагальнений розв’язок u(x,t)  задачі (10) -  (12), де

Г < ^ ln^l+wC(t io ,t i i , / )^ ,  a? > Wo > 0.
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Лавренюк С.П. Задачи для вырождающихся эволюционных систем, 
содержащих вторую производную по времени.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико матема- 
тических наук но специальности 01.01.02 - дифференциальные урав­
нения. Львовский государственный университет им. Ив. Франко. 
Львов, 1995.
Защищается 15 научных работ, которые содержат теоретические ис ­
следования по теории эволюционных систем, вырождающихся на 
плоскости задания начальных данных, а  также в конечный иоиент 
времени. Найдены эффектисные условия установления классов кор­
ректности смешанных задач, которые определяются коэффициента­
ми и правыми частями линейных и слабо нелинейных систем. По­
лучены условия корректности задачи Фурье для слабо нелинейных 
эволюционных систем, а также условия существования нелинейного 
уравнения гина поперечных колебаний стержня.

Lavrenjuk S.P. The problems for degenerated evolution systems with second 
order time derivative.

Doctor of Science Thesis (Physics and Mathematics), specialization -  
differential equations. Lviv State University, Lviv, 1995.
15 scientific papers containing theoretical studies on the theory of evolution 
systems degenerated on the plane of initial data and also in the final moment 
of time are defended. Effective criterions of classes the well-posed mixed 
problems were found, which are defined by coefficients and right parte of 
linear and halfiinear systems. Conditions of well-posed Fourier problem for 
halfiinear evolution systems and also conditions of the solution existence of 
the nonlinear equation of beam transversal oscilations type were obtained.

Ключові слова;
узагальнений розв’язок, мішана задача, вироджена еволюційна си­
стема, задача Фур’е, варіаційні нерівності.
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