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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Починаючи з 60-х років було досягнуто 

значного успіху в теорії еліптичних крайових задач в узагаль­

нених функціях. Ж.-Л.Ліоне, Е.Мадженес, 0.М.Березанськг'й, 

С.Г.Крейн, Я.А.Ройтберг дослідили розв"язність таких задач в 

повних шкалах функціональних просторів типу соболевських і 

довели теореми про повний набір ізоморфізмів, що встановлює 
еліптичний оператор. Ці теореми знайшли застосування в теорії 

диференціальних рівнянь, математичній фізиці, спектральній 

теорії диференціальних'операторів, до задач оптимального уп­

равління, до нелінійних задач.
В ов"язку з цим природно постало питання про дослідження 

еліптичних крайових задач в повних шкалах просторів, відмін­

них від соболевських. В роботах С.М.Нікольського, 0.В.Бесова, 

Л.Н.Слободецького, Н.Н.Ароншайна, А.П.Кальдерона, Е.Гальярдо, 

П.І.Лізоркіна, Г.Трібеля та інших було введено і вивчено 

функціональні простори, тісно пов"язані з теорією диференці­

альних рівнянь і теорією апроксимації. Зокрема, було доведе­

но, що простори Соболева, їх дробові аналоги та простори 

Нікольського-Бесова охоплюються двома шкалами Fnn  і
D S
&РЛ *

Важливість цих шкал як для теорії, так і для застосувань 

не викликав сумнівів. Зокрема, Г.Трібелем було встановлено 

теореми про роав"язність регулярної еліптичної крайової зада­

чі у відповідних просторах шкал Fjjq і Врц , якщо 5 Дос­

татньо велике. Тоцу природнй виникло питання про поширення 

результатів Г.Трібеля на випадок довільних дійсних S . При 
цьому виявилось, що припущення про регулярність еліптичної 

крайової задачі пов"язано не з суттю справи, а з використаним 

Г.Трібелем методом дослідження. Застосований в роботі підхід 

дозволяв, крім того, розглядати систему крайових умов локаль­

но, тобто окремо на кожнії} зв"язній компоненті краю. Аналізу 

цій питань присвячений перший розділ дисертації. В ньому та­

кож досліджено локальну регулярність узагальнених розв'язків 

загальної крайової задачі поблизу точок її еліптичності. Це 

питання в змістовним, оскільки для такої задачі може не вико­

нуватися відповідна теорема про розв,"язність.



- 2 -

В другому розділі дисертації розкидається широкий клас 

нелокальних еліптичних граничних задач. В цих задачах гранич­

ні умови пов"язують значення шуканих функцій та їх похідних 
на границі області з їх значеннями усередині області. Після 

відомої статті А.В.Біцадзе, 0.А.Самарського такі задачі вив­

чали Я.А.Ройтберг, З.Г.Шефтель, М.В.Житарашу, С.Д.Ейдельман,

О.Л.Скубачевський, Б.П.Панеях таінші. В їх роботах нелокаль- 

ні задачі досліджувалися або в класах достатньо гладких функ­

цій, або в повній шкалі просторів типу беселевих потенціалів, 

але у випадку нормальних граничних умов. Відкритим залишалося 

питання про доведення теорем про розв”язність нелокально! 

еліптичної граничної задачі в повних шкалах функціональних 

просторів без додаткових обмежень на граничні умови, його ви­

рішено стосовно шкал F рц і Вр̂

Мета роботи.

1. Довести теореми про нетеровість операторів локально 

еліптичної крайової задачі в повних шкалах банахових просто­

рів типу Лізоркіна-Трібеля Fрд і Нікольського-Бєсова

&РЛ * • ’
2. Встановити твердження про локальну регулярність уза­

гальнених розв"язків загальної крайової задачі поблизу точок 

її еліптичності.

3. Довести теореми про нетеровість операторів нелокально! 

еліптичної граничної задачі в повних шкалах просторів типу

Fp,q, і •

Методи дослідження. В роботі застосовано теорію розподі­

лів та функціональних просторів, теорію інтерполяції, теоре­
ми про мультиплікатори Фур"е, загальну теорію еліптичних кра­
йових задач, методику Я.А.Ройтберга модифікації повних шкал 

функціональних просторів.

Наукова новизна. Всі основні результати роботи е новими. 

Побудовано повні шкали просторів типу F p q  і Sp,(j.

В цих шкалах доведено теореми про нетеровість операторів ло­

кально еліптичної крайової задачі. Досліджено також локальну 

регулярність узагальнених розв"язків загальної крайової зада­

чі поблизу точок її еліптичності. В повних шкалах просторів
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типу гр,̂ і В р ц встановлено теореми про нетеровість опе­
раторів нелокально! еліптичної граничної задачі. Узагальнено 

відомі результати Ж.-Л.Ліонса, Е.Мадженеса, Я.А.Ройтберга,
З.Г.Шефтеля, Г.Трібеля про нетеровість еліптичних операторів.

Теоретична і практична цінність. Результати роботи розви­

вають загальну теорію еліптичних крайових задач. Вони можуть 

бути застосовані в теорії диференціальних рівнянь, математич­

ній фізиці, спектральній теорії диференціальних операторів, 

до задач оптимального управління, нелінійних задач.

Апробація роботи. Результати дисертації доповідались на 

семінарі з диференціальних рівнянь у частинних похідних при 
Інституті математики НАН України /1991, 1994/, на семінарах 

кафедри математичного аналізу Чернігівського педагогічного 

інституту /1991, 1992/, на науково-технічній конференції 

"Пам”яті академіка М.П.Кравчука" /Київ, травень, 1992/, в 

першій українсько-американській школі "Диференціальні рів­

няння та їх застосування" /Судак, червень, 1993/, на Міжна­

родній конференції по функціональних диференціальних рівнян­

нях /Москва, серпень, 1994/, на Міжнародній конференції "Не­

лінійні диференціальні рівняння" /Київ, серпень, 1995/.

Публікації. Основні результати дисертації опубліковано 

в 7 роботах.

Обояг роботи. Дисертація складається з вступу, двох роз­

ділів, восьми параграфів та списку цитованої літератури, що 

містить 99 найменувань. Обсяг роботи - ІбІ сторінка машино­

писного тексту.

КОРОТКИЙ ЗМІСТ РОБОТУ! .

В першому розділі вивчаються необхідні функціональні 

простори та локально еліптичні крайові задачі. Він складаєть­

ся з п"яти параграфів.

В §1 вивчено простори F p,cj і Вр  ̂ та побудовано і 

досліджено їх модифікації.



Нехай G  - компактний орієнтовний нескінченно гладкий 
многовид розмірності П’-Э з краєм Р ,що складається з 

лт»<1 непорожніх зв"язних компонент Гі Гт . Наведе­
мо необхідні означення для шкали у випадку,коли

G  - область в IRn . Нехай selR; р.р'.у ,<f'eli~[i

1/р+d/p'* і/у + і/у'* і . Позначимо через Fр,у (G) банахів 

простір Лізоркіна-Трібеля на G  . Відомо,що Fp,a(G) - Hp(Gl 

і FpjP(G)= Bp,p(G) Hp(G) - простір бвселевих по­

тенціалів,а 8 p , p ( G )  - простір Бесова. Позначимо через

F SM < G > простір у випадку s-vO ,або простір,

спряжений до F  р',<рC G )  ,у випадку S<0 •

Нехай вектор 5? :* (дс ,̂...,Хт) ,а 5 С ° ) 
Дв - невід"емні цілі числа. Припустимого З<°т0 ,

Se IR' [ ilp> + позначимо через f|;*(G) попов­
нення множини С~(6) за нормою

І\ ^ м Щ + І Ї 2  К * С М П . в Г ^ Ч .
j--i

Тут Оу:» t*d/dV , 3/ЭУ - оператор похідної вздовж орта внут­

рішньої нормалі до Р і Вp,p[f]) - простір Бесова на Pj

Для *••>(), Sefl/p, ..M 3C°-l + i/pJ простір Fp' , f (G) буду­
ємо за допомогою комплексно! інтерполяції. Якщо CX°’=0,sefR ,

то З в і доїло І теореми про сліди випли­

вав,що

Fp,t (Q) ' рД (G) w  s і/p'. /І/

s “St /■ \
У випадку 9 =2, ..= простори Fp’^QG) було

введено Я.А.РоЙтбергсм і поаначено ним через .

В §2 розглянуто локально еліптичну крайову задачу на G  
та введено оператори,повиязані з нею.

Нехай задано л ін ій н і диференціальні вирази L ~ L ( x , 0 )  >

• x t G  , o r d L - 2 t  <- пчріне ч и сл о,та  M (f }

-  4 -
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де ; г = і,..., С jaccPj , orct m 1/ ’ .

Коефіцієнти цих виразів вважаємо нескінченно гладкими на від­

повідник множинах. Покладемо M j  - = ( МУ ,...,М(j;) ,

DCj .,*}*+і }  W *

Д '•= ( * X  : = ^ •
Тоді /лема 2.1/ відображення С**Сб) э v >-* Ли продов­
жується аа неперервністю до лінійних обмежених операторів

Л „ , : Fp.f(G) -  П ,
s e R ,  3 1,~[.

З рівності /І/ випливає,що у випадку S>3c°-i/p' оператор 

A  s р ̂  дів в просторах Лізоркіна-Трібеля.

Далі припустимо,що А - локально еліптична крайова за­

дача на G .тобто Ь - власно еліптичний вираз на G  ,і 
для довільного система Mj накривав L на fj .

В §3 побудовано та досліджено модельну задачу,що відпові­
дає набору Д в достатньо малому околі точки X  € G  .

В $4 доведено кілька теорем про нетеровість операторів за- 

дачіА .

Теорема І /4.1/. Для довільних se/R , p.cf. Є 1 1,"L 
оператор A  s р ц, е нетеровим ,Його ядро та коядро не зале­

жать від індексів s , р , ц
Сформульована теорема поширює твердження Я.А.Ройтберга на 

шкалу Fp,cf, . Вона також узагальнює відомий результат Г.Трі- 

беля на випадок нерегулярної еліптичної крайової задачі і до­

вільних дійсних 5 .

Покладемо :=Fp,?(G) ,ягацо 5 * 0  .У ви­

падку $<0 позначимо через простір,спряжений до

замикання множини C T C G )  в топології простору Fp*q' (G) . 

Тоді для КОЖНОГО St 9? неперервно (G)<* F P'Q (G) і,якщо

додатково {-iv Цр,-2+- */р. .то J  р ^ (G) = F p,<f (G) .
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Теорема 2 /4.5/. Нехай se/R , p,<J £ J і,°“[ , < 21
для усіх j = і , m ; Ґ - i / . . ^ t  і дано банахів простір 

X(G) .неперервно вкладений в простори £>'(G) і F^y (G). 
такий,що множина C°°(G) /lX(G) щільна в X ( G )  . Тоді 

а/ множина 0°°(G) •- f V с C°°(G) ■ L v C ^ ( G)^ щільна в 

банаховому просторі 0(G) : -  { V  Є Зр^ (G) : L v e  X(G)] 

з нормою И-V, j£,(G)ll +  II Lv, XCG)I| .,

б/ відображення 0 ~ ( G )  з Ли продовжується за непе­

рервністю до обмеженого нетерового оператора

^р̂0(сьхсб)><ППе;7гЛг;).
5= і  Г -і г,г

В дисертації наведено приклади просторів X(G) таких,що 
з теореми 2 випливають відомі твердження Ж.-Л.Ліонса,Е.Мадже- 
неса про розв"язність регулярної еліптичної крайової задачі. 
Доведено також відповідні аналоги теорем 1,2 для повної шкали 

просторів типу Spy
В $5 досліджено локальну регулярність узагальнених роз­

в'язків загальної крайової задачі поблизу точок її еліптич­
ності. Наведемо один результат з цього параграфу. Припустимо, 

що набір A = ( L , M j , . . . , M m )  6 еліптичною крайовою за­
дачей на деякій компактній множині Jl с G  , Jl п Г* , 
тобто вираз L е еліптичним на Si .власно еліптичним на 
«Я,ПР ,і для довільного j = такого,що
система Mj накриває L на Л. П Г j

Теорема 3 /5.4/. Нехай s^efR ; в € ] І, “>[ »

V £ F f l ^ ( G )  і  ДЛЯ деякої функції feC*°(G) «що дорів­
нює одиниці в околі множини SI .виконується

А  рЧ „5-m і/р . ..

£ Fp* П  P i

Тоді існують такий окіл V  множини 51 і така функція•м ̂
f c C ^ C G -) . 7 0 0 = і , іс V  ,що vpг»є F p ;’<j (G) .
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В другому розділі дисертації вивчається клас нелокальних 

еліптичних граничних задач.
В §6 дано означення нелокально! еліптичної граничної за­

дачі і введено відповідні оператори.

Нехай G , G j  - обмежені відкриті множини в IRn з

границями Г і К класу С“* Множини G  і G f  розташо­
вані локально по один бік відносно своїх границь. Припустимо, 

що G j c Q  та існує нескінченно гладкий дифеоморфізм с( 

Покладемо G j ^ G ' G i  .

Нехай задано лінійні диференціальні вирази L r = Lr(x,0). 
г =1,2; ас€ G r , ord Lr -2СҐ - парне число, X := lL + 2 t;j * 

t3:=tz ,та =МІҐ(Х,0) , j = Я ;г=І,2,3; ІЕК 
/якщо г=1,2/,або ос ЄГ/якщо г = 3/; ord M j r + ,
де - деякі цілі числа. Коефіцієнти усіх виразів

вважаємо нескінченно гладкими на відповідних множинах. Для

W = ( V i , ^ € C ~ ( G / ) * C ~ ( G 2) задамо функцію MjV- 
( Mj v)(Jc): = (M 3 1V1)(^x )+ (M j 2 l> 2)^x )+ (H j3 U 2Xoc), эсеГ. 

Нехай <э0:= "ТО ...,бх+і̂  . У випадку к =(К,..., К)

позначимо Fpjq \ Є Ґ) Fp'y ( & ґ) . Тоді /лема 6.1/ відоб­

раження C oe(G1) x C ’0(G2')3'w-(-u1,-u2')^(L1'yllL2^.MiV,...,Mju) 

продовжується за неперервністю до лінійних обмежених операто-

: п c u‘w%-n п СЬ
Г=1 г =і J=1

s є /f?, р,?є Л,°°С.
Далі припустимого набір М ,̂ є нело­

кальною еліптичною граничною_задачею,тобто Li і L z  - 

власно еліптичні вирази на Gj і >ана Г виконуються

відповідні умови накриття.

В §7 побудовано і досліджено системи на $ 1  ,що відпо­

відають нелояальній граничній задачі у випадку точки ОсеГ .

В §8 доведено р ізн і теореми про нетеровість операторів 
задачі ( L j  , , M j , .. -, М \) • Наведемо одну з них.

S,P4



Теорема 4 /В.І/. Для довільних SC £  , Р,$е опе­

ратор *5С S.p.q в нетеровим; його ядро та коядро не залежать
від індексів S , р , q .

На закінчення автор висловлює щиру подяку В.АЛихайлецю 

за постановку задачі і керівництво роботою.
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