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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертаційна робота присвячена дослідженню осесиметричних 
задач механіки руй н увати  с т и с л и в и х  і  нестисливих пружних ма­
теріалів, підданих стиску водовж паралельних твірних кругової цилін­
дричної тріщини.

А ктуальність і ступінь досл ідж ен ості Тематики дисерта­
ції. Роовиток науки і сучасних технологій висувас нові вимоги до 
досліджень в такій фундаментальній галузі як механіка і, зокрема, 
до вивчення руйнування матеріалів о дефектами. Значна кількість 
досліджень, проведених до цього часу, та  їх важливість зумовили 
формування механіки руйнування як самостійного напрямку в ме­
ханіці твердого деформішюго тіла, о яким пов’яоують вивчення ви­
черпання несучої вдатності матеріалів і елементів конструкцій. Тобто 
досліджується та  стадія деформування на якій проявляються різно­
манітні механізми руйнування. Інженерно-конструкторська практи­
ка постійно потребує розробки нових методик розрахунку і прогно­
зування ймовірності руйнування матеріалів, що мають ріпного ро­
ду дефекти при різних умовах навантаження. Я втце руйнування 
часто оавдас опачпих матеріальних збитків, тому дослідження цьо­
го складного явища дас можливість обгрунтовано визначати запаси 
міцності, що веде до підвищенії* довговічності і надійності матеріалів 
та  елементів конструкцій, і отже, с виключно важливою практичною 
задачею. Про актуальність тематики свідчить також зростаюча кіль­
кість робіт, присвячених дослідженню різних аспектів руйнування.

Основи класичної механіки руйнування були закладені фундамен­
тальними працями І'ріфітса, Ірвіна, Орована про поширення тріщин 
в крихких та  кваоікрихких матеріалах.

В подальшому значний вклад в становлення механіки руйнуван­
ня і ї ї  розвитку до сучасного рівня, поряд з  авторами основопо­
ложних робіт внесли такі вчені як В.М. Александров, А.Е. Андрей- 
ків, Г.І. Баренблатт, В.В. Болотін, Н.М. Бородалов, О.М. Гузь,
А.А. Камінський, Г.С. Кіт, В.Д.Кулісв, М.Я. Леонов, І.Я. Мар- 
куоон, Е.М. Морозов, Н.Ф. Морооон, В.В. Новожилов, В.В. Па- 
насюк, В.З. Нартон, Ю.М. Подільчук, Ю.М. Работнов, Л.І. Седов, 
Л.І. Слепян, В.П. Таму ж, А.Ф. Улітко, Я.С. Уфляпд, Г.И. Черепанов,



W.D. Collins, D.S. Dugdale, Л.Н. England, F. Erdogan, A.E. Green,
G. Gupt.a, M.K. Kassir, L.M. Keer, H. Liebowitz, S. Nemat-Nasser,
H. Neuber, J.R . Rice, G.C. Sih, I.N. Sneddon, A.A. Wells, M.L. Williams, 
T. Yokobori, A.R. Zak та  інші.

Аналіз праць свідчить, що п більшості робіт, проведених в області 
механіки руйпування матеріалів о тріщинами досліджувались, в осно­
вному, оадачі роотягу або осуву. Значно менша кількість досліджень 
присвячена оадачам про стиск матеріалів. Причому, оадачі для тіл 
о тріщинами, підданих дії стискаючих оусиль, що спрямовані водовж 
дефектів, складають клас оадач, який не орисусться в рамках існу­
ючих модельних представлень класичної механіки руйнування. Спе­
цифіка такого роду оадач полягає в тому, що в рамках лінійної ме­
ханіки руйнування не враховуються складові навантажень, що діють 
водовж тріщин. Оскільки КІН, які входять в форму-ювання класич­
них критеріїв руйнування, оа такої схеми навантаження, дорівнюють 
нулю, тому застосування критеріїв руйнування, типу Гріфітса-Ірвіна 
неможливе.

При дослідженні огаданих оадач виріоняють два етапи процесу 
руйнування: початковий етап, який характеризується втратою стій­
кості локального характеру в околі дефекту, і етап роовитку дефекту 
в оакритичпому (після втрати стійкості) стані.

Для дослідження вгаданого початкового етапу руйнування широко­
го оастосування набув наближений підхід, оасновапий на використан­
ні прикладних теорій балок, пластин та  оболонок. В його основу 
покладено мехашом втрати стійкості стисненого елемента оа Ейле- 
ром. Такий підхід був роовинений в працях В.В. Волотіна, Л.М. Ка­
чанова, А.М. Михайлова, Н.І. Ободан, Ю.Н. Работнова, Л.І. Слепяна, 
Г.П. Черепанова та  інших. Однак, цей підхід має ряд істотних не­
доліків. IIo-перше, він є недостатньо строгим, оскільки в рамках цьо­
го підходу не враховується дійсний стан біля країв дефекту, внаслідок 
довільності вибору умов оакрінлення тонкостінного елемента. По- 
друге, цей підхід не можна оастосовувати до "масивних” тіл, оскільки 
він дає оначні похибки при визначенні критичних навантажень.

Новий критеріальний підхід, пообавлений цих недоліків, в рамках 
строгої постановки оадач руйнування матеріалів при стиску водовж 
тріщин був оанропонований в працях О.М.Гуоя. За критерій початку 
руйнування воято критерій о оалученням співвідпошеннь тривимір­
ної лінеариоованої теорії стійкості деформівних тіл (див. роботи
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О.М.ГУоя, І.Ю .Бабича та  інших), огідпо якого початок руйнування 
пов’язано о явищем втрати стійкості локального характеру в околі де­
фектів типу тріщин. Кількісним вираоом цього критерію є критичні 
(значення параметрів навантаження, що характеризують нестійкість 
біля тріщин.

Задачі механіки руйнування матеріалів при стиску водрвж трі­
щин в лінеариоованій постановці почали досліджуватися порівняно 
недавно. Основний вклад в ці дослідження зробили О.М. І^оь, 
В.М. Наоаренко, В.І. Кпюх, I.II. Стародубцев, І.О. ГУоь, B.JI. Богда­
нов, В.М. Александров, J1.M. Філіпова, L.M. Keer, S. Netuat-Nasaer, 
A. Oranratnachai, С.Н. Wu. ІІри цьому, необхідно оауважити, що 
роботи О.М. Гуоя та  його учнів баиуються на оагальному підході, 
який дооволяє роов’яоуиати такі оадачі стосовно ріоних моделей ма­
теріалів. Таким чином, дослідження для високоеластичних матеріалів 
проводяться в єдиній формі для стисливих і нестисливих матеріалів 
о довільним видом пружного потенціалу. Такий підхід легко уоагаль- 
нюсться на інші моделі деформівних тіл, наприклад компооитні ма­
теріали і пластичні тіла. При цьому коикретиоація моделі матеріалу 
необхідна лише на етапі чисельного роов’яоку, отриманої в оагаль­
ному вигляді роов’яоуючої системи рівнянь для обчислення величин і 
параметрів, що входять в цю систему.

В црацях решти авторів дослідження виконані лише для деяких 
конкретних форм пружних потенціалів, у ов’яоку о чим для кожного 
нового потенціалу всі викладки необхідно проводити спочатку. Ро- 
оглянуто ряд оадач для іоольованих тріщин і системи тріщин, розта­
шованих в одній площині.

В роботах авторів, дослідження яких балуються на оагальному 
підході, були розглянуті оадачі руйнування матеріалів при стиску 
впдовж тріщин стосовно найбільш поширеним схемам силового на­
вантаження: плоскі оадачі при одноосному стиску, просторові оадачі 
при двохосному рівномірному стиску, а також для характерних схем 
геометричного розміщення дефектів о точки пору їх взаємодії між со­
бою і о вільною поверхнею матеріалу. Л саме, ізольовані невоасмодію- 
чі тріщини, приповерхневі тріщини, рооташовапі паралельно вільній 
поверхні матеріалу, дві паралельні внутрішні тріщини, періодичнаси-' 
стема паралельних тріщин. Досліджені просторові неосесиметричні 
оадачі при двохосному рівномірному стиску водовж приповерхпевих 
кругових тріщин.
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Близькі оа математичним апаратом проблеми досліджуються в 
контактних і омішаних оадачах механіки деформівного твердого тіла. 
Значний вклад в їх рапвигок пробили такі вчені: В.М. Алексан­
дров, С.Ю. Бабич, Н.М. Бородачов, 1.1. Ворович, В.Т. Грінченко,
О.М. 1>оь, М.О. Кільченський, А.С. Космодаміанський, А.І. Лур’е,
Н.І. Мусхелішвілі, В.Б. Рудницький, Г.М. Савін, А.Ф. Улітко, і ряд 
інших авторіц.

Таким чином, аналіо наведеного огляду свідчить про відсутність 
досліджень цілого класу оадач про стиск матеріалів водовж тріщин, 
що розташовані на циліндричних поверхнях в рамках точної поста­
новки о (залученням співвідношень тривимірної ліпеариоованої теорії 
стійкості деформівних тіл. До цього часу, в рамках такого підходу 
досліджувалися оадачі про руйнування матеріалів о тріщина .'и, ро­
зташованими виключпо в площинах, водовж яких "ідбувався стиск 
матеріалів. Навіть в рамках добре роовиненої лінійної м.еханіки руй­
нування відомо кілька робіт для тіл о дефектами у вигляді циліндрич­
ної тріщини. Дослідження для огадапої конфігурації дефекту прово­
дилися в роботах М.А. Мартипепка та  А.Ф. Улітка; В.Х. Сіруняна; 
F. Erdogan та  Т. Ozbek; II. Kasano, II. Matsumoto та  I. Nakahara; 
T.N. Faris, K. Kokini та  I. Demir.

Отже, оа відсутності подібних досліджень в рамках лінеариоова- 
ної постановки тема дисертаційної роботи, що присвячена вивчен­
ню руйнування стисливих і нестисливих пружних матеріалів о цилін­
дричною тріщиною при осьовому стиску с актуальною, а лінеариоо- 
вані оадачі о вкаоаною геометрією дефекту раніше не рооглядалися.

М ета  р о б о т и  полягає в досліджені в рамках тривимірної лінеа- 
риоованої теорії просторових осесиметричних оадач механіки руйну­
вання матеріалів о круговим циліндричним дефектом в умовах осьо­
вого стиску, включаючи : 1 ) постановку осесиметричних оадач про 
руйнування високоеластичних пружних тіл, а також компооитних ма­
теріалів при стиску водовж паралельних твірних кругової циліндрич­
ної тріщини в єдиній формі для ріоних моделей матеріалів; 2 ) ро- 
ов’яоання на основі роовивутого аналітичного методу дослідження 
поставлених лінеариоованих оадач, о залученням апарату теорії ін- 
тегральпих перетворрень Ф ур’є-Ханкеля, а також методу розкладів 
в ряди, з метою побудови роов’яоуючої системи рівнянь; 3) одержан­
ня числових рсоультатів для конкретних моделей матеріалів, та  їх 
аналіо.
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Наукова новиона і оначущ ість реоультатів роботи
В дисертаційній роботі вперше роов’яоані просторові осесиме- 

тричні оадачі механіки руйнування пружних матеріалів о циліндрич­
ною тріщиною при осьовому стиску. З  оалученням співвідношень 
тривимірної лінеариоовапої теорії стійкості деформівних тіл дана по­
становка оадач для стисливих і нестисливих матеріалів. На осно­
ві анарату теорії інтегральних перетворень Ф ур’с-Ханкеля отримані 
системи парних інтегральних рівнянь, які о використанням методу 
роокладів в ряди по функціям Беселл оведені до однорідних систем 
лінійних алгебраїчних рівнянь. Роороблено алгоритм чисельного до­
слідження одержаних оадач на власні значення і одійснена його про­
грамна реаліоація для обчислень на ІІК. Отримані числові рсоультати 
для високоеластичних стисливих і нестисливих матеріалів о деякими 
видами пружних потенціалів, а також цілого ряду компооитних ма­
теріалів. На основі одержаних реоультатів досліджені оакономірності 
впливу геометричних та  механічних характеристик на критичні па­
раметри навантажень.

Рсоультати для тіл о тріщинами циліндричної конфігурації в рам­
ках тривимірної лінеариоованої теорії отримано вперше.

Д остовірн ість  одержаних в роботі реоультатів та  висновків 
оабеопечусться: коректністю постановки оадач; використанням
співвідношень тривимірної лінеариоованої теорії стійкості дефор­
мівних тіл; оастосуванням строгого аналітичного апарату досліджен­
ня; ефективною обіжністю використовуваного методу чисельного до­
слідження; погодженістю реоультатів між собою і відсутністю про­
тиріч у встановлених оакономірностях якісного характеру оагальним 
уявленням фіоичної природи.

Т еорети чне оначення т а  практична цінність одержаних в 
роботі реоультатів полягають:

• у створенні методики, що дооволяс вионачати критичні пара­
метри навантаження в осесиметричних оадачах механіки руй­
нування матеріалів о круговими циліндричними тріщинами при 
осьовому стиску;

-  у роовитку аналітичних методів дослідження на основі анарату 
теорії інтегральних перетворень Ф ур’ - Ханкеля і методу роо- 
кладів функцій в ряди о метою побудови роов’яоуючих систем 
рівнянь;
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-  у рооробці алгоритму та  програмної реаліоації отриманих оа- 
дач на власні значення для проведення чисельних роорахунків 
на персональних компьютерах, які можуть використовуватися 
в роорахунковій практиці конструкторських бюро підприємств 
ріоних профілів;

-  у онаходженні оначень критичних нанружень і деформацій для 
ріоних мс5делей матеріалів;

-  у встановленні оакономірностей впливу геометричних пара­
метрів дефекту та  механічних характеристик матеріалів на до­
сліджувані явища руйнування.

Реаліоація т а  впровадження р езул ь татів , одержаних в дис­
ертації. Наукові дослідження виконувались в рамках робіт, перед­
бачених програмами та  планами НДР Національної академії наук 
України. Реоультати, отримані в дисертаційній роботі, увійшли до 
овіту держбюджетної науково-дослідної теми N 1.3.1.246 п. "Ство­
рення теорії і методів дослідження стійкості та  руйнування компооит- 
них матеріалів в тривимірній постановці о врахуванням уточнюючих 
факторів” .

А пробація роботи .
Основні реоультати дисертаційної роботи доповідалися і обго­

ворювалися на семінарах відділу динаміки і стійкості суцільних сере­
довищ Інституту механіки НАН України (1992 -  1995 pp.); науковому 
семінарі по напрямку ’’Механіка компооитних і неоднорідних сере­
довищ” при Інституті механіки НАН України (1995); І Всеукраїнсь­
кій конференції молодих вчених вуоів України (м. Київ, 1994); Всеу­
країнській науково-технічній конференції "Раоробка і впровадження 
прогресивних технологій в харчову і переробну промисловість” (м. 
Київ, 1995); II Всеукраїнській конференції молодих вчених України 
(м. Київ, 1995); XVII і XVIII конференціях молодих вчених Інсти­
туту механіки НАН України (Кийлів, 1992 - 1993).

П ублікації. По реоультатам дисертації опубліковано 9 наукових 
праць. Основний вміст роботи відображено в публікаціях [l-7j.

В працях, які написані в співавторстві о науковим керівником та  
науковим консультантом, академіку НАН України О.М. Гуою нале­
жить ідея проведення досліджень, а також оапропоновано підхід, що 
грунтується на використанні нагальних роов’яоків рівнянь лінеа.ри- 
оованої теорії стійкості деформівних тіл, професором В.М. Наоареи-
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ком дана постановка оадач, дисертантом роороблено метод їх ро­
зв'язання, проведено аналітичне т а  чисельне дослідження оадач ва 
IBM- сумісних персональних компьютерах, отримано числові резуль­
тати для конкретних моделей матеріалів. Співавторам належить уча­
сть в обговоренні та  аналіоі реоультатін.

С т р у к т у р а  р о б о т и . Дисертаційна робота складається о вступу, 
трьох глав, висновків, додатку і списку літератури. Робота викладена 
на 134 сторінках, включаючи 10 рисунків і три таблиці. Бібліографіч­
ний список налічує 153 назви.

К О Р О Т К И Й  З М ІС Т  Р О Б О Т И

У вступі подано огляд публікацій о теми дисертації, сформульо­
вана мета роботи і виопачено ї ї  місце серед раніше проведених до­
сліджень, обгрунтовано актуальність і повинну, теоретичне оначення
і практичну цінність роботи, а також коротко викладаються основні 
рсоуль-тати і обгрунтовується їх достовірність. Сформульовані поло­
ження, що виносяться на оахист. Стисло наводиться виклад роботи 
по главам.

В першій главі сформульована нагальна постановка просто­
рових оадач про стиск тіл водовж тріщин. При цьому вико­
ристані пооначешш, термінологія і підходи, викладені в монографіях
О.М. іУоя. В главі подаються оагальні положення лінеариоованої те­
орії стійкості деформівних тіл, включаючи: відомості о нелінійної ме­
ханіки деформішшх тіл та  тензорного аналізу; принципи побудови та  
основні співвідношення лінеариоованої теорії стійкості; оагальні ро- 
ив’яоки лінеариоованих рівнянь при однорідних докритичних станах 
в довільній циліндричній системі координат. Формулюється критерій 
руйнування при стиску матеріалів водовж тріщин, а також наводить­
ся короткий огляд основних моделей деформівних тіл.

Основні положення прийнятого механізму руйнування при стиску 
матеріалів водовж тріщин є однаковим для стисливих та  нестисливих 
тіл і полягають в наступному. Початок руйпувашія твердого тіла 
при стиску водовж тріщин вионачасться локальною втратою стій­
кості стану рівноваги в околі тріщини. Критичні навантаження, що 
відповідають локальній нестійкості рівноваги біля дефекту визнача­
ються в рамках тривимірної лінеаризовано"* теорії стійкості дефор- 
мівних тіл. ІТри рівномірному однооспому стиску матеріалів водовж 
паралельних твірних циліндричних тріщин докритичний стан в околі
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тріщин е однорідним і для просторових оадач визначається співвідно­
шеннями

•̂ 11 = ^22 = ® > ^33 ^  ^ > (^33 = cons0  і 1
«“ = tjmibj -  l ) z m , Лі = А, Ф Аз , (А;- =  const) ; (Аз < 1).

де S°j -  компоненти симетричного теноора напружень ; и“ -  перемі­
щення, що відповідають початковим папруженням; А; -  вкорочення 
водовж осей.

При цьому досліджується локальна втрата стійкості в околі де­
фектів, коли обурення напружень і переміщень оатухають "на нескін­
ченності” при віддаленні від тріщин. Граничні умови лінеариоованих 
оадач полягають в тому, що поверхні тріщини вільні від напружень.

Слід оауважити, що початковий докритичний стан (1) становить 
для подальшого дослідження особливий інтерес, оскільки при стиску 
матеріалів водовж тріщин такий стан має місце в рамках точної ма­
тематичної постановки.

Перша глава носить вступний характер і при ї ї  написанні вико­
ристовувалися реоультати, викладені в монографіях О.М. ГУоя.

Д руга глава присвя­
чена аналітичному дослідженню 
осесиметричних оадач механіки 
руйнування пружних матеріалів 
внаслідок рівномірного одноосного. 
стиску водовж скінчеппої тріщини, 
рооташованої на круговій цилін­
дричній поверхні. В главі подаєть­
ся постановка оадач про стиск ма­
теріалів водовж паралельних твір­
них кругової циліндричної тріщи­
ни, до яких застосовується підхід, 
що грунтується на використанні 
представлень оагальних роов’яоків 
лінеариоованих рівнянь. Дослід­
ження оадачі, у відповідності до 
оагального підходу, що був вперше 
оанропонований О.М. ГУоем, про­
водиться в єдиній формі для ріопих 
моделей матеріалів в рамках теорії
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великих і варіантів теорії малих початкових деформацій для випадку 
нерівних коренів характеристичного рівняння.

Припускаючи, що тріщина достатньо віддалена від всіх граничних 
поверхонь матеріалу рооглядається скінченна циліндрична тріщина 
довжини 2а і радіуса Ь в нескінченному пружному тілі. ІІри цьому, 
тріщина, як це прийнято в механіці, моделюється математичним ро- 
отином і оаймає в тілі область : {г =  6 , 0  < в < 2п, —а < Хз < а}, де 
(г,в,Хз) -  циліндрична система координат (Рис).

При рівномірному стиску тіла водовж осі Ох з в околі тріщини ви­
никає однорідний напружено-деформівний докритичний стан ( 1 ).

При формулюванні лінеариоованої оадачі будемо використовувати 
^.вектор обурень переміщень и. а також несиметричний теноор обурень 

напружень Кірхтофа t. Простір, що оаймає пружне тіло, рооіб’ємо 
на дві області. Індексом ” 1” позначимо внутрішню область (г < Ь), а 
індексом ” 2 ” -  оовнішню область (г > Ь).

Враховуючи рообиття на області ”1” і ”2” , граничні умови оадачі 
можна подати в наступному вигляді :

й ] =  ф  ,  $  =  *2 ’ , ( Р  =  1 ,0  <  ІСІ <  0 0 ) ;

u l1)-u ^ 2)= 0 ,  4 1)- 4 ,) =  0 ,  (р =  1 -К І >  Р ) \  (2)'
=  0  = о , $  = t%] = о , ( р = і , ісі <  р ) .

В граничних умовах (2), що включають умови неперервності полів 
обурень переміщень-і напружень на границі рооділу областей ” 1 ”
і ” 2 ” пооа тріщиною, а також умови відсутності напружень на по­
верхнях циліндричної тріщини, введені беороомірні величини виду : 
Р =  г/Ь\С = Хз/Ь \р  = а/Ь.

Загальні робв’яоки лінеар візованих рівнянь при однорідному докри- 
тичному стані ( 1 ) для осесиметричної оадачі у випадку нерівних ко­
ренів характеристичного рівняння пі ф подаються співвідношен­
нями

дірі д(рі дірі дірі
Иг =  - х - + - ^ - ;  « з ^ г щ - -----t-m 2— :or dr д х 3 д х 3
tT 3  — Сі■44

t r r  — C44

J 9V l , J 
*1 7 гт;-----Ь “ 2

д т д х з  д гд х з

(  д  д 2 \  /  д  д 2 \

' Р 1  V і +  Щ )  ~ Р 2  +  Щ )  ^

(3 )

Величини (і = 1,2), що входять в представлення (3),
оалфкать від вибору моделі матеріалу і визначаються для стисливих
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матеріалів черео компоненти теноорао;, а для нестисливих матеріалів
-  черео складові теноораае. При цьому потенційні функції <р,(і =  1,2), 
черео які вионачаються поля переміщень і напружень оадовольняють 
рівнянням другого порядку

( J j  +  ;  t + « ( ’- , « . )  =  ° .  (» =  1 , 2 ) .  (4 )

Необхідно оауважити, що представлення (3) по формі нагадують 
представлення загальних роов’яоків лінійної теорії пружності для 
трансверсально-іоотропного тіла і співпадають о ними лише при ви­
конанні умов: u>ijafi =  іс0 =  u>ijfla- Однак, в досліджуваних оа-
дачах скл? чові тенаора и) не оадовольняють таким умовам симетрії. 
Зокрема, не виконується умова W1 3 1 3  =  w3 n 3  =  W1 3 3 1 .

На основі апарату теорії інтегральних перетворень Ф ур’є-Ханкеля 
вихідна лінеариоовапа оадача оводиться до системи парних інте­
гральних рівнянь. Для цього потенційні функції І^і(г,Жз), (і =  1,2) 
подаються у вигляді інтегральних роокладів Ф ур’с-Ханкеля в обла­
стях ” 1 ” і ” 2 ” відповідним чином

С44¥>;1) =  [  а і ( \ ) І0(х/пі\р)сов(\<1\-,
Jo

С ^ ] =  Г ь і ( Х ) К е( у / щ Х р ) с о в С Ш ;  (і =  1 ,2 ). (5)
Jo

Верхній індекс у дужках відповідає номеру області ; а,(А),й;(А) -  
невідомі функції ; Іи() і А'0() -  модифіковані функції Веселя.

На основі співвідношень (3), (5) т а  граничних умов (2) одержуєть­
ся система парних інтегральних рівнянь відносно невідомих функцій 
К Г(Х) і К , ( А) :

J ° ° X [аи * г(А)'+ W n W K r(X) +  ^ (А )А ^(А )] cos ( \ d \  = 0, '

А [ а „ К г ( А) +  М Х ) К г ( Х )  +  М Х ) К г { Х ) \  s m ( X d \  =  0, (С <  /?); (6)

ЛОО ҐОО
/  K r( \ )  cosCAdA =  0 , /  K, (X) s\n( XdX =  0 , (С > P ) . (7)

J  0 Jo
тут  <*n, « 2 2  -  константи. Реш та величин, що входять в рівняння (6 ), 
(7) вионачаються співвідношеннями виду :

Ф п ( Х )  =  Ф м { Х )  -  0(1/А 2) ; 017(A) =  0гГ(А) =  0 (1 /А ). (8)

12



Одним із методів роов’яоку парних інтегральних рівнянь є метод, 
який, в даному випадку, полягає в тому, що роов’яоки вибирають­
ся в такому вигляді, щоб рівняння, котрі виконуються при f  > Р 
оадовольнялися тотожньо. Реш та рівнянь (С < /?), оа допомогою 
методу роокладів в ряди, оводяться до системи лінійних однорідних 
алгебраїчних рівнянь.

Для цього невідомі функції К г(А) і К , ( А) подаються у вигляді не­
скінченних рядів по функціям Беселя першого роду о невідомими кон­
стантами dj і Ь, :

оо оо

Кг{ А) = £«уА-^у+1(/ЇА).; к,{\) = J2 Ь/А-1 JV+1(/? А). (9)
J= 0  ;= 0

Зауважимо, що вибір функцій К т{А) т а  й"і(А) у вигляді (9) оабеопе- 
чуе тотож не оадоволення рівнянь (7). А рівнявня (6 ), на основі відо­
мих роокладів функцій c o s ( \  і sin СА у вигляді

ОО
cos£A =  £,-J2»(/?A) cos2t<p; єо =  1 , е» =  2 (і >  1);

і= 0  
°°

аіпСА =  У ^ 2 Уа,-+1 (/?А)зш(2 » +  1  )tp\ ^  =  arcsin(C//?); (Ю)
і= 0

дають нескінченну однорідну систему лінійних алгебраїчних рівнянь 
відносно невідомих о;- та  bj :

00 оо

^  '  aj(Qn Дії +  Ду) +  ^  ] bjTjj =  0 , » =  0 , 1 , 2 ,3 ,4 , . . .  ;
;-о i -о

00 оо

ajPij +  bj(ai2Q*j + Qij) =  0 , і =  0 , 1 , 2 ,3 ,4 , . . .  . ( 1 1 )
/ = 0  > = 0

В отриманій системі рівнянь (11) черео R i j , . . .  ,Qij нооначені не­
власні інтеграли виду :

R i j=  [  . . . ;  і т.п. ( 1 2 )
J о

Для онаходження нетривіального роов’яоку системи однорідних 
лінійних алгебраїчних рівнянь відносно невідомих а; і bj необхідно 
визначник системи рівнянь покласти рівним нулю. Для стисливих та 
нестисливих матеріалів маємо відповідні співвідношення

det \\dki(P, A3 ,u;)|| =  0 ; det \\dkt{(l, А3 ,ге)|| =  0 , ( £ , /=  1 ,2 , . . . ) .  (13)
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Таким чином, вихідна задача оведена до оадачі на власні значення 
відносно параметра вкорочення водовж осі А3 або напружень стиску 
S3 3  =  Ь'зз( А3), що характеризую ть докритичний стан.

В тр ет ій  главі викладена методика чисельного досліджен­
ня отриманих оадач на власні оначення. Для різних моделей ма­
теріалів подасться конкретиоація параметрів, що входять в ро- 
вв’яоуючі співвідношення. В главі наведені чисельні рсоультати для 
: 1) нестисливого високоеластичного матеріалу о потенціалом Трело- 
ара (в рамках теорії великих початкових деформацій); 2 ) стисливого 
пружного матеріалу о потенціалом, що співпадає но формі о пруж­
ним потенціалом лінійної теорії пружнос'гі ізотропного тіла (в рам­
ках другог' варіанту малих початкових деформацій); 3) композитних 
матеріалів при малих початкових деформаціях (композити армовані 
однонанравленими волокнами типу скло-епоксидна смола о об’ємним 
вмістом V/ — 0,63; типу графіт-епоксидна смола з Vj = 0,5; т а  ряд 
інших композитних матеріалів).

Зауважимо, що при дослідженні композитних матеріалів припуска­
лося, що мінімальні розміри тріщин опачно більше розмірів структур­
них елемептів матеріалів, тобто розглядалися макротріщини. Крім 
того, не розглядалися процеси руйнування, в яких виявляються вла­
стивості кусково-однорідного середовища на зразок руйнування на 
границі розділу середовищ. При зроблених припущеннях, композит 
моделюється однорідним середовищем о приведеними характеристи­
ками трансверсально-іоотрошшго тіла о віссю ізотропії, що співпадає
о віссю О х:і, водовж якої відбувається стиск матеріалу. До вказаних 
матеріалів відносяться волокнисті однонаправлені матеріали о воло­
кнами, спрямованими водовж осі Ox-j, а в площині ізотропії х 3 = const 
немає чітко визначеного напрямку переважного армування.

При чисельному дослідженні характеристичних рівнянь (13) не­
скінченна система лінійних алгебраїчних рівнянь ( 1 1 ) оводилася до 
скінченної системи N  алгебраїчних ріяняпь. При цьому, порядок ре­
дукції системи визначався шляхом досягнення практичної обіжності. 
Аналіз обіжності членів ряда показує, що для обчислення критичних 
вкорочень А3  о точністю до п’ятого онаха після коми достатньо об­
межитися 10 15 членами ряду, в (залежності від моделі матеріалу.

На відміну від класичного випадку, коли параметр оадачі входить 
лінійним чином як множник при лінійному операторі, в досліджува­
них в цій роботі задачах параметр вкорочення А3  складним неліній-
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ним чином входить в елементи визначників (13). Тому дослідження 
оадач па власні значення полягає в онаходженні першого значення 
Аз < 1, при омешпенні Аз, починаючи іо значення Аз =  1, при якому 
система рівнянь має нетривіальний роов’яоок. *

Зауважимо, що елементи вионачників (13) є невласними інтеграла­
ми о нескінченними верхніми границями інтегрування типу (12). Для 
їх оцінки інтеграли подавалися у вигляді суми скінченної т а  .асим­
птотичної частин. При цьому перші складові обчислювалися оа ква­
дратурними формулами Гауса, а для чисельного інтегрування других 
складових, що мають вид

Реоультати обчислень представлені в дисертації у вигляді графіків
і відображають залежність критичних параметрів навантажень від 
пружних характеристик матеріалів, а також геометричних пара­
метрів дефекту.

В заклю чній частині ди сер тац ії в . узагальнено^ 
му вигляді сформульовані основні реоультати, отримані в роботі і 
подаються висновки, зроблені на основі аналізу цих реоультатів.

І. Таким чином, в дисертаційній роботі вперше розв'язані в рам­
ках тривимірної лінеариоованої теорії просторові осесиметричні 
оадачі механіки ру й н у вати  пружних матеріалів о циліндричною 
тріщиною при осьовому стиску, включаючи:

1. Постановку оадач про стиск нескінченного тіла водовж па­
ралельних твірних кругової циліндричної тріщини.

Fk(m,n,x0) =  I x~kJ m{ x ) J n{x)dx;  (fc =  1,2).  
J  X о

(14)

використовувалися формули типу

F ,( m ,n ,* 0) =  ^ (m2 _ 2„3) +  mJ _  „2  [ - Л ^ Ы Л Ы -

-  M x 0)Jn+1M } - J- Xo)̂ Xo); ( m / n ) ;
J m t n

^  m— 1

F ,(m ,m ,x 0) =  —  [j0J(*o) +  2 E  J,2(xo) + ^ (* o )]  ; (m =  n > 0);
. J= 1

. . . 1 т.п. (15)
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2. Побудову роов’яоуючих співвідношень на основі апарату те­
орії інтегральних перетворень Ф ур’є-Ханкеля і методу роз­
кладів в ряди.

3. Рооробку алгоритму і його програмну реаліоацію для чисель­
ного дослідження оадач на власні оначення.

4. Одержання числових реоультатів для конкретних моделей 
матеріалів а їх аналіо.

II. Основні реоультати роботи полягають в наступному:

1. На основі оагального підходу в раліках тривимірної лінеа- 
рипованої теорії стійкості деформівних тіл дається постано­
вка просторових осесиметричних оадач про руйнування ма­
теріалів о круговою циліндричною тріщиною при осьовому 
стиску.

2 . З використанням представлень нагальних роов’яоків лінеа­
риоованих рівнянь в координатах недеформівного стану, на 
основі теорії інтегральних перетворень Ф ур’с-Ханкеля одер­
жані парні інтегральні рівняння, які о оалученням методу ро- 
окладів в ряди по функціям Беселя оводяться до однорідної 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь.

3. Роороблена методика чисельного дослідження отриманих оа­
дач на власні оначення для скінченних одпорідних систем 
лінійних алгебраїчних рівнянь, коли шуканий параметр скла­
дним нелінійним чином входить в роов’яоуючі рівняітя.

4. Складено алгоритм і втілена його програмна реаліоація для 
програмування на П К .

5. Отримані числові реоультати і проведений їх аналіо для кон­
кретних моделей матеріалів : а) стисливого матеріалу о
потенціалом, що співпадає по формі о пружним потенціа­
лом лінійної теорії пружності іоотроішого тіла; б) нести­
сливого високоеластичного матеріалу о потенціалом Трело- 
ара; в) компооитних матеріалів (компооити армовані одно- 
направленими волокнами типу скло-епоксидна смола, графіт- 
июксидна смола та  ряд інших комиооитів).

III. На основі отриманих реоультатів можна оробити такі висновки:
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1. Метод, що використовується для чисельного дослідження оа­
дач на власні оначення є ефективним в усіх рооглянутих ви­
падках.

2. Для обчислення критичних вкорочень о точністю до п ’ятого 
знака після коми, в роов’яоуючій системі лінійних алгебраїч-

' них рівнянь достатньо обмежитися 10 -  15 членами ряду, в 
залежності від моделі матеріалу.

3. Критичні навантаження у всіх рооглянутих випадках 
суттєво залежать як від геометричних параметрів оадачі, 
так і від механічних характеристик матеріалу.

4. Для компооитних матеріалів критичні оначення навантажень 
в більшій мірі оалежать від величини Е / G ' ,  ніж від пара­
метрів і/, и \  Е / Е 1.

В додатку описано алгоритм програм для чисельного дослід­
ження на ІІК.

Основний оміст дисертаційної роботи викладено в наступних 
працях :

1. О раорушении бесконечного сжимаемого композита, содержа­
щего конечпую цилиндрическую трещину в условиях осевого сжатия 
/ /  Ирикл. механика. -  1995. -  31, N9. -  С. 15 -  23. .(Соавт. Гузь А.Н., 
Назаренко В.М.).

2. Сжатие бесконечного композитного материала вдоль конеч­
ной цилиндрической трещины / /  Механика композит, материалов.
-  1995. -  31, N1. -  С. 27 -  34. (Соавт. Назаренко В.М.).

3. О методе.решения оадач раорушепия бесконечного материала 
с цилиндрической трещиной при осевом сжатии (случай неравных' 
корней) / /  ДокЛ. АН Украины. -  1994. -  N7. ^ С. 62 -  66. (Соавт. 
Назаренко В.М.).

4. Разрушение композитного материала при сжатии вдоль цилин­
дрической трещины Докл. НАН Украины. -  1995. -  N10. -  С. 48 - 
52. (Соавт. ГузьА.Н., Назаренко В.М.).

5. Осесимметричная задача механики разрушения бесконечного 
тела с цилиндрической трещиной при осевом сжатии / /Тр.  XVII 
науч. конф. мол. ученых Ин-та мех. АН Украины. т- Киев, 1992. -
Ч. 1. -  С. 101 -  105. -  Деп. в УкрИНТЭИ 07.07.92, N1021 -  Ук92. 
(Соавт. Назаренко В.М.).
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6 . Осесимметричная оадача механики раорушения материала с ци­
линдрической полостью и соосной приповерхностной цилиндрической 
трещиной при осевом сжатии / /Тр. XVIII Науч. конф. мол. ученых 
Ин-та мех. АН Украины. -  Киев, 1993. -  Ч. 2. -  С. 130 -  134. -  Деп. 
в ГН ТБ Украины 16.08.93, М 765 -  Ук93. (Соавт. НаоаренкоВ.М.).

7. О методе решения оадачи механики раорушения стержня кру­
гового поперечного сечения, содержащего цилиндрическую трещину 
при осевом сжатии / /Тр.  Всеукраинской кс>нф. мол. ученых вуоов 
Украины (математика), Киев, ун-т, -  1994. -  С. 174 -  180. -  Деп. в 
ГНТБ Украины 20.07.94, N1302 - Ук94. (Бео соавторов).

КЬоша Yu.I. An axisymmetric problem of brittle fracture of materials 
with a cylindrical crack under an axial compression.
Dissertation for the Candidate of Physical and M athematical Sci­
ences Degree in Speciality 01.02.04 -  mechanics of a deformable solid,
S.P.Timoshenko Institu te  of Mechanics of the National Academy of Sci­
ences of Ukraine, Kyiv, 1995.
Nine papers containing the theoretical investigation on compression of 
elastic materials along a cylindrical crack in the frame-work of the three- 
dimensional linearized stability theory of the deformed bodies are defend­
ed. It has been studied an influence of the defect, geometry and the elastic 
constants of the m aterials on a value of the critical loads.

Хома Ю.И. Осесимметричная задача механики хрупкого разрушения 
материалов с цилиндрической трещиной нри осевом сжатии. 
Диссертация на соискание ученой степени кандидата фиоико- 
математических наук по специальности 01.02.04 - механика дефор­
мируемого твердого тела, Институт механики им. С.П. Тимошенко 
Национальной академии наук Украины, Киев, 1995.
Защищается 9 научных работ, которые содержат теоретическое ис­
следование о сжатии упругих материалов вдоль цилиндрической тре­
щины в рамках трехмерной линеариоированной теории устойчивости 
деформируемых тел. Иоучено влияние геометрических параметров 
дефекта и упругих постоянных материала на величины критических 
нагруоок.

Ключов' слова: тривимірна лінеариоована теорія, циліндрична тріщи­
на, мехаиіка руйнування матеріалів, осьовий стиск, локальна втрата 
стійкості, макротріщина, критичні параметри навантаження.
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