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Актуальность проблемы . Нелинейные задачи механики деформи­
руемого твердого тела в силу сьоей практической и теоретической 
значимости всегда были объектом исследований , интерес к которым 
никогда не ослабевал . В первую очередь это связано с тем , что 
модели , построенные С учетом нелинейных эффектов более близки к 
реальным процессам и объектам , чем их линейные аналоги . Кроме
ТОГО , В ХОЛв 'ПЄГОЄНИЯ ЯЯЇЇ.ЧЧ ЛЯЯПЯбЯТНВПЮТСЯ
толы и подхода , позволяющие расгаирить круг решаемых задач и по­
высить точность результатов .

Особый интерес представляет класс физически нелинейных за­
дач , в частности задач деформирования за пределами упругости , 
поскольку этот вопрос непосредственно связан с определением несу­
щей способности элементов конструкций . В силу нелинейности 
уравнений состояния теорий пластичности при решении практических 
задач обычно применяются различные варианты линеаризации исход­
ной проблемы , предложенные в работах И.А. Биргера , А.А. Ильгаи- 
на .

Существующие ь теории пластичности методы линеаризации мож­
но разделить на две большие группы . В первой группе проводится 
формальная процедура линеаризации , аналогичная методу Ньютона 
при решении нелинейных алгебраических уравнений . Вычислительная 
схема задачи в этом случае связана с необходимостью переопределе­
ния на каждой итерации матрицы коэффициентов системы уравнений .

Ко второй группе относятся методы , в которых переход от 
нелинейных операторов к линейным осуществляется на основе физи­
ческого анализа задача . В^вац^шмости от интерпретации нелиннй-
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ИТ‘?Г‘*?ІЯ.вХ РЗНЗОГП ШЯГВ ЯЯГРУЖВНИЯ МСЯЯЇТ С*СТЯВ8ТЬСЯ ЯЄИЗМЄННОЙ 
( метал упругих решений , метод начальних напряжений , метод на­
чальных деформаций ) . таи и уточняться от «ага к шагу , как в 
методах первой группе (метол перемените параметров упругости ) .
I Среда подходов а реиенкв £езичзсеи нелинейных задач , не 
использугщих идее линеаризации , самыжм известными являются ме­
тод локагъныч варкзтй Ф.Л. Черноусько * Н.Б. Баничука , метод 
В.В. АйргмсБЗ, основанный нз предстззгегза условия совместности 
дефермзцй! е ферме гяпотетичэского сечения ,а также разложение 
нелинейных членов по малому параметру . прмееняемое в работах
Н.Г. Тамурова и И.А. Цурпала.

Несмотря на Оольаое количество чхеязншх методов , в тай или 
иной мере ориентированных на решение нехинейшх задач .очевидно, 
что возможности классических подходов теории упругости далеко не 
пгрмнмциияігтпя рамками линейно-упрутих задач . Так функции напря­
жений нртм°няттся в теории упругости у« более ста лет и является 
афективним инструментом для решения задач различных уровней 
слтаностг . Решение 39ДЯЧ* в этом случав сводится к построению 
дифференциальных операторов для предетшления компонент вапряжа- 
ний {пбрвнєщаний )через функцию пгпряжєгий и последующему опреде­
ление гармонической иіи Оигармоничесиой функций . Широко известны 
функция Эри для плоской задачи и функция Ляьа - для осесимметрич­
ной .Большое количество примеров функції напряжений , а такие 
подробный их анализ приведен в монографиях Л. Доннела и С. Прут­
кова . В 30-г годах нашего века Ф .П .иапкович и Г. Шзййвр 
.япкяяр.’т* "л"та оі5шее пешенив задач теории упругости
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може і баїь продс;а^.^:а при псдащк четырех гарысикческих фикций 
и вопрос о применении функций напряжений получил строгое обосно­
вание и законченность .

На основании проведенного анализа литературы можно сделать 
следующие выводы, определяющие выбор темн диссертационной работы:

1. Если методика получения функций напряжений в настоящее 
время разработана достаточно полно , то сами функции , за исклю­
чением гармонических , исследованы менее подробно .

2. Круг методов реаания нелинейных задач ,в которых не 
используется линеаризации является ограниченным .

3. Недостаточно полно исползуется класс ортогональных 
полиномов , обладающих хорошими аппроксимирующими свойствами 
и удобными для построения численных алгоритмов .

Цель диссертационной работы формулируется следующим образом :
- разработать метод , который объединил бы достоинства реше­

ний в форме функций напряжений и цроективных методов ;
- распространить предложенный метод для решения физически

НьЛИНЬЙШхХ З&Д&Ч ;
_ ЧТ̂ Г»*">ТЭ а»т ч . ГТ/ЛТТ^Г\Т? Т) р т а т т о  И  Т Ч Ч '’  ЇТТ» н»п m  TTITV

и пакетов прикладных программ для решения упругопластических кон­
тактных задач и задач механики разрушения.

Научная новизна работы состоит в следующем :
- получены представления функций напряжений для осесиммет­

ричной и плоской задач теории упругости через ультрасферические 
многочлены в виде рекуррентных соотношений ;

- доказана теорема о самоуравновешенной гиптемя внутренних 
СИЛ ДЛЯ глуп я я 'Т'птщп-рп ргггго ЛНвНИ a ypjroPTrt* rpnrto ттоф тторот»т -



-  4 -

нисід і

- разработан алгоритм охвчтшэ̂ .пдей поверхности , позволяющий 
использовать свойство ортогональности базиса в случае когда об­
ласть интегрирования не сснпадает с область» ортогональности ба­
зисних функций ;

- предложен метод шасвнсируд^их функций решения задач 
теории пластичности , минуя этап линеаризации ;

- путем численно! реализации доказана практическая возмож­
ность решения В функциях ЕЗПрЕХВНИЙ физически нелинейных задач 
механики деформируемого тгердого тела .

Достоверность основних нвутанх результатов и выводов дис­
сертации обеспечивается строгость® постановки задач и коррект­
ностью математических методов » применяемых для анализа ; срав­
нением результатов тестонах задач с известными в литературе тач­
ными решениями , а также устойчивостью вычислительных эксперимен­
тов на ЭВМ .

Научная ̂ практическая ценность работы заключается в созда­
нии эффективных методов расчета напряженно-деформированного со-
nmn г» *5 ТТГ»Ч#0 V ГУТТ гпгтч г'Г' -•*** г Т5 j’ "' " ' 1? УІІрУ̂ ^
пластической областях . Разработанные метода и алгоритмы их ре­
ализации на ЭШ могут быть иаюльзованы в НИИ и КБ при констру­
ировании и расчете детале! маяин и элементов строительных кон­
струкций , путем определения их напряженно- деформированного сс- 
стояния при контактном взамюдействии , а также для определения 
их несущей способности при наличии трещин .

Апробация рэботы .Оленяче тологения и результаты работы
ЛОК.^ЛНР** Л|!СЬ Y  ОбСУЖУ?* -"ЯГЬ Г
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формируемого те Да "(г. Днепропетровск І9ЙЇ г.) ;
- Всесоюзном симпозиуме " Ползучесть в конструкциях **

(г.Днепропетровск 1982 г.) ;
Республиканской научно - технической конференции ” Проб­

лемы снижения мйтеркзлоемкости л эффективности МЗ’ЛИН для живот - 
новодства и кормопроизводства "(г.Киев Ї982 г.) ;

- Всесоюзной конференции " Расчеты й испытания на контактную 
усталость мгтзрйалов и деталей машин "(г. Mqckes 1984 г.) ;

- научных семинарах кафедры программного обеспечения и ма­
тематического моделирования Запорожской государственной инженер­
ной академии (1990-1995 гг. );

- межкафбдральном тематическом семийэре по специальности 
05.02.07 - "Механика деформируемого твердого тела и Запорожского 
государственного технического университета (1995г.)

Публикаций .По материалам диссертации опубликовано 5 работ.
Структура Я объем диссертации . Работа состоит из введения , 

трех глав , заключения и списка литературы , содержит 101 стра­
ницу кзягиноттксного текста , 21 рисунок , список использованной 
литературы из 65 наименований .

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ
Во введений обосновывается актуальность проблемы , соста­

вившей предмет Исследования , выполнен анализ современного состо­
яния вопроса , дан краткий обзор работ , посвященных методам ли­
неаризации задач теории пластичности , упругопластическим кон­
тактным задачам , решению задач теории упругости в функциях на­
пряжений . Аяалйз состояния вопроса позволил поставить пели и
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ложено содержание етіссертации по главам , формулируются основные 
научные полохенаи , которые выносятся на защиту .

В первой главе диссертационной работы исходя из функции на­
пряжений для о-сеегавевтричных задач теории упругости в форме 
А.Тимпе

. * - £«
1+Ц Г Ф в ,и=—  [ 4(1-11) 5 - -UPHJ)] .

1+ц в
« -----5-- —  (ЧН-Т)) ,flz

(1 )

где
0* 1 а 0*

=( — г- + -----+ ---, )Ч =0 , (2)
Sr г Or -За

б* 1 А а*
Сф =( — --------- + ---- )ф =0 , (V ф = О) (3)£)г Г бг 6z

найдено , что рзіенвв задачи о действии сосредоточенной силы Р на
упругое полупространство имеет вид 

р 
2 с

т/ = — —  [ 2 1 n r - (3 -2 p .) ln (z + R ) ]  , (4)

Т  z
У _ ------, где Е -/ г“ + ъ (5)

2% а
. / 7 7

Все функции подученннв из (4) и (5) дифференцированием или 
интегрирование* по * удовлетворяют условиям (2) и (З).Так после­
довательное дифференцирование дает

0та -к-»
\ =  д - -- - = R їк(х). (6)

Л!> ->»1к * = К (х) (7)ЧХ ~ -я---Л 0%Оф -к-*
ф - — —  ̂  ф _= (1- х2)Н Ук , х = Е/я, (В)

ІІ2
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Показано , что функции \ Ы )  ,<l(x),vk(x) являютгя решені?ямк 
дифференциального уравнения для многочленов Якоби

г d2y dy
(1 -х ) --—  + [р-а-(а+р+2 )х] --- + п(п+а+р+1 )у =о , (9)dx dx

а именно .ультрасферическими многочленами , которым соответствуют
значения параметров а = р или X = а+ 1/2 . При А.= 1/2 функции
Y = ?к (х) являются полиномами Лежандра Рк (х) . Полиномам Чебышева
первого и второго рода сооответсвуют значения \= о и А. = 1 . Что
касается случая многочленов ( \= -1/2 ) и Yk {\ = 3/2 ), то они ,
повидимому , впервые применяются для решения задач механики.
Используя свойства ультрасферичесюа многочленов показано , что
для выполнения рекуррентных соотношений (6)-(а) необходимо чтобы
функции напряжений были представлены в виде

п  - ( n t i >

т£ = (-1 ) n! R Рп (х)
г» 1 -< nt 3>

ф-  ̂(_i) --  n!(n+2)r2R V̂ (x) (10)

Доказывается , что для производных по координате г справед­
ливы соотношения

°С  - Ч ,  ф'
—  = г <9г

Показано , что функции

- Г _ * 11 1 ) дг <Эг г

♦  1  ГУ ♦  2
m -  ------- Т> f r l P  , ф -  V  ------------------

п! ” " 2 (п-1 )!

1 п - 1г

также будут удовлетворять соотношениям (2 ) и (3) и рекуррентным 
соотношениям типа (6), (1 1 ) .

Переходя в (1 ) от перемещений к напряжениям при помощи со­
отношений Коши и закона Гука с учетом (6) и (12) получаем следую-



щие выражения для компонент напряженно-деформированного состояния

Р  р, n p  a  тхр'гтг'. чуг&іту а  у

"(\1 = - С ,  • U< V  = -г •

.П(ф-) = (2Х - f  г ^ )  , w (!}f) = - ф-т1 ,

ф~^

* - Ч».* ’ Тг , Ч > = - - ^ -- » <13>

С ,
° г1 С >  = -  +£^ V ,  ’ x.-= «С> = Я. - ^ г -  - г  V ,  •

1+иX = 2(1- Ц) .О . = -5- О' rf * із Е і j

Аналогичные выражения через функции r f и ф* получаются из 

(13) заменой знака плюс в индексах на минус .

Доказывается , что компоненты вектора перемещений u(t)),W (t]) и 

тензора напряжений атж (т })»т„  (Л) ортогональны на сферической 

поверхности с центром в начале координат. Так для u(tj) имеем

1 „п-НЧ-2

Г u (r ,z )u  (r ... ;c s  ------------------------------- [ (1-і1 )V (i)V (x)dx
J n ^  4 (n-1) !  (k-1) !  J
3 -*

Для пдосксй задачи теории упругости показано , что если ре­

шение уравнения Лапласа представить в форме

. .. а _

п~ г - n
С  = М )  (n-1 )! г  Т ( t )Я п

% / 2
♦ 1 "  Г - Л  У

fB = —— г  * n ( t )  , Г =[х* + у J . t  = ——  ,



УД? Т  ( t )  М^ПГО^ЛвНК тт»»рр ■'7«тгс*Г*'г*0 "РОДЯ , ТО ОТфЯ'ВвЯЛИВН

соотношения типа (6) . Вводятся функции
74 -п- 2 »  1

ф“ = (-1 ) п! г  и (t) , ф = ---------- г ’ и (t) ,
(п+1 )!

где - U„(t) многочлены Чебышева второго рода, и доказывается 
справедливость соотношений

Of Of-- —  = -і ф’ , -----  —  = і ф" .
в  ^  - а  -л
ОХ З х

Полученные результаты позволяют для функции напряжения
01 от

и = —  . и = —  ,* ах у <Эу
<f t  5* г Э*Г

Г г Г г По  = — —  ,  О = — —  , т  = -----------
ах* vy fly* 51 у <3и9у

в терминах г", г* получить следущее представление 

о (fr) = -і ф’ , и (гт) = 1*Х Г» ~г*- 2 у г» ' n-i

о (f*)= -о (f*) = f* „ Т (Г*) = -X фТу у Г» XX г* п - 2  *у  п ' ^п- 3

и  (Г~ ) = х  ф“ , и (f* ) = Тх '  п  '  т п -1  '  у  rt г.

О (f')= -о (f_ ) a f  Т (Г_ ) * I ш"УУ rs ' X X F> т\+1 х у т> Ч'п

Вводится бигармоничвская функция Ф~= у г~ +п х~ ,
при испсльзоЕэнта которой в реленки Эри получаются компоненты на­
пряженно-деформированного состояния , также удовлетворяющие ре­
куррентным условиям ТИП9 (f>)~ (я). При этом получаются следующие
-*у-,-т-м г\т тттт тгтта т т о т г п а ^ п т т ’ г ^j JUm. ^----- ---

(14)

о (О )= у 1 1уу 4 г. ' ^ г- ♦ 7

-  э -
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( 1 5 )

X ($ )- і І ї ф , +(п-И ) Ф~ І . жу Tntl n J

г перемещений е случае плоской деформация

и = —  ГзГ -  2 ( 1 - i i ) f  І  , U = -----  Гф" +» ay і "  n J * ві L
—  [ф ;  + 2(1-Ц )Г П J .  (16)

Соответствуйте "+"- представление подучается введение* функции

Также как в в осесимметрично* случае для гармонической функ­
ции напряжений показано , что все компоненты вектора перемещений 
ж тензора напряжена* . заданные соотношениями (14) ортогональны 
на окружности с центри* в начале координат .

Подученные представления для функций напряжений обладают 
рекуррентными свойствами , удобны для вычислений , напряженно- 
деформированное состояние , определенное посредством этих функ­
ций задается в очень компактной форме . Поэтому (13) - (15) могут 
быть т?рименены в качестве базисных функций для построения числен­
ных рошений осесимметричных и плоских задач теории упругости .

Т’т̂ тг.я глава посвящена зсг-̂ рс""" практической р с —.’p.r.-yv. ре- 
вений в функциях напряжений , представленных через ультрасфери­
чески» многочлены . Показано , что если свободная от напряжений 
поверхность представляет собой плоскость z=o то граничные условия 
ov = О , от = о могут быть удовлетворены точно . Полагая , 
что решение осесгаметричной задачи ищется в виде

Фт=  у  Г  ~ (п—1 )х  .п ш Ті-± 4 п

N  N

ч -  ’ ф = Е ь-Ф» *
n - О  П = 0

(17 )
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і дб коз СЕЛЗГіїПд CQQ?hCS& *r«*sw
-  / і  4. О к > Ь ~  f  1  f l  N

n " vAn+ ^ /Dn •
используя представления (13) и значения многочленов Лежандра и 
V- полиномов в ноле подучено, что коэффициенты Ап , обеспечива­
ющие вьшолнение граничных условий на свободной поверхности 
вычисляются по формулам

А = - (2к+3) = - п - 3 для п = 2к ; (19)
А = - (2к+5) * -п -4 для n =2к+1; к: - 1,2,...

Аналогично для плоской задачи потребовав , чтобы коэффициенты 
в разложении по базису

И  N

*'=£> С  • ® = Ф"~ (20)
п =  О л = 0

были связаны соотношениями

а” = А ь~ (21)Г» Л п

и учитывая значения многочлены Чебышева в нуле .получено
А = -  п -1  , n  =2к ;

( 2 2 )
А = - п , n =2к+1 .

Доказана следующая теорема : Если коэффициенты в решении 
(1 7 ) связаны форіулами (18) , а коэффициенты в разложении (20) 
связаны соотношениями (21 ) , ТО напряженное ПОСТОЯННА , СООТРРТ- 

ствуещее этим решениям представляет собой самоуравновешенную си­
стему внутренних сил .

При построении решений в функциях напряжений основной проб­
лемой является удовлетворение граничным условиям , т.е. решения 
задач вида
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м

І(а) =j {  Y?n% U 
г t=e

---- > т іл і2з;

гдй Р-згданное перемчо̂ енге (напряжение ), а «р- соответствующая 
базисная функция . Ksk правило граница Г не совпадает с областью 
ортогональности S бязисннх функций <рг , и в этом случае задача 
свйдагсз к реаению систех линейных уравнений с симметричными по­
ложительно определенными матрицами общего вида .

Предложен алгоритм охватывающей поверхности , позволяющий 
получать в этом сдучае даагоааяьную матрицу и тем самым намного 
сократить объем вычислений . Для этого интегрирование в (23) но 
границе Г заменяется интегрированием по области S , формально 
полагая , что в области Э\Г тождественно выполняется условие

и тогда подинтегральяое выражение в (23) будет отличным от ноля 
только на границе Г . В результате получается система линейных 
алгебраических уравнений . в которой правая часть вычислена с не­
которой погрешностью . Эта задача принадлежат к классу некоррект­
ных задрч , и может быть решена при помощи регуляризации по Тихо­
нову - Если для реэвикя (23) применить метод Ньютона , то более 
эффективным подхода» является учет погрешности в правой части при 
решении задаче одномерно* минимизации определения шага по ньюто­
новскому направлению .

Для распространения решения в функциях напряжений на класс 
упругопластических задач предложен метод компенсирующих функций .

Если напряжения представлены посредством функций напряже­
ний то независимо от физического смысла параметров , входящих в

М

І  =  О
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эти выражения , и характера деформирования среда ( упругого , 
пластического и т.н.), уравнения равновесия будут выполняться 
автоматически . Пусть компоненты вектора перемещений и тензора 
напряжений определяются соотношениями

U = Ь (ф) , ai. = П. . (ф) ,
где переход от перемощений к напряжениям осуществлен при помощи
соотношений Коши и закона Ityxa . Вводится функция

<PU= <  <РП (24)
такая , что и (фи ) = L (фи) . При переходе некоторых элементов 
деформированной среды в пластическое состояние из уравнений со­
ответствующей теории пластичности можно определить компоненты
-"ounnrio Г' т'ог”т,т;г. Л>Т̂"ТЯГ npAnriieemrW* — с ffj / гпУ ' Т?̂.ттт»... ■*, .-.ч. ir' .‘-'-V-*- - j V J L J ' 1
делять коэффициенты с? в (26) из условия

2

I(o“) = f[e . (фи) - efJ  (О. . (Ф))] ЧП --- > ШІЛ

то будут выполняться и уравнения равновесия , и соотношения между 
напряжениями и деформациями. Очевидно , что в случае линейной уп­
ругости <pJ 2 ф . Т.к. функция фи устраняет невязку между дефор­
мациями вычисленными при помощи функций напряжений и определен­
ным из уравнений состояния , назовем фи компенсирующей функцией . 
Используя обще принятое предположение об упругом изменение объема 
доказывается , что для случая осевой симметрии достаточно одной 
компенсирующей функции т)и . Аналогично доказывается , что для 
плоского напряженного состояния и плоской деформации роль компен­
сирующей функции играет Ґ1 .

В случае обратной задачи т.е. когда по заданным перемещениям 
необходимо найти распределение напряжений , вводится компенсиру-



иная фунта me я ® °. опоеявляемая из условия

2

1 (оа) |[о.. (ф°) - of. (ф^ <Ю --- > tnin .

Q
Долучены компактные выражения для нормальных коипонент пере­

мещений а напряжений на с-фврв радиуса р , которая исиользуется 
в качестве поверхности сопряжения решений

В третьей глава разработанный метод применяется для решения 
конкретных задач . Рассмотрена задача о контакте жесткого штампа 
с упругопластической поду пространством Q . Область її единичной 
сферой разбиваете на два подобласти : Пс с границей , содержащей 
поверхность контакта к 0о , содержащей свободную поверхность . 
Т.к. функции ф~ и т}~ быстра затухают по мвре удаления от начала 
координат , то для построения решения в области Qc применяется 
ф* и т£ после замени переменной Е = q - s ( q >0 ) .

В области ао решение ищется е  виде (17), где коэффициенты 
аГ и ъ~ связаны соотношениями (18) . При этом структура функций 
Ф и т) обеспечивает выполнение граничных условий на бесконечнос­
ти , а условия на свободной поверхности выполняются точно. По­
скольку в этом случав функции (17) определяют самсурззновезенную 
систему в области ,то к этому бязису добавляется рря®ни“ Буе­
сине саа .

ПрИМбНіібТСН іійї ‘у Вс1р*ШЫ jfCJIUBHH s i b l i У. .

Сопряжение решений на границе раздела областей Q, и О̂ обесгазчи-
вается условиями не гоерыкно с ти компонент вектора перемещений и
. :  ■ — л.-;, w. Л і т и . ,  .n r . . - :  « г »  и  п і  i |  i f i b f i  t i  h'lai m X ( J U t / i l i a U  x  u  лХ .  j Q

адаптированного алгоритм*} типа Удзавн (Эрроу- Гурницз), при помо-

-  14  -
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ща которого строится итерационный процесс уточнения условий на 
поверхности контакта .

Все построения для решения осесимметричной задачи непосред­
ственно переносятся на случай плоской задачи с соответствующей 
заменой базисных функций и решения Буссинскз на решение Фламзна .

Компенсирующая функция для упругопластической задачи нахо­
дилась из условий состояния , определяемых по теории малых упру­
гопластических деформаций . Для осесимметричной задачи в без­
размерных переменных имеем 

є
(T]U) = ' Ї-2Ц  [1_2Ц Х ]+ (Ф)"  ^ (? )

где

TtJ 0п“ ) = 2X \ t - (Ф) -  7tj  (*> .

2 T

є. . (F) , 7. . (F) -компоненты деформаций определяемые решением

Буссинеска или ф -функциями . q,icf *
Все расчеты проводились при 

значениях физических характерис­
тик деформируемой среды , кото­
рые соответсвуют параметрам мало­
углеродистой стали . Из срзвения 
результатов аналитического (1 ) и 
численного (2) решений плоской 
задачи о контакте жесткого глад­
кого штампа с плоским основанием Рис. 1

с линейно-упругой средой (рис. 1 ) можно сделать вывод о надежнос­
ти предложенного метода . Аналогичное соответствие результатов
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случая унругсттлнстич©скоро дефор- Р, 1 о 
мироЕНїгія аоино сделать сравнивая 
зависимость контактного усилия от 
глубшт тогрухения жесткого <зсе- 
сишйтрйчнога штампа с плоским 
основанием (рис.2.), полученную 
метода» компенсирующих функций 
(1) * методом локальных вариа­
ций Черноусъко-Еаничука (г).  Рис. 2

Решен ряд унругопластических контактных задач как для случая 
гладкого контакта, так и ори наличии трения на поверхностях со­
прикосновения . Отмечается, что перераспределение контактных дав­
лений so мере погружения атампа в упругопластическое полупрос­
транство в случав осевой симметрии и плоской деформации имеет ка- 
чествеяно различный характер. Исследована задача о контакте при 
полном сцэпдзнии штампа с деформируемым упругопластическим осно­
ванием с учетом того , что ж&сательвое нанрязвние не может превы­
шать предела текучести материала на сдвиг (закон трения Прандтля 
-Илышвз ).

Разработанный подход применен такие для определения ньпря- 
жензо-двформзрованнога состояния в деформируемом теле , содер­
жащей треизшу . Задачи этого класса несомненно представляют прак­
тический интерес при расчетах несущей способности элементов кон-
Г » г г ^ т г Т Т У у У  ТГг*Т.“  ТГ г г  пет  ТГГ> Ц П ' Т о  11 у  Г»ПТГ<С*ТТ ТППтт»»ГЪ  о і я т і / і ’ т ш р  г г  г »  Т»Г>7Г-ЧГ

подобластях П и Uo , предполагая , что качало координат рзспо-
JLHUCLlXt Xi ±̂ ОД і̂- t/ т Ґ&ІІ&3bti&tt у іу7л» p вич̂і і ~
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са с. лжи# лоиїйАііілїії'ш Ф ішщшл и аи р ш ьш 1А ij id ф , оьн ^ аш ш х с о — 

отношениями типа (19) ,что позволяет точно удовлетворить гранич­
ным условиям на берегах трещины .В области tlQ решение представ­
ляет собой наложение напряженнс-дефорккрованного состояния опре­
деленного функцией напряжений

N

* ? ' =  %}Л ’  <2 5 )

П =  D

на однородное растяжение q в направлении оси z .которе задано
v 1 а 2

функцией напряжений ф = с. ——  , т) = —  с (2z2-r2 ) ,
V о 2 '

qc.h = - с_ = ---- .
Ф  15 2 ( 1  +4-1.)

В разложении (25) , берутся только четные номера , что обеспечи­
вает выполнение условий симметрии в области По на плоскости z=o.

Решение плоской задачи проводится по этой же схеме , пос­
ле соответвупцей замены базисных о . ю~*
Функций . Решение численных при­
меров проводилось для тех же зна­
чений параметров среда , что и 
для контактных задач . Для до­
стижения сходимости требовалось 
не болеэ 5 итераций для упругой 
задачи и 10-12 - для упругоплас­
тической . На рис. 3 приведено 
распределение напряжений в ок-
poiJ iiiuCIid ЬгЗрШИгШ. Ї  pbiVin.ii ДЛЯ 

ПЧССЕОГС ДвфОрМИрОЕЙННСТ’О СОСТОЯНИЯ В СЛУЧ29 уПруГСЙ ("! ) И упру— 
гопластической задачи (2) .

/

Г И С. _■)
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Б заключении гмя*м!нн>в* тэеяультэтн работы сформулированы в
виде следующих выводов :

1. Найдено представление функций напряжений для осесиммет­
ричной и плоской задач теориж упругости через ультрасферические 
многочлены . Предложенные функции напряжений в силу своей ком­
пактности , рекуррентности , а тзкжэ хороших аппроксимирующих 
свойств могут быть жспажъзованы для построения численных решений 
соответствующих задач теории упругости .

2. Определена зависимость между гармонической и бигармони- 
ческой составляющими функции напряжений , при которой условия на 
свободной поверхности вмюлняются точно . Доказано , что такому 
решению соответствует сіжоурввновешенная система внутренних сил .

3. Показано , что часть компонент вектора перемещений и тен­
зора напряжений обладают свойством ортогональности и на основания 
этого результата предложен способ , позволяющий использовать 
свойство ортогональности базиса в случае » когда область интег­
рирования не совпадает с областью ортогональности базисных 
функций .

4. Предложен метод распространения решения в форме функций 
напряжений на случай дефсриировзния за пределами упругости .Для 
этого вводятся компенсирзлягке функции , ггр;* помощи которых устра­
няется невязка между напряжениями (деформациями), вычисленными 
по базисным функциям . и определенными пли помощи соотношений 
состояния соответствующей теории пластичности .

5. Разработанный метод применен для решения ряда осесим-
— . . .  «І ШЇССліїХ w . — « . . .  m u.ul.v Задач ДЛЯ

ШТЭМПОВ С ПЛОСКИМИ И вю іу к л ш ?!? , g  Т 2КЖ9 ДЛЯ TGJ!
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Огненное содержание диссертаїжи опубликовано в следу ших 
работах :
1 . Заяц В.М. О представленні* функний напряжений для осесиммет­
ричных и двумерных задач теории упругости чйрез ультрасферические 
многочлены . В сб. :Матемэткческое моделирование физико-механичер- 
ких полей и интенсификация производства.Запорожье .1995г.-с.66-73
2. Заяц В.И. Решений упругопластических контактных задач в функциях 
няпрязттптй . В сб. :М2тематкч9сиое моделирование физико-механических 
полей и интенсификация производства . Запорожье Л995г. -с.57-65
3 . Заяц В.И. , Колесник И.А. Напряженное состояние при внедрении 
сферического индентора в упругопластическую среду .В кн.: Смешан­
ные задачи механики деформируемого тала . Тез. док. II Всес. 
конф.- Днепропетровск ,1981 г.-с.50-51.
4. Заяц В.И. Об учете трения на поверхности контакта жесткого 
и упругопластического тел . В кн.: Ползучесть в конструкциях. .
Тез. док. Всес. симпозиума Днепропетровск ,1982 г.-с.153-154.
5. Заяц В.И. , Колесник И.А. О влиянии гистерезиса при многократ­
ном контактном нагружении .В кн.:Проблемы снижения'материалоем 
кос-ти и эффективности машин для животноводства и кормопроиз­
водства .Тез. док. Гесп. н.-техн. конф. .- Киев 1982 Г.-С.І6-І7.

Личный вклад автора в работах , написанных в соавторстве . 
Автору принадлежат : в [31- непосредственное участие в постановка 
и анализе результатов , разработка вычислительной схемы ; в [51- 
разработка вычислительной схемы и пакета прикладных программ .по­
лучение экспериментальных данных для реализации задачи .
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Заяц В.Г. Застосування ультрагферичнпх МІ О̂Г*С' 1Л5НIB V фіЗ&ши 
нелінійній ЖХЕйіІЦІ .

Дисертація нз здобуття наукового ступеня кандидата технічних 
наук за сэк&ааыйств оь. Ct. іп.- механіка Аефирмішаго твердого 
тіла, Запорізький державний технічній університет .Запоріжжя, 1995.

Знайде© подання функцій насружвнь для осесаиеірйчноі та 
плоско і зазя* теорії пружності чяряз ультрасфетжчні многочлени . 
ЗапроясвсзаЕі $ункціі, в силу с е с с і  компактності , рькуретнмх та 
xopomnc агроЕГ'гяуз'лшх якостей яозуть бути ви,-.срлстааі дхя побудо­
ви ч и с є л ьїв х  різень відпозіднзсх задач . Визначена залежність МІЖ
функціямз нддруж&нь , ДЛЯ ЯКОЇ УНСЕ2  ЕЬ ВІЛЬНІЙ Поверхні БЕКСНу- 

— ^миДиіїи , ЇЦО Т£**«ОМх ^-шіїЗлпіі ...... ■ ' і ■ Ц- СЙЙЮЗрІВ—
новажена сжг^=чга внутрішніх сжл . ІЬказзно , що частина еоугонєнт 
вектора переміщень та тензора напружень ортогональні і запропоно­
вано сносіЗ , sjj дозволяє використати властивості ортоговаишості 
базису у sesskjT , коли область іатвгругання не збігаються з облас­
тю cpToroH&ssocrr і базисних фткцій . Зятгоотточпо.чно метої «гоют»**- 
суючих фуна;ЇЙ. «о дозволяє шшсигг* рішення у формі Функцій на­
пружень на йшздок деформування за їгежами пружності . і'сгрс бдений 
«етол виксггггано для пішання і'.чкт отв<75*у°тп,.тгп1̂'г "го ттлосюїт пру- 
жньо-іілзсї®ш*х контактних задач , а також для тіл з тріжиняага
Т^рИ H ciituw w w * •  ..м.ЧУІ 1<4 іиіід .ГцГїфГ І̂І»ІИ ГіІ || Ч  .

Ключові слова : функція напружь.чь , ультрасферичні многочле­
ни , ортогоЕяяьність , пружяьо-плагтнчна контактна задача , плес-
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ANNOTATION

Zahjats V.I Ultraepherioal polynomials applied to the 
physically nonlinear mechanice.

The dissertation on scientific degree of candidate of 
technical sciences on specialties 01.05.07 - mechanics of 
deformable solid body, Zaporoshsky State teohnioal university, 
Zaporozhye, 1995-

It is obtained the braubiou function expression for e ln a iic  

axis-synsnetrical and flat problem through by the ultraspherical 
polynomials. It would, be the obtained traction function by 
virtue their compactness, recurrence and perfect approximative 
property to use them to build the numerical solution appropriate 
problems. The relationship between traction functions determined, 
for that conditions on the free space are preoision ones. It is 
proved for that solution correspondence the selfequilibrium 
internal forces system. It was demons traded that part of the 
displacement or traction component are perpendicular. It is 
suggested the method using the perpendicular basis property 
when the integrating area does not coincide with the basis 
functions perpendicular area. It is suggested the compensation 
functions method, used to extend solutions by traction functions 
moae in case deforming beyond elastic limits. The developed 
method it was applied for computing of the axis-symmetrical and 
flat contaot problems, for stamps with the flat and convex 
foundations, as well for bodies with crackcs when there is 
plastic? deformations
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