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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
Актуальность те>ч- В последнее время все больший интерес 

исследователей вызывают задачи математической ф и з и к и  с нело­
кальными краевыми условиями- Классическим примером такого 
рода задач является задача Ионкина-Самарского .описываю­
щая процес распространения тепла в тонком нагретом стержне, 
когда на одном конце стержня поддерживается нулевая темпе­
ратура и потоки тепла на концах стержня равны- Данная задача 
имеет большое значение также и в Физике плазмы .ибо являет­
ся математической моделью процесса д и ф ф у зи и  частиц в турбу­
лентной плазме-Другим примером нелокальных краевых задач 
является задача Бицадзе-Самарского .которая возникает при 
решении задач теории упругости и теории оболочек. например, 
при исследовании уравнения статики однородного, изотроп­
ного тела, при нахождении упругого равновесия тела и т- д- 
Особенностью указанных выше краевых задач является их 
несамосопряженность- Отсюда следуют трудности теоретичес­
кого изучения этих задач и их дискретных аналогов /разност­
ных схем -̂ Результаты общей теории разностных схем и дифферен­
циальных уравнений не переносятся на эти задачи - Трудности 
связанные с несамосопряженностью усугубляются в случае . 
когда коэффициенты в исходных уравнениях являются разрывными, 
а правые части обобщенными функциями.что нередко бывает на 
практике- Надо отметить.что результатов исследований нело­
кальных краевых задач математической-ф и з и к и в классах обоб­
щенных функций опубликовано сравнительно мало.и целый ряд 
важных вопросов оставались до последнего времени открытыми- 
Поэтому проблема исследования нелокальных краевых задач ма­
тематической ф и з и к и  в обобщенной постановке и построения 
эффективных разностных схем для численного решения этих за­
дач является актуальной-
Целыо настоящей работы является: получение теорем существо­

вания и единственности обобщенных решений для квазилинейных 
уравнений параболического типа с интегральным условием в 
пространствах обобщенных функций f стационарный и нестацио­
нарный случаи^; построение и обоснование разностных схем 
для квазилинейных уравнений параболического типа <стационар-



ч
ный и нестационарный случаи) с интегральным условием в клас­
се обобщенных решений; построение устойчивых алгоритмов для 
реализации предложенных разностных схем •
Обиая методика исследований- Стационараная задача с инте­

гральным условием исследована с помощью принципа сжатых 
отображений и функции Грина- Нестационарная задача теплопро­
водности с интегральным условием исследована с помощью фун­
кции источника и метода энергетических неравенств.исполь­
зующего специальные весовые нормы- Основой для построения и 
исследования разностных схем являются работы А- А- Самарского.
В- Л- Макарова и их учеников по применению точных разностных 
схем для основных уравнений математической ф и з и к и  с  самосо­
пряженными краевыми условиями и решениями из Соболевских 
классов-
Научная новизна результатов состоит в следующем: 
предложен метод исследования существования и единствен­

ности решения краевой задачи для квазилинейного уравнения 
параболического типа с интегральным условием в классе обоб­
щенных функций; проведено теоретическое исследование раз­
ностных схем: доказаны теоремы о существовании и единствен­
ности решения, установлены оценки скорости сходимости 
в классе обобщенных решений- 
На аямиту вносятся1 результаты исследования краевой зада­

чи для квазилинейного уравнения параболического типа с ин­
тегральным краевым условием в классе обобщенных функций, 
а также результаты по обоснованию разностных схем для ука­
занной выше краевой задачи- 
Апробация работы- Основные результаты докладывались на 

международном конференции «Дифференциальные уравнения и их 
приложения»/ г-Аигабат.1993 г ./ . на Республиканский межву­
зовской конференции молодых ученых и специалистов Туркме­
нистана /Чарджоу.1991г-/.на каФедре численных методов мате­
матической ф и з и к и  Киевского национального университета 
им- Тараса Шевченко- 
Публикации-По результатам исследований опубликовано 5 работ- 
Структура и объем работы-Диссертация содержит вз страницы 

компьютерного набора- Библиография содержит 73 наименования- 
Диссертация написана на русском языке-



Содержании работы 
Диссертационная работа состоит из введения.двух глав и 

списка цитированной литературы- 
Во введении дан краткий обзор литературы.относящейся к 

тематике исследований и охарактеризовано основное содер­
жание работы-
В §1-1- главы I .  которая носит название «Существование и 

единственность решения обыкновенного квазилинейного урав­
нения второго порядка с интегральным условием в классах 
обобщенных функций».рассматривается уравнение

d/ о о
- \ i “ C x }+ q C x }\ j< x }  = f o< x } + -- --- +/Сх. хО . х« С О , і S), C1J>

d x

К уравнению с і у присоединяются краевые условия 
1

<хиСОУ I PC хЭ иС x 2 d x + r , г іС І Ї^ О .  a 2+fiz *  і ,  С2Э

Сделаем замену
vC x}* “u C x 2 -C l -x J u C O }  . СЗЭ

которая с уметом приводит к соотношению
 ̂ \  ̂ N

•иСОЭ* £r+̂ ?J* РСхЭ х>Сx J d x і /  C<-x^«rxJdx
о ■* о *

имеющему смысл при условии 
1

P C x > C t -x 2 d x  *  О. С4J>

В результате от задачи а э -сг>  приходим к следующей
1

L v = -vMCx^+gCx.>uCx.>— C l - x l q C x l  —   ̂r+/?J РСхЭ v C x ld x

о
d f  Сх>

+ /0^х^>+-- --- + fC x ,vC x 2 + C  t —хЭх/СОЭЭ . С55
dx

\ > C 0 }= v C tJ= 0 ,

г*
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которая уже имеет обычные условия Дрихле- 
Для доказателства существования и единственности обобщен­

ного решения задачи из пространств Исо./:> и
И с о .о  использована функция Грина ecx.f , с помощью
которой о нахождении обобщенного решения задачи а э -с г у  све­
дена к решению интегрального уравнения

vCxJ>
* г 4

О L О
C6J>

ft ft
+J /of?JG<rx.f - J JKXX't'q* »  dX +

о «
ft

+J /С?.**-? ->■•</-{.JtiCOJO GCx.? ,<jf .
о

которое можно записать в операторной Форме

v= A v  , С7>

Имеет место
Детой 1-1-1-Пусть выполнены условия

1

О  <?СжУ>0. |  q C Z ^ C l- Z ld Z  < со ,
О

22 f .C x lm  L  СО» О , і  ~о t / ,I 2

З Э  L  С О . І1 .  С В }
2

С условие <■*■>•> .

\ / С х ,\0 - /С х ,\ )Э  I < L  j и —v  I , V x e t O . i ] ,  u , u«= ft1.



тогда будет иметь место неравенство

ІАи-ДиІ ,  £ і) І V -  v| , V v .v  € I СО. і і ,■ ■ О . Х . І О . І І  О в* вО  . X . С О  . 1> 2

те- оператор А будет сжимающим оператором на l j o . i i . 
Доказаны следующие теоремы 

Теорема 1-1-3-Пусть выполнены условия леммы і . і . і . тогда 
решение задачи схэ-сгэ uCxJ в классе y V o .o  
существует .единственно и может быть получено методом пос­
ледовательных приближений

Unfx^*unfxJ+ J^+^J «■?->uT,c' f • <-®->
о -I

v»n=A Чл . t . п » / .г .........  С10Э

начиная с любого «0« і-гсо. і>.  который сходится к исхэ со 
скоростью

яп Г 1 і
К -  и 1од,см,5 т = - § ;  l Avo_vo l { ' + | £ 1 —  j  !•«■»■>

Теореги 1 - І - 5- Пусть выполнены условия теоремы i t  з .  ч (х > «  

« L c o . t ) .  / c x } ~ / o * d / < x } / d x  e L j o . t }  .тогда решение задачи 

C l . 1 .  і5 > - < і . і . 1 7 )  в классе i f  CO.  11  существует и единственно 

Следугаций параграф диссертационной работыы посвящен иссле­

дованию краевой задачи для линейного уравнения теплопровод­

ности

. , , Of Cx.OmCx. t}  9 uCx.O '  і _
---- 357-------* --------- ------* /  ( x , I ) +  ----- з - ------  . f x . O e Q  . С і 2iOl _ 2 о аж t&Ж

1r
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с нелокальным условием 

і
отСО, О-лГ Ж х і ч С х .  t id x + g C l i ,  t c C O .T i .  С і  З і>. и-п\

о

иC t . t i ^ O .  С 1 4 І

и начальным условием

u C x .O i^ ftC x i. С і  S i

где QT*  |Vx.O : xeCO.O, lefO.T.?^ .

Сделаем замену

vfx, (>«ufx, О Ч І-х Ж О , О . С 1 6 І

которая с учетом С і  з і  приводит к соотношению

*
gC t i+  P C x i v C x , t i d x

xjCO. tJ>------------------------------------------------------- , c t  73

'I f  / - x iP C x id x

имеющему смысл при условии
*

v  а  - ( іJ C l- x iP C x id x  *  О. С і в і
О

В результате от задачи а г і - с т  приходим к задаче вида

6 v C x , l i  » * \ < x , l i  „ «исо.о , „ . ^  » j C x , l i
-----------------■=---------------- — * C t - x i —і--------♦/ C x . t i * -------s---------- .at  - * o i  ’  о axax

C x . t i e d  .С 1 9 І

vCO, O-vO . 0=0. rSO>

vfx.O^fX'x.J-C <Zt>

гае согласно c m

сл -



»uCO. P _ i_ 
6t  p в*СО-*/ї| 5Уж-> °  dx

О

1

Запишем решение залами < 1 9 1 - с г и  через функцию источника 
( X x .Z ,  І -Г)Э в виде

* I 1
&иСО» 7)->̂u C x . O » J  G ^ x . f  . О  - f^ K O ^ jd f  +J J G T x . f  . t-T)J> j o - ? . )

о о о
*r>

* -------Щ ------------- + / o « 'C .T )J )|  d f d r ) .  ( 2 3 )

Доказана следуюиея
Teopawa 1-2-1-Пу с т ь  при p**o з к х і с і  - x i d x * o ,

О

?■> в правой полуплоскости комплексной переменной найдется 

прямая i<* s-к параллельная мнимой оси .на которой
1

і ♦ JL . J  j>c xj> d x  »• О . Res>0,l* » « < .  C24.)

П

Э.> / f  x ,  t ^ «  L CQ ^ , / Cx . tJ m L  CQ }о 2 ,1  T '  * 2 ▼

О  *- CO. і Э
k  ♦ t  QD

* u C O , t l  1 Г FCs1 S t .“ ■> -- SJ----" -5=-; I —---- * ds существует и принадлежит
J І - К С а )k -  i  QD

i. CO.TJ).і

Тогда решение задачи < ts ) -< e u .  а вместе с ней и задачи 
c te> -( i5 )  существует и единственно в классе £̂ '0сот-> 

Имеет место следующая
Теорема 1-2-4-Пусть выполнены условия теоремы 1 . 2.1 и

в/ СX.о
/  С х . 0 +  ------і ------------ з= Г Г х .  О е  L fQ  .>, с г 5 ^

О <7 Ж  1 т

з



р о о е И с о .о . рС 1Э=о. р с о > ~  j  P C x> pC x}dx+ gC 0 } , c e s j

О

к ♦ І CD

Л іС О . о  і  Г f r * - 5 * l
“  ^ J .  t - h. KCa> l-ics

ds e L^CO.TZ. С г71

Тогда существует единственная функция ч<гх.о.являющаяся обоб­
щенным решением краевой задачи с іг >  - с t 5 )  из пространства
< v V -

§ * ■ 3  . который носит название «Квазилинейное уравнение пара­
болического типа с интегральным условием*.

Рассматривается краевая задача для квазилинеЛіого уравнения 
теплопроводности с интегральным условием следующего вида:

.  л* С х9О
-ур* — ^ + / о<х> О * --^ ---- + f C x % t * \ D ,  C x ,t2 e Q T . с гв э

&х
1

сплСО, Ж х їл іС х . L ldx+gC  C2Q5

о
чСХ'ОЭ^рСхЭ, 0 < х < 1. с* Э0.>

где QT* jo t . *-> | o < x < t , о < к  г |  Как уяв отмечалось, из-за 
нелокальности краевых условий нельзя применить результаты 
общей теории дифференциальных уравнений к задаче с г в з - с э о э .  

Поэтому для изучения вопроса суиэствования и единственности 
обобщенных решений краевой задачи*”г е э - с э о э  применяется ите- 
раионный метод <" последовательных приближений)- 

Установлена
Теорема 1-3-2-Пусть выполнены условия

і

Vt= -jf-J fCxlCl-xldx * 0,
О

eCtlcL^CO.Tl.

*o o «  И с о .о .

d f  C x . o
/ f x ,  O -  /  C x .  t -> +  -------- ~ ---------------E  Z. C Q  .> .

'  О « X  r  T

і. и
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\fCx, t .u> | < L |u-u I . VCx, u , й e Л*.

/ f x . t . O J e  i.f COTJ .  С З ІЗ

г г ' " «?<* ,

-5-+ t  mi • p -*• *,el- T expi I I V  ̂ сЫ*} I} <■ *

ж
pCxic W'Vo. О , pc ti^o , сщрСОЗ̂ рJ* х}ф(xidx*gC0_>,

о
Тогда задача сгаэ-сэе» в классе w^Vo^ имеет единствен­

ное решение-
Надо отметить.что существования и единственность обобщен­

ного решения задачи сгвэ-ооэ  в классе И'°<‘От  ̂ не 
удается Этот Факт удалось установить для класса * г1л<QT̂>■ 
Следует также указать.что аналогичным образом нетрудно по­
лучить однозначную разрешимость для квазилинейного уравне­
ния теплопроводности с переменными коэффициентам как в 
одномерном случае . так и в гтогомерном- Поскольку эти ре­
зультаты не содержат принципиально новых идей ш  их в 
диссертации не приводим-Хочется также отметить.что выбор 
Соболевских пространств И '0сот.х.> и ат->. не случаен- 
Так как при решении краевых задач в обобщенной постановке 
ключ к успеху - в выборе подходящего пространства- Задача 
естественным образом «укладывается « в определенное Собо- 
левское пространство функций .удовлетворяющих сравнитель­
но слабым требованиям гладкости, и тот Факт, что это прос­
транство гильбертово • существенно упрощает анализ-

Во второй главе изучаются разностные схемы, построенные 
для численного решения дифференциальных задач, рассмотренных 
в главе I  Как уже отмечалось выше.что общая теория разност­
ных схем здесь неприменима В основу исследования соответсву- 
ющих разностных схем положена идея построения дискретного



аналога методики .использованной при изучении дифференци­
альных задач из главы I -В $ г .і построены разностные 
схемы, обладайте первым и вторым порядком точности для 
краевой задачи ( і ) - с г і .  когда решение исходной задачи 
принадлежит соответственно пространствам i/ co .o  и 
i f  c o . i i .  Разностная схема для дифференциальной задачи 
-сгэ имеет вид

- у яя *dCxlyrCx}*T*l/С1 .уски . xetV

° УоШр-Т [Л ,» о *  Y. ^ V‘ ] + r -

* я
“ xXix.

О X

где _ _ # Г * - < Г І Г*
РоO C x l - T  C t f ) . I f C x l d x .  *.ш -1_| P C x l d x .

уС()-уСхі1+СЦ-хі )УяГх. 1 .[ а/ v
'о С*>+ — Щ

i ~ i ,£м.

Доказано существование и единственность решения разностной 
с хеш сзгэ. Исследована сходимость решения разностной 
схемы <згі к решению дифференциальной задачи c t i -сгі.
Для нее имеет место оценка

i/ i{ К ~ ч  • *, ] + «***>} -

где постоянная н не зависит от * и иСх->.

А также теорема г .і . з . утверждающая справедливость следу­
ющей оценки

{ К 1" ’ *,, • * ,  ]  + * *  М ,д ,о .„  ‘

где постоянная » не зависит от л и

Ж .1-і

12
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Следующий парагра» посвящен построению и исследованию раз­
ностных схем для дифференциальных задач а г > -а ь э  и сгвэ- 
-сэоэ. Для краевой задачи а г з -а ь з  построена чисто неявная 
разностная схема вида

у  -у Г/Г* . 7 )Л . <Г*. . С 333
I Хк *■ *

1 N - іі

у *0. ау ян о1
♦s‘ ; ,  . С ІЮ

где

s‘u 5 S C  ж. т)3- о о
3 3 .  t «о

uCx.i)3ttrt. (■UT> х*“ ь

sо

і и
1 -т

IN - і A

Ч ^ - а / °  р*Г<У)- Т І * ] * * * ) *  ^ \ г " 1 ( | к С * ) |  .

р с к з -  функция* п о л у ч а т а я с я  и з  p c t3  п у т е м  ч е т н о г о  прод олж ения 
ч е р е з  т о ч к у  «-О .Є С Л И  рСОЗтО. и н е ч е т н о г о  продолж ения ч е р е з  
т о ч к у  ? * 0 .  е с л и  рСОЗ^О,

“ктжа>ь" “т •

о. */х. * І К : і ~ І , 2 м  -1 , h'//N 1h I 1 * ч

0 =Jt - JT; І-Г . N . Т-ТУН Iт I 1 1 ч

Установлено /терема г. г. 4 . 2 .г. 5 /  . что разностная схема 
сззз-сзез имеет точность оскз в негативной нормах

Далее исследована разностная схема для квазилинейного 
случая Она имеет вид
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v. * V ‘*f/44>Tp]* 5оТ к Гу<ГС.Г).уСГ. о]. <Тх.О«а>ьт.ї ї »  '  ^
їм -іі

у<-/.О-0 . ауГО.О- fl-g- |^оуСО. tJ+^TV yfx^. О * S loCg</\JO ,  (ГЭС.)

уСх.О^ « r’ c-pcfj^.
в Гх .О

где ГСХ. 0 «/0<-Х. 0 + —^ ---  .

Доказано, что будет ижть место утверждение 
Теорема 2-2* С- Пусть выполнены условия теоремы г. г. г и пос­

тоянная Липшица в условии
\/Сх. t , \ i i- /C x , t \ i  2.|u-v| , УСх, iJeO^Vu.u «R*

удовлетворяет неравенству
■£~l < 1.

Тогда существует *о>0‘ что co>h„ J решение разностной 
схегш сэоэ суиествует.единственно и может быть найдено 
методом последовательных приближений

Исследована также сходимость решения разносной схемы 
сэоэ к решению дифференциальной задачи сгвэ-ооэ.
Доказано

Творсиа 2-2-8-Пусть выполнены условия теорем і . з . з .  г. г. з  . 
постоянная Липшица l удовлетворяет неравенству

* , ,+г*  ч
с.-гм  “ ' { т ^ 7 Г}1

Тогда при достаточно малом * и тосъ*э точность разностной 
схемы (г. г. 34э.сг. г. з із .с г .г . згу будет характеризоваться оценкой

г т ________  . «/»
*аХт |У 1Г * Г х .О |о , f x > ° ] |  j  -

1' * t

і  Khlul i . t
■ ( O  )X T

где постоянная м не зависит от *  и т .  а  имеет тот же смысл, 
что и в теореме 2- г. э.

В приложении к главе I I  приведены результаты численных 
расчетов .проведенных для модельных задач.из которых еле-
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дует.что установленные в работе теоретические оценки ско­
рости сходимости разностных схем близкие к неулучшаемым-

Полученные в работе могут быть реализованы в «торге сле­
дующих выводов-

1-Доказано существование и единственность обобщенных ре­
шений для обыкновенного квазилинейного уравнения второго 
порядка с интегральным условием в пространствах \ f c o .n
и V2C O . i l .

2-Доказано существование и единственность решения ли­
нейного и квазилинейного уравнения параболического типа 
с интегральным условием в классе обобщенных решений-
3-С помощью операторов точных разностных схем построены 

и исследованы разностные схемы первого и второго порядка 
тосности для обыкновенного квазилинейного уравнения второ­
го порядка с интегральным условием в классе обобщенных 
решений-
4-Для квазилинейного уравнения параболического типа с 

интегральнт условием .построены и исследованы разност­
ные схемы*а также получены оценки их скорости сходимости-

Результаты.полученные в диссертации могут быть исполь­
зованы как при теоретическом исследовании более общих 
нелокальных краевых задач .так и при решении практичеких 
задач из ф и з и к и  плазмы .теории теплообмена.теории оболо­
чек .теории упругости и др-

Основные результаты работы опубликованы в следующих 
статьях

1- Кулыев Д- Т-. Аразмырадов Т- . Атаев Г- А- Метод сеток для 
обыкновенного квазилинейного дифференциального уравнения 
второго порядка с интегральным условием в классе обобщенных
решений- АЕ43~Ту ОТ 19-05.92.20 с-

2- Кулыев Д- Т-.Атаев Г- А- Решение одной краевой задачи для 
квазилинейного уравнения параболического типа с интегральным 
условием в классах обобщенных функции- Известия АН Туркменис­
тана с в печати^-

3- Аразмырадов Т-. Атаев Г- А- Решение одной краевой задачи 
для теории теплопроводности с интегральным условием- Труды 
научно-практической конференции «Дифференциальные уравнения 
и их приложения*.г-Ашгабат.часть I.с - 41-44.
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4- Кулыев Д- Т .. Аразмырадов Т-. Атаев Г- А- Получение априор­
ных оценок для решения уравнения теплопроводности с инте­
гральным условием. Математикадан билим бермеклигин узнуксиз 
систекасыны гурмак боюнча ылмьгметодики контеренциянын 
материаллары- ТДПИ. Чарджев . і 993.с-19-20.
5- Атаев Г- А- Создание III III для численного решения уравне­

ния теплопроводности с нелокальными краевыми условиями- 
Математикадан билим бермеклигин узнуксиз системасыны гур­
мак боюнча ылмы-методики конФеренциянын материаллары- ТДПИ. 
Чарджев .1993.с-42.
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