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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

А ктуальн ість  тем и . Серед багатьох різнобічних проблем, що 
виникають при моделюванні та  дослідженні технічних, фізичних, еко­
логічних, медичних та інших систем, важливе місце займають питання 
дослідження динаміки процесів. Особливу увагу слід приділити про­
блемі ефективного аналізу стійкості системи, хцо вивчається.

Достатньо конструктивним та  ефективним методом якісних дослід­
жень є другий (прямий) метод О.М.Лягпуяова., що е гнучким апаратом 
для розв'язання різноманітних задач стійкості. Він базується на до­
слідженні траєкторій динамічних систем за  допомогою спеціальних до­
поміжних функцій з  наперед заданими властивостями: додатньої ви­
значеності самої функції та  від’ємної визначеності її похідної на тра­
єкторіях системи. Вміння побудувати оригінальну функцію Ляпунова 
вимагає від дослідника достатньої математичної підготовки та добре 
развинутої інтуіції, що й до нашого часу залишається більш мистецтвом, 
ніж наукою. Незважаючи на труднощі у використанні методу, що були 
породжені недостатньо новною розробкою підходів для побудови фун­
кцій Ляпунова, він безумовно в одним в найбільш ефективних методов 
теорії динамічних систем.

Другий метод О.М. Ляпунова при створенні був оріентован на дослід­
ження систем, що описуються звичайними диференціальними рівнян­
нями. Основні результати були одержані в наукових роботах М.Г.Чета- 
єва, К.П.Персидського, І.Г.Малкіна. В подальшому він використову­
вався при дослідженні систем з  розподіленими параметрами (Т.К.Сира- 
зетдинов), систем з запізненням (А.Д.Мишкіс, М.М.Красовськнй, 
Б.С.Разуміхін, Дж.Хейл, В.В.Колмановський), стохастичних систем 
(І.Я.Кац, Є.Ф.Царьков, В.К.Ясинський, Д.Г.Коренівський). Багато­
вимірні системи досліджувалися з а  допомогою цього методу в роботах 
В.М.Матросова, А.А.Мартииюка, Б.Бейлі, В.Лакшмікантама.

Виникнення сучасних швидкодіючих обчислювальних засобів, що 
дозволяють перевіряти теоретичні припущення, стимулювало нові ас­
пекти його розвитку. Більш актуальним стаз алгоритмічний підхід, що 
дозволяє чисельно розв’язувати проблеми побудови функцій Ляпунова 
для конкретних груп систем. Конструктивні алгоритми побудови фун­
кцій Ляпунова були одержані в роботах Є.А.Барбашина, В.І.Зубова, 
В.М.Кунцевича, В.М.Вублиха, М.Ф.Кириченка, Ф.Г.Гаращенка та  ін­
ших авторів.

Показниками функціонування складних систем, крім їх стійкості (не­
стійкості), є різні якісні
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цесу, інтегральная критерій якості, оцінка області асимптотичної стій­
кості, величина перерегулювання та інші. Другий метод О.М.Ляпунова 
теоретично дає можливість визначення точних кількісних значень ха­
рактеристик. Однак на практиці з-за відсутності загального конструк­
тивного підходу до побудови функцій Ляпунова, а також складного виг­
ляду досліджуваних систем (зокрема, нелінійні системи, що описуються 
квадратичними диференціальними рівняннями із відхиленням аргумен­
ту) знаходити точні значення характеристик важко, а іноді й неможливо.

Природньо, що виникає питання оптимізації отриманих характери­
стик за  рахунок вибору відповідних функцій. Останнім часом з ’явилося 
поняття "оптимально?’ (екстремальної, "the best") функції Ляпунова. 
Це надало можливість розв’язувати ряд цікавих та важливих задач, 
зокрема, найкращим чином оцінювати деякі якісні характеристики ди­
намічного процесу.

Інтенсивний розвиток методів негладко! оптимізації, поява алго­
ритмів градієнтного типу із змінною метрикою, що мають досить ви­
соку швидкість збіжності (які було запропоновано в роботах В.Н.Пше- 
ничного, Н.З.Шора, М.Г.Журбенха), надало можливість автоматизо­
вано, програмним шляхом будувати функцію Ляпунова з наперед ви­
значеного класу функцій.

Одним з  виглядав систем, що найбільш адекватно описують реальні 
процеси, е системи в відхиленням аргументу. При створенні загальної 
теорії рівнянь о післядією багато фундаментальних результатів було 
перенесено в теорії звичайних диференціальних рівнянь. Але з  перене­
сенням ідеї другого методу О.М. Ляпунова на системи з  післядією, вини­
кли значні труднощі в оцінці знаку похідної функції, що береться в сипу 
системи. ТЬму існують та розвиваються два альтернативних підходи 
дослідження стійкості систем цього класу другим методом Ляпунова.

Перший, з позицій функціонального аналізу — метод функціоналів 
Ляпунова- Красовського;

Другий, о позицій класичної теорії, пов’язаний з  пошуком функції 
кінцевої кількості змінних.

Метод функционалів базується на використанні знаковизначеного 
функціоналу, що заданий на відрізках інтегральних кривих, й дослід­
женні його похідної. Апарат функціоналів Ляпунова- Красовського ви­
користовували в своїх дослідженнях В.Б.Копмановський, Є.Ф.Царьков, 
Д.Г.Коренівський. Особливість другого напрямку полягає у дослід­
женні повної похідної фунхції Ляпунова тільки на розв’язках (або на 
множині кривих, які включають розв’язок), що задовільняють так званій 
умові Б.С.Разуміхіна. Однак, слід сказати, що функції Ляпунова у ряді
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випадків мають і свої переваги перед функціоналами. Однією з голо­
вних переваг е можливість досить просто отримувати та обчислювати 
якісні характеристика розв'язків систем.

В запропонованій роботі проведені теоретичні дослідження стій­
кості квадратичних систем диференціальних рівнянь з одним відхи­
ленням аргументу із запізенням та  без нього. Запропонована ком­
пактна матрична форма запису систем цього класу. Робота містить 
огляд головних напрямків та  результатів якісних досліджень квадрат 
тичних диференціальних систем. ГЬловним методом досліджень стій­
кості обран другий метод О.М.Ляпунова з функціями квадратичного 
та спеціального дробово-раціонального вигляду. Отримані конструк­
тивні достатні умови асимптотичної стійкості сталу рівноваги квадра­
тичних систем без запізнення, рівномірні по запізненню, а також для 
деякого малого запізнення, значення якого залежить від параметрів 
системи, що досліджується. Крім встановлення факту стійкості, об­
числені оцінки ряду важливих характеристик розв’язків: ступінь мо­
нотонності прямування до положення рівноваги, гарантована область 
асимптотичної стійкості. Усі отримані залежності представлені у ко­
ефіцієнтному вигляді і можуть бути легко обчислені для квадратичних 
систем досить великої розмірності.

М етою  дісертацінної роботи  е розвиток якісної теорії стійкості 
динамічних систем, що представлені класом систем диференціальних 
рівнянь о квадратичними правими частинами, а також з відхиленням 
аргументу із запізненням та без нього; отримання умов асимптотичної 
стійкості, обчислення гарантованої області асимптотичної стійкості та  
мажорантних оцінок розв’язків на основі другого методу Ляпунова з 
функціями квадратичного й спеціального видів; розв’язок ряду проблем 
в області побудови і оптимізації показників якості функціонування ди­
намічних систем, класу, що розглядається.

Наукова новизна роботи полягає у наступному. Запропонована 
компактна матрична форма запису квадратичних систем загального 
вигляду. Розроблен ефективний метод дослідження стійкості розв’язків 
квадратичних диференціальних систем з запізненням та без нього. От­
римані достатні умови асимптотичної стійкості, які можна легко пере­
вірити, для систем достатньо великої розмірності. Побудовані оцінки 
гарантованої області асимптотичної стійкості, а також верхні та  нижні 
мажорантні оцінки розв’язків з  цієї області.

Розв'язана оптимізаційна задача побудови максимального радіусу 
кулі, що розташована в області асимптотичної стійкості. Проведені 
обчислювальні експерименти, що демонструють конструктивність от­
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риманих оцінок та  умов, а також ефективність оптимізації якісних ха­
рактеристик.

М етоди дослідження. Дослідження проводилися з  використан­
ням другого методу Ляпунова та  методів теорії дяференціальних рів­
нянь і матричноі алгебри. Використовувались методи та алгоритми 
теорії онтимізацїї.

Теоретична та практична цінність роботи полягає у тому, 
що запропоновані методи дослідження стійкості квадратичних систем 
диференціальних рівнянь мають конструктивний характер та  можуть 
бути використані у вигляді числових алгоритмів.

Основні результати дисертаційної роботи використовувались при 
виконанні теми "Моделювання та дослідження стікості нетрадиційних 
динамічних систем”, що розроблялася в лабораторії моделювання та 
оптимізації складних систем факультету кібернетики Київського уни­
верситету відповідно до постанови Міністерства освіти України.

Апробація роботи . Основні результати дисертації доповідав 
лись і обговорювались на Міжнародному колоквіумі з  диференціальних 
рівнянь (м.Пловдив, Болгарія, 1993), Восьмій Чехословацькій конфе­
ренції з  диференціальних рівнянь та їх застосуванню ’’EQUADIFF - 
8” (м.Вратіслава, Словакія, 1993), Другій міжнародній конференції о 
диференціальних рівнянь та  їх застосуванню (м.Веспрем, Угорщина, 
1995), Українській конференції ’’Моделювання та  дослідження стійкості 
систем” (м.Київ, 1992,1993,1994,1995), Кримській математичній школі 
’’Метод функцій Ляпунова та  його застосування” (м.Сімферополь, 1993, 
1995), Міждержавній науковій конференції ’’Динамічні системи: стій­
кість, керування, оптимізація” (м.Мінськ, 1993), Міжнародній матема­
тичній конференції, присвяченій пам’яті Гкнса Гана (м.Чернівці, 1994), 
Міжнародній конференції о функціонально-диференціальних рівнянь та  
їх застосуванню (м.Москва, 1994), а також на семінарі з проблеми 
’’Кібернетика”, ’’Моделювання та  оптимізація складних систем” (на­
уковий керівник член-кор. НАН України, проф. В.М.Бублик, проф.
О. Г.Наконечний).

П ублікації. Основні результати дисертації опубліковано в 21 ро­
боті [1 - 2 1].

С т р у к ту р а  і обсяг р о б о ти . Дисертація складається із вступу, 
трьох розділів, висновху, списку використаної літератури з  147 найме­
нувань та  додатку з  текстами програм та  результатами обчислень. Об­
сяг роботи складає 141 сторінку машинописного тексту, що включає 2 
малюнки, 3 таблиці.
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ЗМ ІСТ РОБОТИ

У вступі формулюється мета дисертаційної роботи, її новизна та 
актуальність. Обгрунтовується наукова та практична цінність питань, 
розглянутих в роботі. Дається невеликий історичний огляд розвитку 
другого методу О.М.Ляпунова. Стисло викладено зміст дисертації.

У  перш ому розділі розглядаються системи диференціальних рів­
нянь без запізнення з  квадратичними неліяійностями в правих части­
нах. Для систем цього класу пропонується компактна матрична форма 
запису:

х  = А х + Х В х .  (1)

IV t X ,  В  — прямокутні п х п3 та  п3 X п матриці блочного вигляду

х  (<) = №(*), х а( і ) , . . . ,а д } , в  =

( В г
В* 

І в»

X ( t )  — матриця, у якій на 1-му рядку стоїть вектор-рядок xT(t) =  
=  (хг( t ) ,x2( t ) , . . . } х п(і)), а інші елементи нульові. В  — матриця, яка 
визначає квадратичну складову t-го рядка системи (1), тобто

/ О  0 . . .  О \  / Ь 'и  ь\ 2 . . .  ь\ ч
о о . . .  о

..............................  *̂12 ^22 • • •  &2л
a?i(t) x3(t) . . .  x»(t) , В і =

о о . . .  О .................................................

V о о ! ! !  о /  u * lft б*л . . .  6*J

Xi(t )  =

Перший параграф містить огляд якісних досліджень диференціаль­
них систем о квадратичними правими частинами. Достатньо детально 
квадратичні системи були досліджені лише на площині. В силу росту 
розмірності простору коефіцієнтів запропоновані дослідження досить 
складно узагальнити на системи більш високої розмірності. Наводяться 
різноманітні приклади, які ілюструють широке застосування квадра­
тичних систем при моделюванні різних процесів, що вивчаються у біо­
логії, фізиці, хімії, медицині.

Другий параграф присвячується дослідженню стійкості стану рівно­
ваги x(f) =  0 системи (1) та  одержанню мажорантних оцінок типу 
Важевського збіжності розв’язків, що знаходяться в області стійкості
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стану рівноваги. Дослідження проводиться о використанням функції 
Ляпунова у вигляді квадратичної форми v(x) = х тНх.  Припускається, 
що матриця А асимптотично стійка. Тоді для довільної додатно визна­
ченої матриці С рівняння

АТН  + Н А  — - С  (2)

мае единим розв'язком додатно визначену матрицю Н.
Т е о р е м а  1. Нехай матриця А  асимптотично стійка. ТЬді 

розв’язок a?(t) =  0 системи (1) також асимптотично стійкий. Область 
асимптотичної стійкості містить кулю радиусу

( с )____  / тт\ _ /  ̂ тпах (Я ) ^
2\В\\тах(Н)<р(Н)' } У А- » ( Я ) ’

та  для розв’язків x(t) в цієї кулі виконується двобічна оцінка

< (4)
R  +  |х(0)|[1 -  е * Я - 72ї / 2}] "

< Л у(Я )|г (0)| ехр{—уіі /2}
~ R  -  |а;(0)|[1 -  exp{ - i i t /2 } ] '

Де
п   ____ ■^тад(Є')____    ■^тія(С)   -̂ пгад (£1

2\В\ \тах(Н)ц>(НУ 71 Хтах(НУ  72 Хты(НУ
Ат « ( ') |  Дт ;я (•) — максимальне та  мінімальне власні числа відповідних 
матриць.

У третьому параграфі дослідження стійкості проводиться за  допо­
могою функції Ляпунова дробово-раціонального вигляду:

и(г, t) =  е ^ х Т Hx[l  -  ( V x TНх] 3, (5)

Тут 7 і £ — сталі, Я  — симетрична додатно визначена матриця, розв’я­
зок рівняння Ляпунова (2),

Позначимо через dvf  поверхню рівня v(x,t)  =  а функції Ляпунова 
v(x, t), a u" — область, яку вона містить, тобто

9vt =  {(г >*): 4 х )г) = “ )> v“ =  {(*>*)' v(x >*) < “ )•

Доводяться наступні твердження.
Л е м а  1 . Нехай існують а > 0, 7  > 0, £ > 0 такі, що для кривої 
виконується (я?(і)т і) € t > 0 та  1 — х т(і)Нх(і)  > 0. ТЬді вірна
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нерівність
s/a  exp{—7 /̂2}

b ( t ) | <  .. ...■■=------їЛ..- L L J .--------------.
% / ^ m i n ( H ) [ l  +  (^/a  e x p {-^ t/ 2 }]

(б)

Л е м а  2. Нехай існують а > 0 ,  7 > 0 , £ < 0  такі, що для кривої 
г(4) виконується (г(4), і)Єи", 4 > 0 та 1 +  £\/® > 0- ТЬді виконується 
така нерівність:

З допомогою функції Ляпунова дробово-раціонального вигляду (5) 
також одержані двобічні оцінки (4) збіжності розв'язків системи (1) 
та обчислен радіус R  гарантованої області асимптотичної стійкості 
розв’язку ж(і) =  0.

У четвертому параграфі розглядається система диференціальних 
рівнянь типу Лотки-Вольтера з  квадратичною правою частиною. На 
цій системі проведено розрахунки, що демонструють ефективність одер­
жаних вище результатів.

У другому розд іл і розглядаються системи дифференціальних рів­
нянь з квадратичною правою частиною з запізненням

і:(і) =  A ix ( t )+ A 2x ( t—r )+ X ( t )B ix ( t )+ X ( t—т)В-іх(і)+Х(і—т)В$х(і —г).

У першому параграфі даються загальні визначення стійкості розв’язку 
х(і) = 0 систем о залізненням, наводяться основні положення другого 
методу Ляпунова для систем з відхиленням аргументу. У другому па­
раграфі одержалі умови ахжмптотичної стійкості розв’язку x(t) = 0 
системи (6), рівномірні за  запізненням т > 0. За "модельну ” систему 
вибирається диференціальна система без залізнення

де 0 < /3 < 1 — параметр, що обчислюється з умови максимальні' стій­
кості матриці А.

Т е о р е м а  2. Нехай існують параметр /? і матриця Н, що є 
розв’язком рівняння (2), при якіх виконується нерівність

Тоді розв’язкок x(t) = 0 системи (8) асимптотично стійкий при довіль­
ному т > 0. Куля Ur області асимптотичної стійкості мал радіус

m b  y g « p { - 7 t / a } --------------- <
ч / А т а * ( Я )  [1 +  i s / a  e x p i - i t / l } ]

(7)

(8)

x(t) =  Ax(t), А  =  А і + /?-Аз,

Атія(С) -  2 |ЯЛ 2|0? +  г(Н))  > 0. (9)
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n  Ьтіл( С ) - 2 \ Н А 2\(Р +  <р(Н))

ЗАт ^ ( Я ) 2 ^ і № к ( Я )

Для довільного розв’язку х(<) з  цієї кулі виконується |х(*)| < с} t > 0, як 
тільки ||ж(0) ||г < 5(c), де

5(c) =  тіп{Л , е/<р(Н)}.

Під матричною нормою розуміється спектральна, а лід векторними

І*(0І=  I  ]£ * ? ( * )  j  ' ІКОІІг =  _тах  о{|®(« +  і)|}.

Умови (9) накладають сильні обмеження на параметри системи. У 
ряді випадків вони не виконуються. Тоді розв’язок x(t) =  0 буде асим­
птотично стійким при деякому малому значенні запізнення г, величина 
якого залежить від параметрів системи. У цьому випадку будемо ввза­
жати, що /0 =  1, тобто А = Аі  +  Аі.

Т е о р е м а  5. Нехай А  асимптотично стійка матрица. ТЬді при 
т < То, де

_________ Лтія(С)__________
0 “  2 |Я ^а|(И і| +  И зІ М Я )’ 1 ;

система (8) буде мати асимптотично стійкий нульовий розв'язок. Куля 
UR області асимптотичної стійкості має радіус R  = S(R, г), де

Л _  ___________АтіЧ(С)(1 ~ г/го)___________ .
2Е?=х[|Я^||Д|у>3(Я)г + Атвх(Я)|В{|^(Я)]'

та  для довільного розв’язку х(і) при t > 0 буде виконуватися jx(f)| < с,
О < є < R<p(H), як тільки ||*(0)||г < 5(с, т), де

( N(eyr)[ 1 + |Л3|т]-1 , якщо |Б 3| =  0,

5(С’ Г ) =  і  2N (e , т ) [У (1  +  Из|г)> +  4 N (e , т)|В3|г-
( - ( 1  +  |Л3|г)] 1, якщ о |В 3 | ^ 0,

(13)
та

N f  V___________________(И іІ +  ІДаИеМЯ)________________
"  (Иі |  +  | f t | r  +  |В1 |^ (Я ))е х р { (А 11 +  т Т }  -  \Ві\с/<р(НУ

У третьому та четвертому параграфах обчислюються мажорая- 
тні оцінки згасання розв’язків квадратичної системи з  запізненням (8),
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що розташовані у кулі області асимптотичної стійкості. Знайдені кое­
фіцієнти асимптотичного згасання розв'язків.

Для стійкості, рівномірній за  залізненням, одержана наступна оцінка.
Т е о р е м а  4. Нехай існують параметр 0 < /? < 1 та додатно 

визначена матрица Н  такі, що виконується (9). Тоді для розв’язку x(t) 
з  кулі радіусу R  (10) виконується оцінка зверху

■ , ){ < Д у(Я )|К 0)]|гвху{-7</2} ( .
1 -  R -  ||*(0)||т(1 -  с х р { -7 </2}Г

Де
=  \ „ u ( C ) - 2 \ H A 2\(fi + y(H))

7 Хтах(Н)
Для стійкості систем з залізненням, що залежить від параметрів 

системи, покладемо /? =  1, тобто А =  А\  4- Лз, а оцінка мав такий 
вигляд.

Т е о р е м а  5. Нехай А асимптотично стійка матрица. Тоді при 
f  < го> Де т0 визначено в (11), для розв’язків x(t) з  кулі R  =  5(Л, т) (12), 
вірна оцінка вверху

||аг(т)||, якщо 0 < t <  т,

ІХ(‘)І <  { Ry(H)Hx(r)Hexp{-7 t / 2} (І5)
Н Н К О ІК 1 ~ ехр{ -7 t/2}] *

якщо і > т, 

і - іде ||x(r)ll = P L  eLr [L +  Р |В і |(1 — еі т )]'

Р  =  [1 +  (|А3| + |JS»|||*(0)||r ] |K 0 ) ||r , L = \AX\ + \Bi\r.

Виведення одержаних тверджень базується на розв’язанні диферен­
ціальних нерівностей для функцій Ляпунова та  припущенні, що відпо­
відний розв’язок знаходиться всередеиі області, яка. обмежена повер­
хнею рівня функції Ляпунова.

У п ’ятому та шостому параграфах для дослідження стійкості вико­
ристовується функція Ляпунова дробово-раціонального вигляду (5). За 
допомогою леми 1 обчислені оцінки збіжності, які дають можливість 
більш точно визначати деякі характеристики перехідних процесів.

Позначимо

\ ти ( С ) - 2 \ Н А 2\(0 + <р(Н))
70 f ( 0 ) + l n „ х (Я )

9



7) =  А » « (С ) -  2 |Я Л 2|0? +  ір( Н ) ) -  7 + с! ( 7 )~ И Аз1 +

+  ІЯ П Л ІЛ С ^ Я )  +  |Я||ЯзІ¥>3(Я )  +  2 + 1(+ ^ 1(7)(7 )] > ( 16)
z(7 ) =  ехр{7 г / 2> -  1 .

Т е о р е м а  в. Нехай існують параметр 0 < Р < 1 і додатно 
визначена матрица Я  такі, що виконується (9). Тоді для розв’язків x(t) 
з початковими даними о кулі радиуса R (  (10), 0 <  £ < 1 вірна оцінка
га ■^тглл'Гі

< ДСКЯ)Цх(0)Цг ехр{-7 */2}
|a?wl -  щ - ||*(о)||г[і - «р{-т*/2}Г 1 J

де 0 < 7 < 70.
Введемо такі пооначения:

_ Am.»(g)(l ~  г/гр)
70 “  ^ (0 )  +  Ажвв(Я )  ’

ір'(0) — похідна функції ф(-у), при 7  =  0, де

ФЬ)  =  Ато,ч(С)(1 -  г/го) -  7 ^ ^  [|Я ^ І  (ИіІ  +  И 2І +
з

+  2 +1 + С Ч 7 )(Т) ^  1Ді^ ( н 0 г +  ІН І1̂ І Д ^ ( Я )  +

+  |ЯЦВ3|Д(у>а(Я )2 ^ ? ) ] , z(7) =  вч»{7г} -  1.

Т е о р е м а  7. Нехай матриця А  = А\  + А? асимптотично 
стійка. ТЬді при т < 7о, де то визначено в (11), область асимптотичної 
стійкості містить кулю радиусу R  =  5(Я, г ) (12) та для розв’язків x(t) зі 
значеннями j|x(r)j| в кулі радиусу Щ,  0 < £ < 1 , вірна оцінка збіжності

' ||*(т)]|, якщо 0 < і < г,

і/і'(0) — похідна функції 1/1(7 ), при 7  =  0, де

RC y(H )|[»(r)||exp{-Tt/2) <18)
R C -IK ’O lili-ex p f-T t/2}]’

|x(t)| < •

де ||*(г)|| визначено в (15) та 0 < 7  < 70
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У третьом у розділі розглядаються задачі оптимального вибору 
параметрів стійкості систем з квадратичною правою частиною. Най­
більш істотною характеристикою стійкості нелінійних систем е оцінка 
радіусу купі області асимптотичної стійкості.

При використанні функцій Ляпунова, до якоих входить симетрична 
додатно визначена матриця Н,  задача побудови найкращих оцінок ха­
рактеристик систем, зокрема, одержання функцій Ляпунова, що дають 
гарантовану відповідь конструктивності умов стійкості, які було отри­
мано в першому та  другому розділах, зводиться до розв’язання оптимі- 
заційних задач вигляду

Ho — arg inf fv>o[Ami»(C[H]), Лт «(С [Н ])]} , (19)
НЄО(Н) >

max ( О Д ) ]  <  0, і =  1,т,

де С[Н] — линійний матричний оператор, що представляє ліву частину 
рівняння Ляпунова, <?;[•, •] — функції, неперервні по обом омінним, G(H)
— замкнута множина додатно напіввизнанених матриць, які задовіль- 
няють додатковим обмеженням.

У першому параграфі розглядаються оптнмізаційні задачі, до розв’я­
зання яхіх приводять процеси побудови найбільш точних характери­
стик якості систем, що досліджуються. Детально описується коло пи­
тань, які необхідно розв’язати при дослідженні задач оптимізації (19). 
Дається короткий огляд основних напрямків розвитку методів негладкої 
оптимізації. Виділяються та  детально розглядаються різні узагаль­
нення і модифікації градієнтних методів. Оскільки екстремальні власні 
числа симетричних додатно визначених матриць є кусково неперервно- 
диференційованжми функціями, то задача (19) уявляє собою оадачу не- 
диференційованої оптимизації. Для побудови оптнміваційної процедури 
градієнтного типу знайдені узагальнені градієнти функцій, що залежать 
від Ат .ч(С[Я]) і А max (С[Я]).

У другому параграфі розглядається оптимізація радіусу кулі, що ле­
жить в області асимптотичної стійкості. Задача має вигляд

г Ат ,ч (-Л г Я  - Н А )  І *тіл(Н)
Но — ятд iiif <Ро(Ю> М Н )  v (гі\  \І \ ґті} *Н6<?(Н) Лтах\** ) у )

(20)
Тут G(H)  — множина додатно напіввизначених матриць Я, для яких 
С =  - А ТН  — Н А  також додатно наліввизначени.

Доведено існування розв'язку задачи (20). Для її розв’язку виконує
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ться заміна функції мети <?о(Я) на функцію

* (Я ) =  \ тіп( - А тН  -  H A ) s J \ min{H)  -  sup . (21)
ЯЄО,(Н)

Де
G\(H) = { Я : Хтіп( - А тН  -  Н А )  > О, АЛ„ ( Я )  < 1},

та  доводиться, що розв’язки задан (20) і (2 1 ) співпадають з точністью 
до множника.

Остаточно оптимізаційна задана (20) зводиться до опуклої задані із 
обмеженнями

/о ( Я ) - п ш ц  / і ( Я )  < 0, /з (Я )  < 0 . (22)
21

іу т
/о (Я ) =  -/»{АЛІ» (-А ТЯ  -Я А )>  -  і/п{А т ія (Я)},

/ і ( Я )  =  ~\min(~ ATН  -  Н А ), /а (Я ) =  \тах(Н) -  1.

Для числового розв’язку одержаної задачі використовуються граді­
єнтний метод в розтягом простору в напрямку вектору рівниці двух 
послідовних узагальнених градієнтів (Я-алгоритм).

Детально розглянуті приклади, які показують високу швидкість збіж­
ності Д-аягоритму при практично повної відсутності коливань в околі 
розв’язку.

У  третьому параграфі нропоновується альтернативний підхід по­
будови оптимальної оцінки області стійкості еліптичної форми мето­
дом дотику. Використовується квадратична функція Ляпунова v(ar) =  
=  хТНх.  Тут додатно визначена симетрична матриця Я  визначає форму 
області стійкості, що досліджується. У цій області виконується

v(x) > 0, і (х)  < 0.

Градієнти функцій «(я) і Ь(х) мають вигляд

grad и(х) =  2Нх,  
grad v(x) =  2[АтН + Н А +  В ТХ ТН  +  Н Х В ]х  + х.

Тут X — (xl t x 2t . .. , х л)т — вектор-стовпчик, компоненти якого обчи­
слюються таким чином:

Х{ =  х т(В{Н +  HBi)x t і =  1, п,
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де В; — квадратні п х п  матриці, що складаються о стовпчиків блочної 
матриці В  :

І  =  1, ТІ.

Фіксуючи поверхню іі(х) =  0, умова дотику поверхней v(x) =  а і іі(г) =  
=  0 має вигляд системи п +  1 нелінійного рівняння

/ й  ь?+л>2 ... бГ+^я-о.Л

6 ІЗ ^Й-я.,3 • • •  & Г + » (» -1 ) ,2

В. =

V ̂ Ія. ^ і + п , л  • • •  ^ і+ п (л  —1 ) ,»  /

x TF ( x , Н ) х  =  0,

2 [Нр  — xT F ( x t Я  )]аг — 5  =  0,

Де
F(x,  Н ) =  АТН  + Н А  + В ТХ ТН  +  Н Х В .

Роов’яоок одержаної системи являє со бою точки області {аг: хтНх  <
< а}, в яких не виконується умова асимптотичної стійкості. У кінці на/- 
раграфу наведені приклади.

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ РОБОТИ

1. Одержані двобічні мажорантні оцінки розв’язків диференціаль­
них систем о квадратичною правою частиною.

2. Обчислен гарантований радіус кулі області асимптотичної стій­
кості нульового положення рівноваги квадратичної системи бео запіз­
нення.

3. За допомогою функції Ляпунова дробово-раціонального вигляду 
знайдені мажорантні оцінки збіжності розв’язків квадратичної системи, 
що лежать у кулі області асимптотичної стійкості.

4. Одержані умови стійкості нульового розв’язку квадратичної сис­
теми о запізненням, рівномірні по відхиленням аргумента, та  з  залізнен­
ням, яке залежить від параметрів системи.

5. З використанням функції Ляпунова дробово-раціонального виг­
ляду одержалі оцінки збіжності розв’язків квадратичних систем о запіз­
ненням.
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6 . Шляхом розв’язання оптимізаційної задачи отриман максималь­
ний радіус кулі області асимптотичної стійкості.
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Д авы дов В .Ф . Исследование устойчивости и построение качествен­
ных характеристик квадратичных дифференциальных систем. Руко­
пись. Диссертация на соискание ученой степени кандидата фивико- 
математических наук по специальности 01.05.04 - системный анализ 
и теория оптимальных решений. Киевский университет, Киев, 1996.

Диссертация содержит сведения, нашедшие отражение в двадцати 
одной опубликованной научной работе автора. В диссертации предло­
жена компактная матричная форма записи дифференциальных систем 
с квадратичными правыми частями. Вторым методом А.М.Ляпунова 
с функциями квадратичного и дробно-рационального вида получены 
двусторонние оценки решений квадратичных систем. Вычислен гаран­
тированный радиус шара области асимптотической устойчивости ну­
левого решения. Получены условия устойчивости квадратичных систем 
с запаздыванием, равномерные по отклонению аргумента., и с вапазды- 
ванием, оависящим от параметров системы. Решена оптимизационная 
задача построения максимального радиуса шара области асимптотиче­
ской устойчивости. Проведены численные эксперименты, показываю­
щие конструктивность полученных оценок и условий, а также эффекти­
вность оптимизации качественных характеристик.

Davydov V .F . Stability investigation, and construction of qualitative 
characteristics of quadratic differential systems. Manuscript. Thesis for a 
degree of Candidate of Sciences in Physics and Mathematics, the speciality
01.05.04 - system analysis and theory of optimal solutions. Kiev University, 
Kiev, 1996.

Thesis contains information published in twenty one scientific author’s 
papers. Compact matrix notation form of differential systems with quadratic 
right-hand sides are proposed in the thesis. Two-sided estimates of solu­
tions of the quadratic system are obtained by Liapunov’s second method 
with functions of quadratic and rational forms. Guaranteed radius of the 
ball of asymptotic stability region of zero solution is calculated. Stability 
conditions of quadratic systems with delay, uniformly by argument devia­
tion, and with delay depending on system’s parameters are derived. Op­
timization task of receiving maximum value of the radius of asymptotic 
stability region is solved. Numerical experiments showing constructibility 
of obtained conditions and estimates, and optimization efficiency of quali­
tative characteristics are conducted.

Ключові слова: квадратична система, функція Ляпунова, матрич­
не рівняння Ляпунова, асимптотична стійкість, запівнення, недиффе- 
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