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з а г а л ь н а  Х а р а к т е р и с т и к а  р о б о т и

В середині XIX сторіччя Якобі, Абель, Вейерш трасс, і, 
в особливості, Г'іман створили теорію алгебраїчних та абелів- 
ських функцій. В галузі математичної фізики ця теорія була 

вперше використана Якобі, Нейманом, Ламе, Кірхгофом, та ін­
шими. Але після блискучої роботи Ковалі ької про новий ін- 

тегровний випадок «вертання твердого тіла у гравітаційному 

полі навколо нерухомої Точки, теорія абелівських функцій ро­
звивалась, в основному, без зв’язку з математичною фізикою. 
Декілька визначних робіт Бейкера та Бурхнала та Чаунді, що 

були написані між 1919 та 1928 роками, були невдовзі забуті та 
їх результати були перевідкриті тільки в 1974-1976. у зв'язку 

із створенням так званої теорії скін-ченнозонного інтегруван­

ня, шо виникла в результаті побудови періодичних розв’язків 
рівняння Кортевега — де Вріза.

Ця проблема, в свою чергу, виникла в теорії солітонів, 

що була започаткована |юботою Гаднера, Гріна, Крускала, Міу- 

ри у 1967 році і дилі розвивалась, в основному, декількома гру­
пами колишнього СРСР та США. В Москві важливі результа­

ти з теорії солітонів були отримані Захаровим, Манаковим та 
Міхайловим; далі Новіков з Дубровіним та Крічевером запо­

чаткували метод скінченнозонного інтегрування; Потім до цієї 

тематики приєднались Гельфанд, Манія та Переломов. Петер­
бурзька група була створена Фаддеевнм із співробітниками -  

Корепішім, Кулішем. Рейманим, Склянінин, Сємєніівим -  Тян 
Шенським, Ізергіним, Ітсом та Матвєевйм. Потсдамську rpjny 

утворювали Абловитц, Кауп, Ньюел та Сегур. В Арізпні теорія 
солітонів розвивалася Флашкою, Лембом та Мак Лафліним; в 

Нью-Йорці -  Лаком, Кейсом, Трубовицем. Слід тако >- відміти­

ти внесок таких дослідників як Шабат, Мозер, Костьнт та А л-
ЛН5 ім. в. с :■
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лер, шо не ні лежали до певних груп.
В Україні визначні результати у цій тематиці були от­

римані у Харкові Марченком із співробітниками -  Котляровим, 

Островським, Хрусловим, а також Дрінфельдом та Пастуром. У 
Києві в галузі теорії солітонів та суміжних областях працюють 

Березанський, Далецький, Митропольський, також Білоколос, 
Голод, Нижник, Самойленко та інші.

Відкриття теорії скінченнозонного інтегрування впли­
нуло на подальший розвиток математичної та теоретичної фі­

зики -  різноманітні конструкції пов’язані з класичною теорією 
ріманових поверхонь стали широко застосовуватись в точно 
розв'язуваних модельних задачах квантової теорії поля та кван­
тової статистичної фізики, в фізиці твердого тіла, в теорії плаз­

ми, гідродинаміці, тощо.
В той же чає аналітичний апарат функцій пов’язаних 

з Рімановими поверхнями, так званих абелівських функцій, ін­
тенсивно розвивався у минулому сторіччі, але не став таким 
же еффективним інструментом, як теорія еліптичних функцій, 

які являються частинним випадком абелівських функцій. Ця 
обставина поновлює інтерес до абелівських функцій з метою 
їх застосування до сучасних П ]ю блем фізики і математики.

В роботі розглядається одна з проблем теорії абелівсь­
ких функцій — теорія редукції абелівських функцій до молод­

ших родів — у контексті ії застг ування до скінченнозонних 
розв’язків цілком інтегровних рівняннь у частинних похідних 
та скінченновимірних цілком інтегровних динамічних систем. 
Ми даємо ефективний метод, який дозволяє накласти мінімаль­
ні обмеження на сі іченнозонні розв’язки, з тим, щоб їх можна 

б було звести до еліптичних функцій - еліптичних солітонів.

Стан проблеми. В теорії скінченнозонного інтегру-



вання відомі випадки, коли скінченнозонний потенціал виража­
ється через еліптичні функції. Зокрема, такими потенціалами 

являються 9~зонні потенціали Ламе,

(1) u(x) = у(д +  І )р(х) 

рівняння Шредінгера,

(2) | ~ - и ( а ; ) |  * (х ;г )  =  г * (т ;г ) ,

де р є еліптична функція Вейсрштрасса, а г є  координата гіпереліп 
тичної кривої. Під дією КдВ-потоку цей потенціал перетворю­
ється на еліптичний розв’язок рівняння КдВ, що має вигляд 

*(»+»)/г
(3) и(х) =  2 £  Ф  ~ *,(<)).

і * ‘

де “частинки” х,-(<) еволюціонують під дією певного потоку си­
стеми Кадоджеро-Мозера, тобто дискретної інтегровної систе­

му N часток, що взаємодіють з парним потенціалом, (Мак Кін 
Мозер, Вію, 1977) и(хл, Xj) =  2p(xt -  х-), і ft j , i , j  =  1, . . .  , N.

Іншим прикладом двозонного [юзв’язку в еліптичнис 

функціях є розв’язок (Б’янкі, 1927)

(4) Ф(х,Ь) — 4arctan(F(x)G(t)),

де F (x) та G(t) є деякі еліптичні функції, рівняння “sine-Gordon”-,

(5) фгг -  фи =  sill ф.

Після відкриття скінченно зонного інтегрування С.П.Но- 
віков сформулював у 1974 році таку пробдему:

Прп яких обмеженнях на параметри скіиченнозониого 

розв’язку цілком інтегровмого рівняння цей рчзв’ілок 

може бути звідсний до молодших родів і, зокре.л">,

—г до еліптичних функцій ?

— 5 —
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Іншими словами, при якій спеціалізації ріманової по­
верхні, що ассоційована із скінченнозонним розв’язком, відповід­

ні абелівські функції, будучи невиродженими, зводяться до мо­
лодших родів і, зокрема, -  до еліптичних функцій. Редукція 

абелівських функкцій до еліптичних функцій є бажаною не тіль­
ки для того щоб отримувати більш зручні формули для обчи- 
сленнь. Така редукція дозволяє виділити періодичні розв’язки 

з множини скінченнозонких. Іншим аспектом редукції є те, що 
такі розв’язки являються тісно зв’язаними з різноманітними 

скінченновимірними динамічними системами.
А ктуальн ість  теми. Виведення еліптичних розв’яз­

ків з квазіперіодичних є важливим для багатьох фізичних за­
дач. В результаті редукції скінченнозоиний розв’язок пред­
ставляється у вигляді суперпозиції еліптичних солітонів і являє 

собою далеке узагальнення багатосолітонних формул. Розви­
нений мотод дозволяє отримувати нові розв’язки в еліптичних 

функціях в рамках єдиного під-оду.

Редукція до еліптичних функцій дозволяє зробити більш 
ефективними обчислення з квазі періодичними ров’язками, то­
му що у разі їх зведення до еліптичних фукнкцій можна уник­
нути багатовимірних нескінчених сум, через які виражаються 
тета функції Рімана. 1

Це зведення цікаво із суто математичної точки зору, 
воно дозволяє, зокрема, дати геометричну інтерпретацію ре­

дукованих екінченнозонних розв’язків, як таких абелівськ-х 
функцій, для яких відповідна алгебраїчна крива є Л'листне 

накриття над еліптичною кривою -  тором.
М ета дослідж ення. Метою роботи являються:
а) Знаходження необхідних і достатніх умов яа пара­

метри. при яких скінченнозонні розв'язки цілком інтегровних



рівнянь математичної фізики, що виражаются через абелівські 

функції алгебраїчної кривої, зводяться до еліптичних функцій 
-  еліптичних солітонів.

б) Побудова ефективних алгоритмів для здійснення та­
кої редукції та для опису ассоційованих спектральних харак­
теристик — рівняння алгебраїчної кривої, явних формул для 

накриття над тором, обчислення власних функцій відповідної 
лінійної спектральної проблеми та явні вирази для потенціалів, 
що редукуються до еліптичних функцій.

в) Побудови багатовимірних узагальнень точно розв’я­
зуваних одновиміргшх випадків рівняння Іііредінгера, побудо­
ва власних функцій -  функцій Блоха та обчислення спектру.

г) Застосування розвиненого метод)' редукції зо еліп­
тичних функцій в задачах фізики та механіки для знаходження 
нових розв’язків в еліптичних функціях.

Т еоретична та  практична цінність р о б о т и . Робо­
та розв’язує проблему редукції скінченнозонних квазіперіодич 

них розв’язків цілком інтегровних рівнлннь до еліптичних функ 

цій. Розвинений апарат дозволяє отримати нові розв'язки ї  

еліптичних функціях, побудувати нові приклади еліптичних 
потенціалів і відповідні хвильові функції, розглянути різнома­
нітні відомі випадки редукції з єдиної точки зору.

В икористання р езультатів . Результати дисертації 

можуть бути використані для виділення періодичних та еліп­

тичних розв’язків з квр-зіперіодичних розв’язків рівняннь, що 
інтегруються у тета функціях Рімана. Вони дозволяють дати 
класифікацію еліптичних потенціалів рівняння Шредінгера і 

описати всі такі потенціали явно в термінах тета функцій Якобі 

Результати дисертації ставлять ряд нових питаннь, що стиму­
люють дослідження алгебраїчних кривих (зокрема простору

— 7 —



їх модулів! з метою побудови ассоційованих з ними скінченно- 
зонних розв’язків спеціального виду.

О соби сти й  внесок автора. Показано, що проблема 
редукції скінченнозонних розв’язків цілком інтегровних рів- 
няннь математичної фізики, що виникла в контексті сучасних 

проблем фізики, зводиться до класичної проблеми редукції те- 
та функцій Рімана до тета функцій Якобі, та абелівських ін­

тегралів, що ассоційовані з алгебраїчною кривою рода д >  1, 
до еліптичних інтегралів. Розв’язок цієї проблеми, шо був запо­

чаткований в працях Вейерштрасса, Пуанкаре та інших присто­
совується до сучасних задач теорії скінченнозоннного інтегру­

вання. Зокрема знайдені ефективні критерії редукції скінченно- 
зонних потенціалів до еліптичних функцій у вигляді умов на те­
та константи. Розвинений альтернативний підхід до побудови 
еліптичних скінченнозонних потенціалів на основі спеціально­
го еліптичного анзацу для функції Бейкера -  Ахієзера. Побу­
доване двовимірне узагальнені; і однозонного потенціалу Ламе 
на основі редукції <т-функцій Клейна до еліптичних функцій. 
Розвинений метод застосований до задач фізики та механіки 
-.задачі Ковалевської про обертання твердого у гравітацій­
ному полі навколо нерухомої точки, інтегровних випадків си­

стеми Енона-Еліса, задачі про динаміку ультразвуконих да- 
видівських солітонів, задачі про еліптичні солітони у системі 

зв’язаних оптичних хвильоводів, задачі про інтегровні випад­
ки однорідного потенціалу четвертого ступеня. В усіх цих за­
дачах знайдені нові еліптичні розв’язки на основі розвиненого 

методу редукції.
П ублікації за темою  дисер j аиії. Матеріали дисер­

тації опубліковано у 31 праці, серед яких одна монографія, ЗО 
статей у h p v k o b h x  виданнях (перелік публікацій наведено на-

— 8 —



прикінці автореферату).

А пробація роботи . Основні результати було викла­
дено у доповідях та обговорено на таких конференціях та семіна­
рах:

в Семінар відділу теоретичної фізики Інституту металлофі- 
зики НАН України,

• Семінар віддіяу математичних методів в теоретичній фіг-.иці 
Інституту теоретичної фізики НАН України,

• Семінар “Алгебраїчні структури в математичній фізиці” 
факультуту прикладної математики Київського політех- 
нічіюго інституту,

• Семінар кафедри вищої геометрії та топології Московсь­

кого університету,

• Київські міжнародні конференції “Нелінійні та турбулент­

ні процеси у фізиці” 19£3, 19S5, 1987,

® Інститут ім. Ейлера в Самкт Петербурзі,

• Міжнародна конференція "Нелінійні диференціальні рів­
няння в частинних похідних” , Варна, (Болгарія) 1988,

® Міжнародна конференція "Нелінійні когерентні структу­

ри у фізиці та біології” , Едінбург, (Шотландія) 1995,

» Міжнародна конференція "Комплексна динаміка у відкри­

тих системах” , Копенгаген, (Данія) 199£,

» Семінари університетів Едінбурга та Лідса (Великобри­
тания),

• Семінар відділу фізики университета м. Салерно (Італія),
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• Семінар відділу математики Технічного університету м. 
Берлін (Німеччина),

• Семінар Інститу фізики Польської Академії Наук, м. Вар­
шава (Польща),

• Семінар відділу прикладної математичної фізики Датсь­

кого технічного університету м. Лінгбі (Данія).

ЗМ ІС Т Д И С Е РТА Ц ІЇ

Дисертація містить 254 сторінки машинописного тексту

і складається із вступу, чотирьох глав та списку літератури (зі 
102 найменувань).

У  вступі викладається історія питання, дається ан­
аліз сучасної літератури, та формулюється проблема.

Рівняння Кортевег.. -  де Вріза,

(С) ti, = 6ииг -

було виведене наприкінці XIX сторіччя для опису хвиль на 

мілкій воді. Найпростіші розв’язки (6) мають вигляд u(x — lit). 

Для того, щоб їх знайти, досить розв’язати класичну задачу 
про обертання еліптичного інтеграла. Поклавши u =  и{х — tit), 
знаходимо

? dr
(7) *(u) =  /  ....  V'l. , . +  С . .

Л f i r 1 + t/т* +  2Ст +  С,

Знаходження и як функції від х е класична проблема обертан­

ня еліптичних інтегралів. її загальний розв’язок являв собою 
подвійно-періодичну функцію u =  2(?(і) + 7 однієї комплексної 
змінної х -  так звану еліптичну функцію В»‘йерштрасса.

Гарднер, .’рін, Крускал та Міура у і 967 році винайшли 
метод інтегрування рівняння КдВ з швидко спадаючими по­
чатковими даними -  так зр  іний метод оберненої задачі теорії
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розсіяння. Цей метод безпосередньо зв’язаний з спектральною 
терією оператор» Шредінгера L з потенціалом и(х,(). В основі 
метода лежить так зване представлення Лакса ."ля рівняння 
КдВ, що було відкрите Лаксом у 1968 році:

З представлення Лакса випливає, що власні значення опера­

тора L не залежать від часу і. У випадку швидко спадаючих 
початкових даних представлення Лакса дозволяє вивести про­

сте правило еволюції для даних розсіяння оператора L, тобто 
для коеффіцієнтів розсіяння та нормалізаційних множників. За­
гальновідома процедура реконструкції потенціале за його дан- 

ними розсіяння (що була раніше розвинена Г';льфандом, Левіта- 

ном, Марченгом, Фаддєєвчм та іншими) дозволяє перетворити 

просту еволюцію денних розсіяння в розв’язок рівняння КдВ ' 
У випадку початкового потенціалу и(х, 0), що відповідає 

нульовому коеффіціенту відбиття (остання умова є іваріанг- 
ною по відношенню до динаміки КдВ), обернена проблема може 
бути розв’язана точно і призводить до важливого класу роз­

в'язків рівняння КдВ -  так званим Л’-солітонним розв'язкам. 
Ці розв’язки мають вигляд

OL
* - M i .

tf* (  d d \ 

А  = 4й ? - 3[иТг + <ьи)

да
u (x , t )  =  - 2 —r  IndetM ,

(9)

<W‘__
* . * +s2E.,(s±M

1 4 P, +  ft H \ 2 У

?І =  f'ix -  P*t +  (іо, j  = 1, • • • . iV, 

Р , > 0 , Р , * Р , .

(8)



У (9) N  є число від’ємних власних значень А, оператора L, 
Р' =  1\f—Aj, а дійсні сталі £і0 можуть бути довільнми

Безпосереднє застосування методу оберненої задачі до 
випадку періодичних початкових умов виявилось неможливим 
через відсутність ефективних методів розв’язку спектральної 
задачі для лінійного оператора з періодичними коеффіціента- 

ми. Як відомо спектр такого оператора має зонну структуру, 

тобто МІСТИТЬ ПОСЛІДОВНІСТЬ сегментів [jEjt+i, к =  0 ,1 ,. ..  ,
абсолютно неперервного спектру, що розділиться лакунами: 
( -о о , E t), (Е-2, £’;)), . . . ,  ( Eit , Е-Ік+1), —  Довжина fc-тої зонни 

прямує до нуля коли к —* оо для всіх неперервних періодичних 
потенціалів. Може так статися, шо число лакун у спектрі опе­
ратора Шредінгера скінченне. Тоді відповідний потенціал на­
зивається скінненнозопньм потенціалом.

Роль скінченнозонних потенціалів у проблемі аналізу 

рівняння КдВ була відкрита незалежно та з різних точок зору 
Новіковим, Дубровіним, Крічевяром, ІТсом, Матвє^вим, Лаксом 

та Марченком. Виявилось, що скінченнозошіий потенціал є роз­
в’язком стаціонарного вищого рівняння КдВ (рівнлннж Новіко- 
ва ). Далі виявилось, шо певний класс скінченнозонних роз­
в'язків зводиться до проблеми обертання Якобі для дволистної 
ріманової поверхні алгебраїчної кривої 

2,-Н
(10) /І2 Я П (A -  Ej),

і* і

де Е '.* являються границями зон. Така обернена задача була 
розв'язана Ахієзером у ІС*7С році для 9 - і ,  тобто для випадку 
еліптичної кривої. Було також помічено, шо пара блохівських 

розв’язків V'i j ( i ,  і) , г) = 1 розглядуваного скінченно-
зонного потенціалу може бути інтерпретована як значення ана­
літичної функції ф(х, Р ), Р  Є X , з £  полюсами Pj які не зале-
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жать від х. В о ко лі нескінченно віддаленої точки ця функція 

маї таку асимптотичну поведінку

rl>(x, Р ) й  ехріхі/г, 2 =  іг(Р) ,

де * (Р ) е канонічна проекція точки Р  € X  на комплексній пло­
щині. Ці дві умови -  полюсна структура та пгведінка на нескін­
ченності визначають таку функцію однозначно.

У 1975 році Ітс та Матвеев розв’язали відповідну зада­

чу обертання Якобі явно у такому вигляді:

( 11) Ц і)  =  - 2 ^  ln0(xg + І; г) +  С  ,

(1 2 )  0 ( p ; r ) =  £  ехр{<тітк,к) +  2 i r t ( p ,k ) } ,  Р  €  С »  ,
к Є Z«

де г  з матриоя періодів ршанової поверхні алгебраїчної кривої 
( 10) a Ej е  границі неперевгіого спектру відповідного оператора 

Шре.зікгера. Незалежно зведення спектрального аналізу опе­
ратора Хілла до проблеми обертання Якобі було знайдене Мак 

Кіном та Моербеке (1975) та Мак Кіном та Трубовіцем (1970) 

Для того, щоб потенціал рівняння Шредінгера був роз­
в ’язком рівняння КдВ, функція 1(4) повинна бути лінійною фуьк- 

ЦІ6Ю t і

l(t) =  1(0) +  W  • < ,

де вектор W  повністю визначається границями спектру.
Власні функції рівняння Шредінгера з потенціалом ви­

ду ( 11) були побудовані явно Ітсом у вигляді

(13) « * '  -  ^ T D ~ r j H V x  +  D-, т) ехр<п > ^ > >

де Р  =  (/і, А) та Jij(Р )  е абелевий інтеграл другого тилу. Далі 
після важливих робіт Крічевера (1976,1977) ця V’-функг'і стала' 

основним знаряддя»» теорії.
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В той же час сформульоване вище питання про те, при 
яких обмеженнях на параметри скінченнозонний розв’язок, що 

відповідає невиродженній алгебраїчній кривій, зводиться до 
молодших родів, і зокрема -  до еліптичних розв'язків, не було 
вирішене. Диссертаційна робота мала за мету заповнити цю 

прогалину.
У  першій главі, що має назву Редукція абелівських 

функцій до молодших родів, для розв’язання сформульованої 
проблеми ми використовуємо класичну теорію редукції Вейер- 
штрасса та Пуанкаре абелівських функцій до молодших родів. 
Ми також використовуєм тета функціональний формалізм, ви­
кладений у відомих монографіях та класичній журнальній літе­

ратурі (Крацер (1903), Крацер та Віртінгер (1912), 1гуса(1972), 
Фей(!973), Раух та Фаркаш (1974), Гріффітс та Харріс (1978), 
Фаркаш та Кра (1980), Мнмфорд (1983)).

Ми наводимо основні твердження теорії редукції в Роз­
ділі 2.1 і далі пристосовуєм цю теорію до задач редукції скінченно- 

зонних розв’язків цілком інтегровних рівняннь математичної 
фізики. Зокрема основне твердження теорії редукції — Теоре­

ма Вейерштрасса-Пуанкаре про повну звідність — дає необ- 
хідню та достатні умори, при яких матриця т з зігелевського 

напівпростору ступеня g, Sf , зводитья під дією деякого пере­
творення G  з  Sp{2g, Z ), </ > 1 (в цьому контексті д є  натуральне 
число, що є родом алгебраїчної ..ривої для “якобієвих” точок

г) до вигляду

(д - n j x n  раціональна матриця. Ці умови виділяють мнотвид 

звідних точок у 5  Звідні точки миють гаку властивісь:

(14) о . ' - І "  Q  .
\ д г  г"

де т' та т" є відповідно »  х п та (у -  п) х (у -  н) мат риці та Q є



Теорема І. (Білоколос, Енольський 1982, Енольський
1983, Енольський 1984] Нехай т е звідна точка у Sf a JV є та­

ке найменше натуральне число, що матриця NQ являється 
цілочисельнию. Тоді тета функція в(г\ г) виражається через 

тета функції N -того порядку (?(*'; Nr'), 9(z"; N r"), де вектори 
*'т  =  ( * „ . . .  ,z m) та г''Т =  ( ^ + l, . . .  ,*,).

Доведення основане на теоремі додав.ння Коізумі (1976)
для тета функцій ./V-того порядку.

• .
У випадку алгебраїчних кривих (якобіеві точки у S ,)

умови звідності означають що ассоцїйована із звідною г-матрицею 
алгебраїчна крива С( накриває JV-листно алгебраїчну криву 

C f ,  що ассоційована з матрицею г*.
Ми завершуємо цер Розділ формулюванням Схеми ре­

дукції для алгебраїчних кривих в термінах умов в просторі 

модулів, які дозволяють сконструювати накриваючу Cf , нак­
риття іг : Cf  -* C j  та отримати явні формули для зведення 

тета Функцій до еліптичних функцій

У Розділі 2.2.ми застосуємо ці результати для опису 
скінченнозонних потенціалів. Ми розглядаємо скінченнозонЛ 

потенціали рівняння Шредінгера, що даються формулою Ітса- 
Матвєєва і виділяємо два випадки (див. статті [Б ілоколос, Еііоль- 

ський 1987, 1988, 1989, 1994]).
Перший випадок в випадок, коли скінченнозонні по- 

течціали зводяться до еліптичних функцій з неспіввимірними 

модулями і таким чином розв’язок рівняння КдВ залишається 
квазі періодичною функцією по х, незважаючи на jre, що сам 

розв’язок виражається через еліпичні функції.
Для того, щоб отриманий еліптичний розвозок став 

еліптичною періодичною функціїю, ми маємо накласти додат­

кові умови співвимірності компонент обмоточних векторів.
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Д ругий випадок є випадок, в якому скінченнозонний
потеціад зводиться до еліптичної функції ПО X.

Означення, g-зонний потенціал и(я), що ассоціюєть- 

ся з кривою Cf , називається TV-еліптичним, якщо крива Cf  на­
криває ЛГ-листно тор Ct. Позначимо JV-еліптичний потенціал

через Ujv(x).
В першому випадку редукція описується такою теоре­

мою.
Теорема II. [Білоколос, Емольський 1987, 1994) д-зонний 

N -еліптичний потенціал и(х) має вигляд

хв

2Pn\
2 kpNi

(15) x (N U tx +  NVtt +  N W ^ N tu)

2?jv2 -Pm  > • • • > ^Pst 
2kpNі 0 , . . . ,  0 

x [N V x + N Vt +  A W ; JVf) + C,

де сумування розповсюджується на повний набір представ­

ників руу =  (pN j , . . . . . .  Pnt ) з множини (1/N)Z>, U = ( i / , ,0 ) ,
V. =  (V',. V ), W  =  (IV,, W ), матриця f  утворена з т виключен­

ням першого рядки, який має вигляд (ru , k/N, 0, . . .  , 0) і пер­

шого стовпчика; постійні С„к вираховуються за формулою

Ср„ -  «х р

■ Е <
Рі,=л-іг..,г

2рn  ~  2Рл?_і
0

хв 2Р /у -і _  -P n - ї  
0 -

ж в Г 2 р з - 2 р 2 ] ( о ; 6 г  f  2 р 2
О О

(0;ЛГ(ЛГ -  1)г) 

(О; ('V -  1)(JV -  2)г) • • • 

(О;2г ) .
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В усіх формулах через 0(t](; т) позначена те та функції' з ха­

рактеристикою [с].
Другий випадок описується такою теоремию
Теорема Ш . (Білокс/ос, Енольський 1994} д-зонний 

потенціал и{х) являється еліптичною функцією тоді і тільки 
тод і коль

i) невироджема гіпереліптична крива С>у що асоцій ­

ована з потенціалом, накриває N -листно тор С \,
ii) рівняння

мають розв’язки у точках т Є Sf для такого базису (А, В) € 
Hl(Cf ,X ), що матриця г має вигляд

Зокрема, теорема показує як виділити еліптичні потен- . 
ці ал и Ламе з квазі періодичних потенціалів.

Многовид у просторі модулів, що описуіться умовами 
Теореми III, є підмноговид €  в К\ у випадку роду 2; він являє 

собою так званий многовид Ембера.

Ми називаємо тета константами значення тета функцій 
та їх похідних при нульовому значенні аргумента. На протязі 
всієї глави ми розвиваємо підхід, що дозволює виразити всі 

параметри у термінах тета констант І сформулювати умови ре-

(16)

(17)

' r „  k/N 0 •• o' 
k/N 

т =  0

де k є натуральне число 1 < k < N

и

7і

, 0



дукції у ві.гляді умов на тета константи. Ми резюмуємо цей 
підхід у вигляді такої теореми:

Теорема IV. [Білоколос, Енольський 1987, 1989) Много- 
вид Ті звідних точок, у яких скінченнозонних потенціал зво­

диться до еліптичних функцій і залишається кбазі періодич­

ною функцією та  многоАид £ звідних почок для яких скінченно- 

зонний потенціал зводиться до еліптичної періодичної функ­

ції описуються умовами обертання у нуль певних тета кон­

стант.

Останній Розділ 2.3 Глави 2 присвячений випадку дво­
зонних потенціалів.

Зокрема, для 9 =  2, редукція можлива для зліченного 
числа випадків для яких крива Сд накривав Лг-листно тор С,, 
де N  =  2 ,3 ,. . . ;  більше т >го ріманова матриця П кривої Сд 

зводиться до матриці вигляду

„ = [ . »  v  . М
\0 1 l/N ra2 J  

В цьму ж розділі дається класифікація всіх еліптичних 
потенціалів, що являють собою сумму функцій Вейерштрасса 
з аргументами, що зсунені на півперіоди (потенціали Требіха- 
Вердьє), в рамках теорії тета функцій. Виявляється, що у ви­

падку роду два крім двозонного потенціалі Ламе, u(i)uj(jc) = 
6р(х), існує тільки два нетрівіальних еліптичних потенціала 

Требіха-Вердье:

(18) “ 4(1) =  б р (і) + 2 р (і +  и»(), і =  1,2,3

(19) и6(» )  = 6р(ж) +  2р(* +  о/,) +  2 p {x + U j),

i f  І  =  1,2,3,

що ассоційояані відповідно із 4 та 5-листним накриттям над 
тором. »
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Розліл завершується детальним аналізом потенцила (18), 
для якого s райках тета функціонального підходу вираховані 

явно накриття над тором та алгебраїчна крива.
Потенціали Требіха-Вердьє розглядаються також і в 

наступній главі в рамках інакшого підходу.

У  другій  главі, що мав назву Анзац Крміта-Крічеве- 
ра та теорія редукції, розвинений інший аспект теорії редукції 
скінченнозонних розв'язків. Ми розгладабмо там спеціальний 
еліптичний анзац для (юзв'язків рівняння Шредінгера з еліп­

тичним потенціалом. Ерміт використав подібний анзац для опи­
су розв’язків рівняння (2), Покладемо

»(»+О/s <1іф(х:в)
(20) ♦(*, z) =  tk* £  Aj{z,k.j3) — — ,

де Ф (х;0) є розв’язок рівняння Ламе (2) при g — 1, a Aj(z, k, ff) 

являються функціями, які мають бути визначеними. За пропо­
зицією Крічеверя ми розглядаімо еліптичний потенціал

(21) Ця) =  £  g,(gt + 1)р(* -  *,), £  gfa  +  1) =  N,
/=і ы

та відповідний анзац для еліптичної функції Бейкера-Ахіезера,
♦

Ф(х, г) =  exp(kx)
• І и(я+>)/2 (Ііф(х;і3)\

(22) х £  |ав(Ф ( г - * , ) +  І ;  А ;,(г ,к ,0 )— j - j —  |,

де функція Ф(я; /}) є розв’язок рівняння Шредінгера з однозон- 
ним потенціалом Ламе, що дається формулою

(23) Щх-,0) =
е(х )о {0 )  

та <7, £ й функції Вейерштрасса,
Спочатку величини s it і =  1 . . . , N  вважаються різни­

ми і розглядається так звана еліптична модель Кало к.еро- 

Мозера,. тобто система одновимірних N  часток, взаємодія яких
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описується двохчастковим потенціалом. Гамільтоніан такої си­

стеми задається у вигляді

(24) Я  =  £  у* +  £  р(х, -  Xj),
і ij

де р є еліптична функція Вейерштрасса з періодами 2о;,, 2ш3, 

а у,, Я; (и — 1) ■ ■ • ,N ) є канонічні змінні, {у,, у; } =  {я,-. Яу} =  0, 
{Уііх}\ =  t із стандартними дужками Пуассона.

Нехай {А',,} =  {Л(, £■„}, е базисні матриці Ні =  (<^,t)> і =  

1........А', £ „ =  Епт = (М »* )> "  5і  m, п = 1, . . .  , А'.
Оператор Лакса L системи був знайдений Крічевером 

у 1980 році і має вигляд:

'(2 5 ) Ц « ) =  £ ! / ^  +  . £
і “

де фц =  Ф(х • а;и) та функція ф (і;и ) означена в (23).
Гамільтонівськи по'оки системи утворюються слідом 

Tr L” , зокрема, Тг L* породжує Гамільтоніан (24). Як відомо, 
система Калоджеро-Мозеро допускає динамічну г-мигпричну 

алгебру

(26) { І , ( и ) , І 2(»)} =  [т-12(*і, v), i.,(u)J -  [ral(ti,v),L ,(v)l,

де £, =  L <8> / ,  L2 =  / ®  L, г|3(и,в) = E)ii„r»“ '(u,u)-Y<( ® Х „  є 
А'г х А а матриця, шо залежить від динамічних змінних

Теорема V. [Ёкольський, ілбек 1994) г-матрична алге­

бра (26), задовільнеє динамічному рівнянню Янга-Бакстерв

Ww(*. у)<du ( x < *)} + Ик(х-») das(»- *)] +  ї). di*(x. 2)1
(27) + {L.t (y) ?  d ,j(x ,z )} -  {£ ,(* ) <? dl2( i , » ) }

+ [5и (г , z), I 2(v)J -  fSw(*.■*), £3(2)] =  0

два інших рібчяппя отримаються циклічною перестанов­

кою та 6 цьому контексті

<*«(*>») =  » - ( а у ) ® / ,
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'Wv.*) = 1 ® г п ( у , г ) ,

<4i(x'v) = E У)'  ̂® 1®X„,

— 21 —

S -мат риця має вигляд

S a ( x ,  г) =  -  Е  'М 1 ~ г )ехР Ф(х > z ) E - a ®  Я, ®  Е а
а

(28) S „ ( i ,  у ) =  -  Е  ф« (*  ~  У)е хР 4>(х, У)Е  „ ® Е и ®  Я,.

Ми звертаємо увагу на те, що S-матриця (28) відріз­

няється від S -матриці Скляніна (1993), де було використане 

інше представлення для оператора L.

Рівняння

визначав криву Крі-чеверп, тобто алгебраїчну криву C N =  (A, u), 

яка «  N -листним накритттям над тором ж : Сдг —♦ С , ,

(ЗО) A * ' / f l ri(U)A " - w .=  0,
і=0

де r,(u) —  еліптичні функції, зокрема, для перших двох з ним 

ми маємо г ,(и ) =  - ( j)p (u )  +  Е Рц, г ,(и ) =  ( ,  )р '(и ).

Ми розглядаємо обмеження третього потоку, Т г L* сис­

теми К алодж еро-Мозера на многвид стаціонарних точок дру­

гого потоку, grad Н  - так званий локус системи Калоджеро- 

Мозера C N, шо дається рівняннями

i*j

В роботі Еро, Мак Кіна і Мозера (1977) доведено, що 

коли частинки t i рухаються по локусу відповідно до рівняння

а

(29) d et{L  -  А /) =  0

Уі = о, * = і,—лг.

<іх(
dt

N
(32)



де С  є стала, тоді функція

(33) u (x )  = 2 £  р(аг -  *,(*)) +  С,

є еліптичним розв’язком рівняння КдВ и( =  6гін, — ияжх.

Геометрія локуса £  v вивчалась Еро, Мак Кіном та ін­

шими. Було доведено, що локус не порожній для натуральних 
трикутних чисел .V, тобто для чисел вигляду N  =  g(g +  1)/2, 
де 5 б число зон в спектрі (або рід відповідної алгебраїчної 

кривої). Відповідний еліптичний потенціал є j -зонним потенці­
алом Ламе. Нещодавно Требіх та Зердье (1991) знайшли нову 
множину еліптичних потенціалів, що мають вигляд (33) та від­
повідають не нетрикутним числам точок на локусі CN. Зокрема 
для точок локуса x it що б напівперіодами, вони знайшли сімей­

ство еліптичних потенціалів вигляду

(34) и (і) =  £  Л(9і +  1)р(х -  w,), Яі Є N,
;=о

що ассоційовані з Л'-листним гакриттям N =   ̂Х̂ _0 5,(4, +  1) 
над тором. Ми називаємо ці потенціали потенціалами Требіха- 

Вердьє.

Теорема VI. [Глава. 7 монографії: Б ілокол ос , Бобенко, 

Енольський, (тс, Матвеев, 1994) Крива (29) стає гіпереліптич­

ною, при ії обмеженні на локус CN.

Ми показуємо, що метод еліптичного іінзаца виявляєть­
ся еффекгивним для побудови спектральних характеристик ба- 
гатозонних потецціалів Ламе, зокрема ми довели такі резуль­

тати.
Теорема VII. [Ілбек. Енольський, 1994] Елліптична 

функція Бейкера-Ахіезера, що ассоційобана з чотирьох-зомним 

потенціалом Ламе и(х) =  20р(і), мае вигляд
. f сКФ(. ;u) 1

(35) Ц х;а )  = е**| о„* (* ;а )+  — |,
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де

........  2Ш  +  Зг
о® ~  1| —

— 23 —

*(7^  +  Зг)’ 
21 7

°2 =  ТІЛ . і . '  “ за, =
7кг +  і :  J к (7 к1 + Зг)’

змінні (к ,а) являються координатами кривої

**« -  45рі,“  + 120p/fc7 
/ 39 S \

+  [ -СЗОр2 +  ** +  5fl4pp/fc5

f  ,  735 1725 \
+  1050p3 +  — l>9i +  “у  9sj *•
+(36Up5p/ -  lG-V'Sa)̂ '3

/  2205 855 189 \
+  ^ -3 l5p 4 +  ——  p %  -  — Р9з -  — S jj *

+(40p3p/ -  163pp*s2 +  125p/93)fc 
309 9_ 9 p5 +  — -pSflj +

75 , 75 (36) -~~Р9І ~ — Уі9з =  0.

д ер  ~  р (а ),р / =  р/(а). Крива (36) являється гіпереліптичною

і допускає мероморфну функцію другого порядку

,„ „ч 7 fcs -  10А3р + 10fc2p/ -  15Ар2 •+• 3 -Iі 2рр/
(ЗТ) 2 =  5 fc3 -  Зір +  р/

та може бути реалізована у вигляді

у1 =  — (г3 — 52 zgj — 5C0g.j) 
з

(38) х П (г ї - М « , - 3 5 е 2 - 7 5 2).
і=і ’

Накриття г редукує голоморфкий диференціал на С4 
до еліптичного диференціалу

dp t 4ЬЬ 875 \ гіг(39) _  = ^ _ _ 2Ss- T S 3 ) _ .



Аналогічне твердження доведено в [Енольський. Ілбек, 

1995] для 5-зонного потенціалу Ламе а також для певних ви­
падків рівняння Альфана.

Остання частина Глави 3 присвячена дослідженню дво­
зонного локуса ассоційованного з потенціалами Требіха-Вердье 
(18) та (19). Ми вираховуєм спектральні характеристики для 
такаих потенціалів методом еліптичного анзаца, що відрізняєть­

ся від методів Глави 2 і базується на теорії виключення. Для 
здійснення цих досить громіздких обчисленнь ми внкористу- 
ємо програми для аналітичних обчисленнь Maple та Mathematica 

Результати сумуються у вигляді такої теореми.
Теорема VIII. [Енольський, Ілбек, 1995] Спектральні 

характеристики потенціалів Тргбіха-Вірдье (18) та (19),

с ^ с , ^ с и

ркими е І) спектральні криві та їх стандартна гіпереліп­

тична реалізаціїі у вигляді криОих Крічебера, 2) перше нак­
р и т т я  7Г, 3) друге иакрчттл і ,  4) зв'язок між модулями торів 
С\ та С2, 5) хвильові функції Ф (х;а) та поліноми Ламе А,, 
що є значенім Ф (ї,и ) по краях зон обчислені і наведені у та­

блицях 1-5.
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Таблица .1:
“ Л Спектральна крива С2 =  (и/, г) =  (А, а)

“ J ,„s =  - (г *  -  Зз2) П̂ =1(-  -  Зе()
А» -  ЗАр + =  0

“ 4 w* =  - ( г  + бе.) П ^,(-' -  i*(i)),» =  1,2,3

-  ?, +  2е, ±  2^(е, -  ej )(2ei +  7е.) 
“3.4(0 =  Ч  + 2е, ±  ^ ( е { -  et )(2ft +  Те,)
Л< -  3(2р -  е,)А2 +  4\р>

~  3(р -  е ,)(р  -  « і) = о,
і ф } ф к =  1,2,3

“ 5 «>* =  п;=ї(г -  *((»), > =  1,2,3

мО) =  6(* -  Зе,, 25(j) =  6е,- -  3et

П’=1(* -  гі(І»
=  2J -  Зг2е;- +  (51e2 -  20^)г 

-  3G9t3 +  132eJs2

А» -  2(e, +  5p)A3 + 10pA2 
+  3(e, +  5p)(e, -  p)A 

-  грЧе,- -  p) =  0
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1 “ N
Накриття ж Редукція

голоморфного

диференціала

ъ і е ------І1ІЛ
%/ 3 №

и* =  - ( 2 г  +  3et ) ^  J

“ 5 3? « ( « *  +  * , ) £

.Таблиця .3;
UN Накриття #

і " 3 Р ( « )  =  ~ й ( 42Ї “  9 b z  +  &6'з)

б Vyl 4(Л-в*,)

«5 д (|і) _  »РьМ
’  4(,-^(-»г))(г+вЄ|+9е,)

Р5(г) =  г5 +  Зе^г4 — 42e?z} +  150е^е^г3 +  30е?е^гг 

+9(69eJ +  625e'jej! -  221єід} /2)г 

—27e,(lleJ -  81ei9t/2  +  475e2f 2)

Таблиця .4: Зв’язок між м о д у л я м и  t o d  і в  С. та С.

1
k  =  iм ^ ,  Sl _ * m • 

1 =  1 +
і  2 4 ( t * - t 4 l ) J/J

1 U4 ?2 =  37f  92S3«i +  +  3 ^ 2  +  14 . 37S2,

5з =  +  *4*ral9t +
+ * ? * $  + *№ *  I
І- =  fc'(l -  4fc2) І-' =  jt(l -  4(^)2)

«5 9j  =  22 3? 5 • 23e? -  37 - 11 - 17e*tf,  -  +  £ s»jS  

Яз =  ~ r ( i ( 5?«г  +  2e ■ 35 • 191e? +  V> • З» 13 • 4 5 7 є < ц 2  

•-28 ■ 33 • 23 • 79c fg 2 -  2< • 3? • 5< ■ lleSg»)

-Т а блиця-.,2:....



Таблиця ,5;

I Ufj Хвильова функція Я>(х, и) та. поліноми Ламе Л(х)

u 3 = £ ( ехр(*х)ф(*; “ ))

=  v' ( p (1') ~ є<Нр(*) ~ =  Зе*) « /  J V  * =  1,2 ,3  
A* =  p(x) ±  =  ± / 3 ^ )

“4 ф(х > “ ) =  ^ ( сїр(Ах )Ф(і ; « ) )  + +  и,; u)exp(Ax) | 

A ^ ,* € {1 ,2 ,3 } - { i }

Лі* =  у М * )  ~ e.)(P(*) “  e;)
+  ЗІ(«І Є*)±\АСІ et)(7ei + 2 et ) ] / ^ = ^
Л0 =  p(x) -  e, (г =  —6c.)

u5 * (* ,« )  =  £(ехр(Ах)Ф (х;и))

+(а( } Ф(х +  <jjt u) + а; і Ф(х +  Wj-, ti)Jexp(Ax)

,J вА\/р(и)-г(+й^/й")-'/
A j -> /(p (z )  ti)(p(x) е*) + (е( -  6Єі 3<y) 

h j - y / M * )  е ,)Ы * ) ек)+ (еу  C i )^ ^ E ^ (-  -  6е; Зе,) 

Л„ -  , /М * )  ej)(P (*) ej) +  % )/ $ £ %  +
(г =  г* ),і ф ]  ф к ^  1,2,3,

18**<f27e*~6<4ei-*|+5tii(ej-e<)
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Зокрема вдається описати обмеження на двозонний ло- 
кус потоків рівняння КдВ 3 початковими данними у вигляді
потенціалів Ламе і потенціалів Требіха-Вердье; докладніше 

Теорема IX. (Емольський 1984, Енольський, Ілбек, 1995]
Ізоспектральна деформацій N -еліптичних потенціалів и} , и4 
та іі5 мае вигляд

(40) u, : 4Х 3 -  9gtX  +  9</, +  =  0,

u4 : 9(Х  -  z^ lX  -  *3)(.Y +  4е,- -  e*)J

(41) + І(Х  +  6e,J(p(8it) -  gj) =  0,

u5 : 9Pb(X )  + 4(X -  3e(- -  9e,)
(42) x (X  — 3e,' — 9et)p(8i() =  0,

де многочлен п ’ятого ступеня Pb(z) в (42) дається у таблиці 

S та корені (40)-({£), X j мають вигляд

Xj =  -З  Y. P(xj  -  **), 1 -  1........ N.
ЬФІ

В ньому розділі будується представлення Лакса вигля­

ду для сис теми Калоджеро-Мозеро обмеженої на двозонний 
локус.

(43) Ц і ) = [Аф), !(*)),
V(*) U(z)
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L(z) =  I
Щ * ) - V ( * )

Де

A#(*) . ( ° ' )
\ <к*) о ;

З цих рівняннь випливав, що



W (z) =  - l-U (z ) +  U(z)Q(z),

(44) W (z) =  2V(z)Q(z).

Таким чином, залишається тільки побудувати величини U та

Q
Теорема X. [Енольський, (лбек, 1995] Двозонна динаміка 

на локусі припускає представлення Лакса вигляду (43) з

U(z) =  П (г -  А',-),

(45) Q(z) =  С +  2p(8«t),

де функція (  дається ви разом для другого накриття з таблиці

З, а величина р(8іt) виражається в термінах X,- з рівняннь

(40-42).

Наприклад, для двозонного потенціалу Ламе u3, матрич 
ні елементи U та Q в матриця:< L та А/ мають вигляд

(46) U(z) =  4(z -  X ,)(z  -  X.;)(z -  Х 3),

(47) Q(z) =  4г3 -  9 ^  +  &XtXtX 3 +  27Sjl

де, в цьому випадку, X t =  -  xk), і ф j  ф k =  1,2,3.
У  т р етій  главі, шо називається Додавальні теореми 

для абелівських блохівських функцій та двовимірне рівняння 

Ламе, ми розглядаємо хвильову функцію як природне узагаль­
нення функції Бейкера-Ахієзера

ф {х,Р ) =  ф (х-а),п  -  £  /,Рй,Р  € С(>

що визначена на гіпереліптичній кривій Cs =  (у, і ) ,

=  4яа»+1 +  А^лг + AJf_ , i 2»- 1 . . .  +  А0.

Це є блоибсысо функція, Фіи; a), ur  =  (и, . .. , us) ,o  =  (« ,,  . .

Tf що визначена на абелівському торі Т} =  О /Г ,  де Г є гратка.
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Абелівська блохівська функція мав такі властивості періодич­
ності: якщо вектор П,- Є С>, і 1 , . . .  ,2у належить гратці Г,
тоді

*(и + П,; а) ==£,•(«)♦(»»; a), {,(<*) Є С, « =
(48) Ф(и;а +  fl,) =  Ф(и;а).

У випадку тора Tf , що утворений гіпереліптичною ал­

гебраїчною кривою, абелівська Блохівська функція визначена 
на симметричі му добутку д кривих Cf внаслідок існування 
розв’язку задачі обертання Якобі:

Щоб реалізувати абелівську блохівську функцію, що ас- 

соційована з гіпереліптичною кривою, ми використовуємо гі­

переліптичну о-функцію Клейна, яка являє собою природне 
узагальнення еліптичної ст-функції Вейерштрасса, що лежить 
в основі теорії еліптичних функцій Вейерштрасса. Клейнівська 

(т-функція <r(u) являється цілою функцією на абелевому торі
Tf  =  О /Г ,  що ассоціюється з  гіпереліптичною функцією роду

N •
д і має такі властивості періодичності,

(49) <r(u +  =  <r(u) ехр( +  и), її* Є Г,

де г) є д х ^-матриця. Подібно до теорії еліптичних функцій 

Клейнівська ст-функція виражається через гіпереліптичні тета 

функції та матриця г] є  матрицею періодів певних абелівських 
диференціалів другого типу. Гіпереліптична С-функція та р-

* гж, z'~ldz

4=1 •/ І "  У 
» /о» z ‘~ l dz  

» ;  ~  И  І . ---------, «Оі.в^ес, * = 1... ,3.
4 = 1  « о *  У
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функція визначаються як логарифмічні похідні: 

д
(  ' “ ) =  ~ £ — Ь а (ц )  ди.

№
dutduj

In ff(u) ,« , і  =  1 . . .  ,s,

аз

Р«(и ) =

(50) P«*(U) =
Означення абелівської блохівської функції наслідує фор­

му розв’язку однозонних рівняннь Ламе:

l n o ( u) =  ,g, ...

(51)
( j ( a  -  u )

Ф(ц;а) =  ——ГТ~Ге^ ‘“ ‘ >
< т (а )< 7 (ц )

де у цьму контексті ff те (  функції є гіпереліптичні функції 

Клейна.
Нами доведена теорема додавання для абелівської бло- 

хівської функції в рамках анзацу

(52)
г Y T (tt;-eM Y (v ;e) 

Ф(и -t- V; а )  =  х 7 .( и ) л х ^ - .

де матриця А Є GL(2»,Z), а X , Y  е вектор-функції. Цей анзац 
являє собоі безпосереднє узагальнення теореми додавання для 
функції Бейкера-Ахієзера у випадку роду g = 1, що може бути 

записана у вигляді (52) із X, Y, А, що мають вигляд

(53)

X T(u) =  (p(u), 1), Y t(u; q) =  (Ф (и;а),Ф '(и;а)),
0 -1  

1 0

Для випадку роду два доведена така теорема:
Теорема XI. [Бухштзбер, Енольський 1995] Нехай

л ./____ »

Y T (u , а )  =

Ф(и;а)
Ф ,(и;а)
Фа(иГа)

(Фгі(и; а) -  2рІ2(и)Ф(и; а)) ;

л  =



є вектор-функція. Тоді для будь яких векторів ч, v  6 Т] спра­
ведлива така теорема додав<іння

(И) «■■ + * « ! - ■  ХП.МХІ»)" '
де нижні індекси у Ф означають похідну по відповідній ко­

ординаті, Х(и)Г = (рИ(и ),р ,з (и )1ри (и ),1 )> 4 х 4-матриця
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А =
О А

, а 2 х 2-мат.риця А наведена у (53).
- А  О
Справедливість такого анзацу приводить до тверджен­

ня, що узагалы.юе рівняння Ламе на випадок роду два
Теорема XII. [Бухштабер, Єнольський 1995] Нехай

Q
~  Ри(а )^и + + Pa2i(e ) ^ “ >

S д
= 2(s>12(or)£2i — IP22(0f)-̂ 'ii

Q ^
= Ptt(a)L?2 + + Pxn(a )'o^~

та L-j являються операторами Ламе ~2y>,j(u) »,І =

1,2. Тоді справедливі такі співвідношення

£,Ф (и ;а) =  |р1) ( а ) - р 22(о )р „ (а )  + ^ | ф ( и ;о ) ,

£2Ф (и;а) = -  |ри (а )+  y j  р22(аг)Ф(и;а), 

£ 3Ф (и ;«) = -|г.|ї (а)Ф (и;о),

Таким чином, на відміну до стандартного рівняння Ла­

ме, його двовимірне узагальнення містить спектральний па- 
раметер у диференціальному операторі. Але обмежуючи зміну 
спектрального параметра на деякі підмножини в абелевого то­

ру можна отримати розв’язок спектральної задачі дли дво­

вимірного рівняння Ламе. .
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Багатовимірна спектральна проблема для блохівських 

функцій розглядалась Новіковим, Крічевером та Дубровіним 

в середині семидесятих років. Зокрема розглядалась багато­
вимірна спектральна задача для рівняння Шредінгера з по­
тенціалом і зовнішнім магнітним полем; там була побудований 

блохівський розв’язок для одного рівня енергії, який являєть­
ся координатою Ріманової поверхні. Далі Веселовим та Нові 
новим у 1984 р. та була розв’язана чисто потенціальна про­

блема (тобто без зовнішнього поля ) для фіксованого енерге­
тичного рівня для гіпереліптичних кривих спеціалього типу 
тобто кривих, що припускають інволюцію з двома нерухоми 
ми точками і утворюють таким чином многовид Пріма. Новіков 
поставив питання про існування багатовимірних потенціалів, 

для яких блохівський многовид являється алгебраїчним мно- 

говидом певної вимірності. Ми наводимо в роботі змістовний 
приклад нетрівіального блохівського многовида.

Теорема Х Ш  [Бухштабер, Енольський 1995] Абелівсь- 

ка блохівська функція роду два

з операторами LtJ ассоційованими з.тором Т.2 та довільними

(55) #(u ;a) = g fcjfi (CT(a)u + KT u) <г(а)ст(и)

та спектральна функція А(а)

(56)

A.
A(a) =  A|,(P|l(a) +  — ) Л22ра2(а)

- Л.» , , ( * ( “ ) » ) 
1в(Л„Л.д -Л ’ а) 1 I |T o j

дають розв’язок спектральної задачі

E, A,J + * (u;“ ) = A(e)*(«; a)



стелила та Блохівсьм многовидом, що визначається як 

М  — {(о)|Л22 =  Л,|Р12(а) +  Л|2рм (а )} С Tt .

Тут К (а ) є матриця Бійкера, що описує поверхню Куммера, 

-А 0 ІД, 2 р „ (о )  - 2 р „ ( а )
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* ( « )  =

2
5ЛІ - ( * » +  4Рі|(“ )) jAj +  2р)2(а ) 2ри (о) 

2рп(а ) 2^3 +  2p,j - (А 4 +  4ри (а )) 2

-P is (a ) 2ри (а) 2 О

1Г =  (Л|2, Лц, 0, и) є вектор, к обраховується за формулою

кТ =  2(Л,,Л22 -  Аг +  P » » ( ° )^ u ) ( -Л 12>Лп ).

Точка (р и (а), р22(а)) належить алгебраїчній кривій 

detK  ^>22(а), ^  -  ^ P 22(“ ) .P u (“ ) j =  0.

яка є гіпереліптична крива роду два.

В останньому розділі Глави 3 ми повертаємось до теорії 
дедукції і розглядаємо спеціальний випадок кривоі, що допус­

кав автоморфізм другого порядку.

Теорема X IV . [Бухштабер, Енольський 1995] Нехай

/ і ( и) = №  -  &)«» («+;*+) с”

/ » ( « )  =  Ьі ~ ъ ) Лп ( « + ;* + )dn

(57) / , (и )  =  (/3, -  /J2)»n (u+;fc+) sn (u_;fc_).

де sns (t*± ; k± ) =  (1 -  /і± )/( 1 — a**) and cn* (u± ; k±) =  1 — 

snJ (u±,k± ), dn5 (и*;А:± ) =  1 — k^sn* (u±;fc± ). Тоді спектральна

задача

■ И 5 - И 5 - Ч ™



(58) =  A(a)4'(w; a),

що ассоційована з кривою

(59) уг =  4z(z -  /?,)(г -  /?,)(г -  7,)(г  -  7,), 

де /3,^2 =  7,7г та потенціал U(w), 140 мае вигляд
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(60) U('N) ■■
/ ,(w )(B  - C )  +  / , (w )( -Л  +  C) +  C (B  -  .4)

/ i(w ) -  /a(w ) +  B - A  

A =  Pi + th’ В ~  7i + 7г» С e стала, розв’язується на блохів 
ському многвиді М , що дається рівнянням

/ » ( “ К~2|»* +  С Я ) +  /3(а)(2рг -  С  А) +  /3(а)С (А  -  В) =  0.

Тут спектральна функція

А(в) =  —А -  D +  CS(a)

вираховується згідно з теоремою XIII,

1
6 > )  =  2 ^ - С 2 + С(ри (а ) ) -1 )

х ((4р» +  (.4 + В)(1 -  р2іі +  АВ)(р2 -  С( 1 - 'Р я .(а )))

(61) +  <7(С(1 -  Р„ ( а ))2 -  2p2(A + В))) .

В четвертій  главі, що називається Застосування те­

орії редукції, ми застосовуєм розвинену теорію для побудови 
еліптичних розв’язків для ряду цілком інтегровних динамічних 

систем.
Задача Ковалевської. Перший приклад становить зада­

ча Ковалевської про обертання твердого тіла навколо неру 
хомої точки у гравітаційному полі. Ассоційована алгебраїчна 

крива є відома крива Ковалевської

(62) =, 2 ( 2 _  Н) ї  -  ^ (z -  H f  -  ~ "  IP 7 M )*-
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де Н ,к ,ртМ  -  інтеграли руху. Після відкриття Ковалевсь- 
кою в 1892 році нового інтегровного випадку руху твердого 
тіла з закріпленою точкою з ’явилось чимало робіт, в яких до­

сліджувались спеціальні випадки руху гіроскопа Ковалевської, 
що описуються еліптичними функціями. Але в усіх цих випад­

ках зведення до еліптичних функцій здіснювалось за рахунок 
виродження кривої Ковалевської. Ми даємо перший випадок 
еліптичних розв’язків задачі Ковалевської, для яких крива за­

лишається невиродженою. Виявляється, що параметри кривої 
>̂І> *
; (62) можна фіксувати таким чином, що крива стає еквівалент­

ною кривій, що ассоційована з двозоннним потенціалом Ламе. 
Детальніше

Теорема X V . [Енольський 1984) Припустимо, що при 
к > 0, справедлива така нерівність k +  Я  > (рА/)2 т а

Тоді рух гіроскопу Ковалевської е діспий, періодичний та опи­

сується еліптичними функціями таким чином

22 Н =  5(7 y/k + 4V T+33,

рГМ = ( ? Я - ^ ) ( 1 Я .  +  ^ Я  +  і ) ,

<63) +  "  { Е  р, ± . Чі +  Е  р] - 10 £  p.pj ) .2 (>=1 > ,=  ! 1 l< < j< 3  ч
де. s і 2 -  змінні Ковалевської, pJ — p(it/\[І +  ut =  ш,

+  и1, ш3 =  ш', p(w,) =  е0 t =  1,2,3 та

і (н Щ  і ГТ
Є|'2 2 [і5  6 j  ±  3N 2 ’

Vk Н 
‘ 5 ~  Т ~  15'
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Еліптичні розв’язки системи Енона-Еліса. В цьму пара 

графі ми демонструємо інший метод який дозволяє отримати 
еліптичні траєкторії скінченновимірної інтегровної динамиіч- 
ної системи, зокрема системи Енона-Еліса, в інтегровних ви­
падках. Тобто ми розглядаємо систему двох часток, що вза­
ємодіють з кубічним потенціалом,

(64) Н =  + -я| + Aq] + О ф , +  А ,чf +  A2g:j,

де А, В, Ах, Л2 -  сталі. Система Енона-Еліса являється відомим 
прикладом системи з хаотичною поведінкою, але при деяких 
спеціальних значеннях сталих вона стає цілком інтеї ровною 

системою. Відомі три інтегровні випадки цієї системи: і. А/В =

1, А { — -42, А і -  довільна стала; іі' А/В =  6, -4і,Л2 -  довільні 
сталі та ііі. Л /В  =  10, .4, = Л2. А і - довільна стала.

Метод базується на зв'язках стаціонарних потоків ціл 

ком інтегровних рівняннь у частинних похідних з деякими на 

туральними цілком інтегровними динамічними системами. Зо 
крема Форді знайшов в 1991, що стаціонарні потоки п'ятоко по 

рядку рівнянь Савади-Котери, Каупа-Купершміта та рівняння 
Кортевега -  де Вріза ізоморфні інтегровним випадкам системи 
Енона Еліса. Більше того, така відповідність між стацюнарни 

ми потоками цілком інтегровних дифе енціальних рівняннь та 
натуральними динамічними системи поширюється на інші сит 

стеми. Так, стаціонарні потоки рівняння Хіроти-Сатсуми вия 
вились зв’язаними з інтегровними випадками 1 : 6 : 1 та 1 : 6 : 8 
потенціалу четвертого ступеня (див. роботу [Бакер, Енольсь- 

кий, Форді, 1995]).
Теорема X V I. [Ілбек,Енольський, 1994,1995) Елліптпч 

ні траєкторії інтегровного випадку іі системи Енини-Еліса



описуються еліптичними потенціалами та поліномами Ламе 
рівняння Шредінгера. Інтегровні випадки і та пі описують­

ся еліптичним потенціалом, що ассоціюється з поліномами 
Ламе рівняння /.льфина з п =  5.

Ультразвукові Давидівські солітони та система Енона- 

Еліса. В цьому параграфі ми розглядаємо взаємодію надлишко­
вого електрона, або ексітона, в ангармонічній фононній гратці. 
Відповідна система рівняннь має вигляд

(65) ih— ——  + Л 2— Ф(ї,<) +  2 х /> (* .0 * 0 м ) = 0
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dft
p(x,t) ~ uia~l

о,Ці 02 
(66) + — ~ 21і х £ і  |*(*,<)і*.

де Ф (і, <) є хвильова функція електрона, р(х, t) -  координата 

фононного зміщення, J, І ,а ,х  - фізичні сталі, що описуть пара­
метри гратки та електрон-фононну взаємодію.

Гівняння (65,66) узагальнюють на випадок ангармоніч­

ної гратки аналогічні рівняння, які в гармонічному наближенні 
були виведені незалежно Косевічем у 1974, Давидовим та Ки- 
слухою у 1976 та Петриною та дисертантом у 1976. (Виведен­
ня рівняння у випадку гармонічнлї гратки на захист не вису­

вається) Рівняння (65,66) не являються цілком інтегровними, 
але для анзацу типу простих хвиль, тобто, для розв’язків, що 
мають вигляд

ф(ї,<) =  * (х  -  vt), p (x,t) -= р(х -  «<).

де V є швидкість хвилі, вони являють собою систему Енона- 

Еліса (64). Справедливе таке твердження:
ТеЬрема X V II. [Гайдідей, Хрістіансен.Ілбек.Енольський 

1992 } Сукупність розв'язків вигляду простих хвиль (65,66)



містить еліптичні як і еквівалентні до еліптичних траєк­

торій інтегровного випадку іі системи Енона-Еліса .

Про періодичний розв'язок зв'язаних нелінійних рівнянь 
Шредіигера. Розглянемо систему зв’язаних нелінійних рівнянь 
Шредіигера

+ + вВ + (И|г + 7|в|2)л = 0>

(67) + ^ + ^ + а я і г+7Міг)в = ° ,

де А та О комплексні функції та а, у -  сталі. Ці рівняння явля­
ються важливими для ряду застосувань, наприклад, у воло­

конній оптиці.
Рівняння (67) не е цілком інтегровні, але після замін 

змінних, А =  (а +  іЬ)/\/2 В  =  (о — ib)/y/2 г = (7 +  1)2/2, 
t =  S P T lT  та звуження на розв’язки вигляду

_ a(z,t) =  q^(t)exp{i(lz), b(z,t) =  q3(t)erp(iS2z)

вони зводяться при певних значеннях сталих до інтегровного 
випадку “1:2:1” потенціалу четвертого порядку.

+ («J +  фЧі =  (Я -  П,)*і,

(68) +  (Яf +  Ч$)Ь *= (0  +  Ц))їг>

де П -  довільна стала та П0 = 2<т/о. Відомо, що інтегровний 

випадок “1:2:1" потенціалу четвертого порядку еквівалентний 
двозонному розв’язку рівняння КдВ, і, таким чином, розвине­
ний раніше метод може бути застосований для того, щоб знайти 

еліптичні розв’язки системи.
Розглянемо потенціал

(«, — еп)(е, — с.()
(69) • U<(t) = 6р ( !  + W,) +  2 1 / -• --------

р(-с +  w,) -  е,
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і побудуємо розв’язок в термінах поліномів Ламе, що ассоційо- 
вані з власними значеннями г , ,^ ,  г, > г3

г, -  е2 +  2е, +  2>/(е, — ej)(7e, +  2е2),

(70) г2 = е3 +  2е, +  2^(е, -  е3)(7е, +  2е3).

Справедливе таке твердження

Теорема X V III. [Енольський 1994] Скінчений та дійс­

ний розв’язок ql,qi , що відповідає потенціалу (60), *< є вигляд

Чі(х ) = іС ^р(х +  иіг) -  е3 + иі3) -  е,

1 є, -  в2 +  у/(е, -  ег)(7е, +  2ІТ)\ 
ЗУЫ х +<^5) -  е, )  '

q./r) =  Cyjp(x +  ic’j )  -  е2 (у /М *  +  Vs) -  е,

t еі ~ +  >/(ei ~ g»)(7t| +  2e3)\
3y/(p(r +  U.'j) -  e, j  '

7V»n w3 e чисто уявний напівперіод, 0 <  і' < 2ш з дійсним
періодом 2ш, та

(71) С* =  — —  > 0 .
. *1 ~  г2

Параметри П mn f20 зв г.іани з Вейерйітрассівськими параме­

трами е,- рівняннями

(72) 2іі =  —5(г, +  *2), 2Ц  =  г, -  г2

з г ,,г 2 даними у (70). Виключаючи е,- з qtix рівняннь ми отри­

муємо формулу для амплітуди (71) і таке дисперсійне рівнян­

ня*

СгП0 =  9, 0 < *2 <  1,
П fc* -  2 -  2 -  2 v4 -  3fc2 

5П0 ~ fc2 + 2v/i"-'  n/4 -  fc1 -  2>/4 -  3tJ ’
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ОСНОВНІ ПОЛОЖЕННЯ, ЯКІ ВИНЕСЕНО НА 
ЗАХИСТ

• Знайдені необхідні і достатні умови при яких скінченно 
зонні ров’язки рівнянь математичної фізики, що виража­

ються через абелівські функції алгебраїчної кривої, зво­
дяться до еліптичних функцій,

• Побудовані ефективні алгоритми для здіснення такої ре­
дукції та для опису ассоційованих спектральних харак­
теристик .— рівняння алгебраїчної кривої, явні формули 

для накриття над тором, обчислення власних функцій від­
повідної лінійної проблеми та потенціалів, що редукуються 
до еліптичних функцій.

® Побудоване багатовимірне узагальнення точно розв'язу 
ванчх одновимірних випадків рівняння Шредінгера. Знай 
дені функції Блоха в термінах <7-функцій Клейна та обчи 

слений спектр.

• Дано застосування розвиненого методу редукції до еліп­

тичних функцій для задач фізики ■’“» механіки. Зокрема 
П|юаналізовані задача Ковалевської про обертання твер 
дого тіла у гравітаційному полі навколо нерухомої точки, 

досліджені інтегровні випадки системи Енона-Еліса, іюз- 
глянута задача про динаміку ультразвукових давидівсь 
ких солітонів, досліджена задача про еліптичні солітони 

у системі зв’язаних оптичних хвильово дів, вивчені інте­
гровні випадки потенціалу четвертого ступеня. В усіх цих



задачах знайдені нові еліптичні розв’язки на основі ро­
звиненого методу редукції.
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