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Загальна характеристика роботи

Актуальність теми

Останнім часом, у зв’язку з бурхливим розвитком алгебраїчної геометрії та її засто­
сувань, увагу широкого кола математиків привернули проблеми вивчення автомор- 
фізмів алгебраїчних многовидів. Зокрема, інтерес викликають автоморфізмі! одного 
з найпростіших многовидів —  афінного простору. Питання вивчення автоморфізмів 
таких просторів виявилось зовсім не простим і призвело до розвитку цілої галузі ал­
гебраїчної геометрії.

Група автоморфізмів А " —  афінного простору вимірності п над деяким полем ік 
має назву афінної групи Кремони (на відміну від групи всіх раціональних автоморфіз­
мів, що називається просто групою Кремони) Позначимо цю групу Сг„. Оскільки для 
афінних многовидів не істотно, чи вести мову про сам многовид, чи про його кільце ре­
гулярних функцій, група Кремони є також групою автоморфізмів кільця многочленів 
від я змінних.

Відомо, що група автоморфізмів афінного многовнду є алгебраїчною, тобто мас 
структуру алгебраїчного многовнду1, сумісну з груповими діями. Проблеми, що ви­
никають при дослідженні групи Кремони багато в чому пояснюються тим, що вона 
є нескіпчеішовнміриою. Запровадження структури алгебраїчної груші дає змогу го­
ворити про алгебраїчні підгрупи груші Кремони. ІЗ ній можна виділити дві важливі 
підгрупи: групу лінійних перетворень G L „ ( k )  та групу трикутних перетворень J n, 
або, як її називають, групу Ж онк’єра. Це дві основні складові частини груші Кре­
мони.

Дана робота присвячена вивченню будови основних нелінійних підгруп групи Кре­
мони над полем характеристики нуль та дослідженню властивостей окремих автомор­
фізмів (циклічних підгруп) із цієї групи. Задачу дослідження групової будови групи 
Кремони було сформульовано в оглядовій статті В. Попова2. Ця тема цікава ще тим, 
що для її вивчення доводиться залучати різноманітні методи з алгебри, алгебраїчної 
геометрії, топології та інших галузей математики.

М ета роботи

Дослідити нормальну будову основних підгруп групи Кремони над полем характери­
стики нуль, характеризувати їх, описати решітки підгруп груп унігрикутних пере­
творень та групи Ж онк’єра; вивчити дію цих груп на кільці многочленів від багатьох 
змінних.

11. R. Sliafarevich, On some infinitedimentional groups, Rend, di M ath., 25(1966), 208- 212.
В. Л. П опов , Группы автоморфизмов алгебр многочленов, в сборнике “Вопросы алгебры” , вы­

пуск 4, Минск, Университетское, 1989, 4-16.
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М етоди досліджень

Використовуються методи георії нескімчениоішміріпіх алгебраїчних груп та теорії 
решіток.

Наукова новизна

Основні результати дисертаційної роботи є новими. Досліджуються дії груп трикут­
них автоморфізмів афінного простору на кільці многочленів від багатьох змінних, опи­
сано решітки підмодулів кільця многочленів щодо дії групових кілець груп трикутних 
автоморфізмів Знайдено критерії нормальності для підгруп груп трикутних авто­
морфізмів, описано будову нормальних та характеристичних підгруп в звичайному і 
топологічному контексті та решітки таких підгруп. Вивчаються класи автоморфізмів, 
що спряжені до лінійних і знайдено ознаки лінеаризовності автоморфізмів (трику тних 
та не трикутних) афінного простору.

Теоретичне і прикладне значення

Отримані результати мають теоретичний характер. Вони можуть бути використані 
при дослідженні нсгкінченпонішірних алгебраїчних груп.

Апробація роботи

Результати, отримані в дисертації, доповідались на наукових конференціях молодих 
вчених (Київ, КДУ 1992, 1993 pp.), на науковому семінарі кафедри алгебри та матема­
тичної логіки Київського університету імені Тараса Шевченка та на Всеукраїнській 
науковій конференції “Розробка та застосування математичних методів в науково- 
технічних дослідженнях” (Львів, 5 -7  жовтня 1995 p.).

Публікації

Основні результати дисертації опубліковані в роботах [1, 2, 3, 4].

С труктура і обсяг дисертації

Робота складається із вступу, чотирьох розділів і списку літератури із 31 наймену­
вання. Обсяг роботи 60 сторінок.

Автор висловлює щиру подяку своєму науковому керівникові, професору В 1 Су- 
щанському, а також професору А. ваи деи Есену (Католицький Університет Наймей- 
гена) за плідні співбесіди та постійну увагу до роботи.
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Зміст роботи
У  вступі обгрунтовано актуальність проблематики дисертації, наводиться короткий 
огляд робіт за темою дисертації, характеризується зміст роботи

Перший розділ дисертації носить допоміжний характер. В ньому вводяться основні 
поняття, що використовуються в роботі та досліджуються їх основні властивості. 
Зокрема, наводиться визначення групи Кремони, як групи автоморфізмів афінного 
простору та визначаються групи унітрикутних перетворень і Ж онк’сра.

У  параграфі 1.1 описуються дві відомі конструкції над частково впорядкованими 
множинами —  конструкції ординальних суми та добутку. В цьому ж параграфі буду- 
«ються дві основні цілком впорядковані множини і Q n. Вони складаються з цілочи- 
сельних векторів, упорядкованих зворотним лексикографічним порядком.

У  параграфі 1.2 вводиться поняття висоти многочлена та описано найпростіші 
властивості висоти многочлена. Висотою одночлена називається впорядкований набір 
степенів змінних, а висотою многочлена —  найбільша з висот його одночленів в ро­
зумінні впорядкованої множини Рь Висотою множини многочленів називається точна 
верхня межа в 1\ множини висот елементів.

У  параграфі 1.3 вводяться основні поняття, що стосуються елементів групи Жон- 
к’єра. Це висота та глибина таблиці. Висотою таблиці F  називається висота першої 
ненульової координати перетворення F  — /</, а глибиною кількість нульових ко­
ординат на початку цього перетворення. Висота та глибина множини таблиць визна­
чається як точна верхня межа в Q „  множини висот елементів. Якщо множина таблиць 
є підгрупою, то коефіцієнти при одночленах найбільшої висоти утворюють підгрупу 
адитивної групи поля, яка називається групою старших коефіцієнтів.

У  параграфі 1.4 описано топологію Зариського нескінченновнмірної алгебраїчної 
групи Кремони, а у параграфі 1.5 формалізовані поняття лінеаризовності та триангу- 
льовності елементів групи Кремони.

Розділ 2 присвячено описові будови підмодулів кільця многочленів при дії груп 
унітрикутних перетворень та групи Ж онк’єра на многочленах зсувами.

У  параграфі 2.1 описується будова підмодулів кільця многочленів щодо дії групи 
унітрикутних перетворень та решітка цих підмодулів.

Т еор ем а 2 .2 . Довільний U J ^ -п ідм одул ь в складаєт ься із усіх  многочленів ви­
сот и не більш е деяк ого  набору (п \ ,..  . ,«*,), причому, якщ о висот а многочлена дорів­
нює (п ії  ■ ■ ,Пк), то його старший коефіцієнт  леж ить о деякій підгрупі адит ивної 
групи поля к.

Т еорем а 2 .3 . Реш іт ка U Л ~ п ідм одул ів  в кільці к[Хь\ ізоморфна ф  L ^ \  де  —
ЛЄРі

примірник реш іт ки підгруп адит ивної групи поля к.
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Параграф 2.2 описує модулі відносно дії групи Ж онк’єра та їх решітку.

Теорем а 2 .4 . Нехай k — алгебраїчно замкнене поле характ ерист ики нуль. Б удь- 
який нетривіальний підмодуль в к[Л\.] складаєт ься я усіх  многочленів висот и  
м енш ої за деяке h — (n l t . . . ,  щ ,). '

Н аслідок 2 .4 .1 . Реит пка Л ~ п ідм одул ів  а кільці к[Л*) ізоморфна І\

Розділ 3 присвячено підгруповій будові групи унітрикутних перетворень афінного 
простору над полем к. Параграф 3.1 дає характеризацію нормальних дільників цієї 
групи в контекстах алгебраїчних та абстрактних груп і описує решітки відповідних 
підгруп.

Т еор ем а 3 .2 . П ідгрупа Н  <  U J „  буде нормальною (в  абст ракт ному розум інні) т оді 
і тільки т оді, коли вона міст ит ь всі таблиці U  6  U J n, висот и не більше h (H ),  
причому, якщо висот а h (U ) =  h (H ), т о старший коефіцієнт  таблиці IJ леж ит ь в 
деякій підгрупі А  адит ивної групи поля к.

Т еорем а 3 .3 . Р еш іт ка нормальних дільників (в абст ракт ному розум інні) групи U J n 
ізоморфна реш іт ці ф  L ^ \  де L {** —  примірник реш іт ки підгруп адит ивної групи

поли Ik.

Т еор ем а 3 .5 . Підгрупа II буде замкненою нормальною підгрупою  U J n т оді і тільки 
т оді, коли вона міст ит ь всі таблиці із U J n висот и менше деякого  h Є Q „.

Н аслідок 3 .5 .1 . Р еш іт ка замкнених нормальних дільників групи U J „ ізоморфна Q ’n .

У  параграфі 3.2 описуються характеристичні підгрупи групи унітрикутних пе­
ретворень. Перша теорема встановлює, що висота таблиць не змінюється при дії 
довільного автоморфізму групи унітрикутних перетворень, а наступні дві теореми 
дають характеризацію цілком інваріантних підгруп групи унітрикутних перетворень 
та описують решітку цих підгруп.

Т еор ем а 3 .6 . Висот а таблиць із U J n є інваріантом відносно д ії групи її  авт ом ор­
фізмів k\.\iUJn.

Теорем а 3 .8 . Підгрупа Н  <  U J n буде характ ерист ичною т оді і тільки т оді, коли 
вона містить всі таблиці із U J n висот и ст рого м енш ої деяк ого  h Є Q n.

Н аслідок 3 .8 .1 . Реш іт ка характ ерист ичних підгруп групи U J „  ізоморфна реш іт ці

Цікавий ще однм наслідок з попередніх теорем. Виявляється множина характери­
стичних підгруп V 3 „  збігається із множиною її замкнених нормальних дільників.
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Н аслідок 3 .8 .2 . Характ ерист ичними підгрупами групи V J n і: замкнені нормальні 
дільники і тільки вони.

В наступному розділі 3.3 описується нормальна будова групи Ж онк’єра. Виявля­
ється, що кожна нормальна підгрупа в групі Ж онк’єра має структуру напівпрямого 
добутку деяких простіших підгруп.

Т еор ем а 3 .1 0 . Кож на нормальна підгрупа I I  в J n с пат е прямим добутком G  \  І 
характ ерист ичної підгрупи G  групи унітрикут них перет ворень та деяк ої підгрупи 
Т  ст андарт ного алгебраїчного тора вимірност і п — d (G ).

Н аслідок 3 .1 0 .1 . Кож на замкнена нормальна підгрупа Н  в J „  с напівпрямим д о ­
бут ком G  X X  характ ерист ичної підгрупи G  групи унітрикутних перет ворень та 
д ея к о ї зам кненої підгрупи Т  ст андарт ного алгебраїчного тора вимірност і п -  d(G ).

Наступна теорема характеризує нормальні дільники.

Т еор ем а 3 .1 1 . П ідгрупа II <  J „  буде нормальною т оді і тільки тоді, коли вона 
міст ит ь таблиці вигляду

( х і , . . . , Xk, Sk%k+ 1 ®fc+i(Aif) , . . . ,  snx n -f- dn(A „„]))

висот и м енш ої деякого h Є Q „ , де  набори (sm+i, • ■ ■, s„) коефіцієнтів при ,т, лежать 
в деякій підгрупі Т  ст андарт ного алгебраїчного тора вимірност і п — d(G ).

Т еор ем а 3 .1 2 . Підгрупа II <  J n буде замкненим нормальним дільником тоді і т іль­
ки т оді, коли вона містить таблиці вигляду

(х х ,.. .  , х к, skx k+t +  ak+l( X k) , . . .  , s nx „  +  а„(Л '„_і))

висот и м ен ш ої деякого h Є Q „ , де набори (sn+ i , . . . ,  s„) коефіцієнт ів при .т, леж ать в 
деякій замкненій підгрупі Т  ст андарт ного алгебраїчного тора вимірності п — d(G ).

Описано решітки нормальних підгруп групи Ж онк’єра та решітку замкнених нор­
мальних підгруп.

Т еор ем а 3 .1 3 . Реш іт ка нормальних підгруп групи Ж о н к ’сра ізоморфна решітці С „ .

В попередній теоремі решітка С „  є підрешіткою декартового добутку L„ =  Q „  х 
іт „ і  Де /-т, —  решітка підгруп алгебраїчного тора вимірності к.

Т еор ем а 3 .1 4 . Реш іт ка замкнених нормальних дільників групи Ж о н к ’сра ізоморфна 
реш іт ці С п.
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Решітка £ „  конструюється аналогічно £ „  із решіток Q n та решіток замкнених 
підгруп алгебраїчних горів.

Питання про характеристичні підгрупи не становить інтересу, оскільки, як довели 
Ю . Боднарчук та О. Пилявська3, всі автоморфізмі! групи Ж онк’єра внутрішні, а тому 
нормальні підгрупи будуть одночасно і характеристичними.

В останньому розділі 4 викладені результати, що з'явилися внаслідок досліджен­
ня гіпотез якобіана та гіпотез про лінеаризацію автоморфізмів афінного простору. 
Відомо, що гіпотезу якобіана досить довести для “однорідних” автоморфізмів степеня 
3. Г. Менстерс4 висловив гіпотезу, що таке твердження є правильним для майже всіх 
перетворень.

Гіпотеза (Г . М ей с тер с ). Нехай F  =  X  +  Н кубічний однорідний поліноміальний 
автоморфізм якобіан як ого  J Н мас визначник  1. Тоді обернене до поліноміального  
відображ ення s F  існує для майже всіх  s £  k ' (крім скінченного набору коренів з 
одиниці).

Ця гіпотеза виявилась неправильною, але питання залишилось цікавим при пере­
ході до різних підкласів поліноміальннх автоморфізмів.

У  параграфі 4.1 доводиться певне послаблення гіпотези Г. Мейстерса, точніше, 
що для трикутних перетворень скінченного порядку гіпотеза Г. Мейстерса завжди є 
правильною.

Т еорем а 4 .1 . Нехай k — деяке поле та F  Є J n —  трикутне відображ ення вигляду

F  =  (s ,x , +  ab s2i 2 +  а2( і і ) , . .  ■ ,s „ i „  +  а„(А"„_,)).

Тоді, якщо F m =  Id для деяк ого  т  Є N і характеристика поля Ik не ділить т , то 
існує трикутний автоморфізм ір Є J n такий, щ о ip-1Fip Є A ffn(k ).

Доводиться також посилена гіпотеза Г. Мейстерса для трикутних перетворень.

Теорем а 4 .2 . Нехай k деяке поле та F  Є U J n — трикутне відображ ення ви­
гляду

F  =  (:і'і -f оі, Х2 +  а г (х і ) , . . . ,  х „  +  а„(А'„_і)).

3 Ю. Боднарчук, О. П илявська , Про автоморфізмі! афінних груп Ж онк’єра і Кремони, тези доповіді 
па Всеукраїнській науковій конференції “Розробка та застосування математичних методів в науково- 
технічних дослідженнях” (Львів 5 -7  жовтня 1995 p.), частина 1, с. 16.

1G M eisters, Dilated poiyomorphisms comjugate to Dilations, Proceedings of the conference “Invert* 
ible Polynomial maps” , Curasao, July 4-8 , 1994.
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Для майже всіх Л Є У’„ (Ik) існує трикутне, відображ еній! <р Є Сг„ таке, іцп f  W' , г  
A ff„ (k ) . Точніше, якщо

/  .5 , 0  ■ 0  \

021 S t  ■ ■ ■ О
.1= ;

\п„і а„2 ••• * , , /

то для всіх матриць таких, що в|‘ • • ■ s '" ф 1 для деяк ої скінченної множини вектори, 
( г„  ) є X ", що залеж ать від F , існує відображ ення  Є J „  вигляду

<р — (х\ 4- а \ ,х 2 +  о2 (•»'і )..........г„ +  (А’„ „ t))

таке, що  

ifi 1AF ip =  (s|Tt +  +  Ci(X i),

■ , s„_i.rn_i +  („_і(Л „_г). s „ x „  +  f „ (A „ _ t)).

де Ci(Xi) лінійні многочлену.

У  параграфі 4.2 доводиться певне посилення гіпотези Г. Меіістерса для сильно 
ншмютсн тшіх відображень за доводи ться, що для сильно цільнотеп тшіх відображені, 
скінченпото порядку гіпотеза Г. Меіістерс а виконується завжди.

Т еор ем а 4 .6 . Нехай Ik поле і F  Є Сг„ поліноміальне відображ ення вигляді/ І
X  +  Н  з сильно ш льпот ент ною матрицею  .1 Н . Тоді для всіх  .1 € 0 ( F )  П '/„("<)
таких, що sj1 • ■ • s)" ф 1 для деяк ого скінченного набору вект орів ( i t___ ,*„) Ч
існує лінійно т риангульовне перет ворення  Є Сг„ таке, що AFip  Є A ff„ (k ) .

Т еор ем а 4 .8 . Нехай Ik —  поле і F  Є Сг„ поліноміальне відображ ення вигляди F  — 
X  +  И з сильно нільпот ент ною матрицею  J / / .  Тоді, якиїо ( s F )m =  І для деякого 
■s €  Ik* і пі Є N таке, що характеристика поля Ik не ділить пі. то існує пні(пю  
т риангульовний автоморфізм  </> Є Сг„ такий, що tp~,.sFip Є A ffn(k ).

Попередні теореми мають ще одне застосування. У параграфі 4.3 наводиться ком і р 
приклад до гіпотези лінеаризації та проблеми нерухомих точок над нолем простої 
характеристики.
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В диссертации исследуются действия груп треугольных автоморфизмов афішного 
пространства на кольце многочленов от многих переменных, описаны решётки подмо­
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of affine space. Manuscript. Thesis of dissertation for obtaining of the degree of candidate 
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Kiev national university, Kyiv, 1995

There are investigated the actions of triangular automorphism groups on the polyno­
mial ring of multiple variables, described the lattices of group ring modules for groups of 
triangular automorphisms of affine space. The criterions for the subgroup of the groups 
of triangular automorphisms to be invariant and fully invariant are found, there are de­
scribed the structure of such subgroups in abstract and topological settings and their 
lattices. Classes of automorphisms conjugated to linear automorphisms are studied and 
several conditions of linearizability of triangular and non-triangular automorphisms are 
stated.
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