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О Б Ш А Я  ХАРАК ТЕРИСТИКА РА БОТЫ

Актуальность темы. Важным направлением теории нелиней­

ных дифференциальных уравнений с частными производными явля­

ется исследование краевых задач для конкретных систем уравнений. 

Классическими примерами таких систем являются уравнения Навье- 

Стокса и Навье-Стокса-Максвелла. В них присутствуют основные 

“неприятности” , которые возникают при исследовании краевых за­

дач для систем квазилинейных уравнений. Эти системы не при­

надлежат к типу Коши-Ковалевской; дифференциальные операторы, 

образующие их главные части, не удовлетворяют условиям равно­

мерной эллиптичности (они эллиптичны по Дуглису-Ниренбергу); 

уравнения содержат неограниченные нелинейности. Наконец, линей­

ные операторы, отвечающие линеаризованным системам, вообще го­

воря, несамосопряженные, что не позволяет применять вариацион­

ные методы при исследовании вопросов бифуркации решений. С 

другой стороны, геометрические свойства нелинейности, этих си­

стем позволяют в достаточно общей ситуации получать основные 

априорные оценки решений. Такая комбинация свойств систем по­

зволяет разрабатывать для них эффективные методы исследования 

вопросов существования, единственности, устойчивости и регуляр­

ности решений. Теория начально-краевых задач для системы Навье- 

Стокса разработана достаточно удовлетворительно. Этого нель­

зя сказать о системе Навье-Стокса-Максвелла с точки зрения со­

держащихся в ней возможностей.

Исследования проблемы существования решений первой кра­

евой задачи для системы уравнений Навье-Стокса-Максвелла ве­

лись, в основном, в направлении прямого обобщения результатов по­

лученных для системы Навье-Стокса, которые подытожены в книге

О.А.Ладыженской “Математические вопросы динамики вязкой нес­

жимаемой жидкости” ,- М.: Наука, 1971.- 204 с. Специфика системы 

Навье-Стокса-Максвелла при этом не учитывалась. Свойства ре­

шений системы Навье-Стокса-Максвелла первоначально были заме­

чены в численных расчетах. Отмечалось, что влияние нелинейных 

слагаемых на поведение решения может быть существенно умень­

шено при больших значениях числового параметра Хартмана. В 

1968 году на VI Всесоюзном Рижском совещании по магнитной ги­

дродинамике была сформулирована, как одна из наиболее приори­

тетных, проблема исследования пределов применимости линеари­

зации Стокса для системы Навье-Стокса-Максвелла при конечных

з
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значениях параметра Рейнольдса и достаточно больших значениях 

параметра Хартмана. К сожалению, эта проблема в све время не 

привлекла внимания широкого круга специалистов по дифференци­

альным уравнениям.

Вопрос о пределах применимости линеаризации Стокса упи­

рается в получение предельных, в смысле зависимости от параме­

тров Рейнольдса и Хартмана, априорных оценок решений первой 

краевой задачи для системы Навье-Стокса-Максвелла. Поэтому 

проблема линеаризации Стокса тесно связана с вопросами существо­

вания, единственности и устойчивости решений.

В диссертации рассматривается первая краевая задача в бес­

конечно длинном цилиндре для стационарной системы Навье-Сток- 

са-Максвелла. Перпендикулярное сечение цилиндра - ограничен­

ная, замкнутая, неоднос.вязная область с гладкой границей. Краевые 

условия и правые части системы предполагаются не зависящими от 

переменной, изменяющейся вдоль оси цилиндра. Наибольший инте­

рес для исследования представляют два случая задачи: плоская за­

дача (векторные поля ортогональны оси цилиндра) и краевая задача 

в “трубе” (решение системы Навье-Стокса коллинеарно, а системы 

Максвелла ортогонально оси цилиндра).

Теоремы существования решения первой краевой задачи для 

стационарной системы Навье-Стокса-Максвелла получены в рабо­

тах В.А.Солонникова, Х.Э.Калиса, Э.Санчес-Паленсии, И.Ферсте. 

Они принципиально не отличаются от соответствующей теоремы 

для системы Навье-Стокса и друг от друга. Основное условие, при 

котором доказаны эти теоремы, заключается в возможности солено- 

идального продолжения внутрь области краевых значений решения. 

Это условие для системы Навье-Стокса ослабить не удается. Отказ 

от него не позволяет доказать нелокальную в смысле значений пара­

метра Рейнольдса теорему существования. Аналогичная ситуация 

имеет место и для теорем единственности решения.

Поведение решений первой краевой задачи для системы Навье- 

Стокса внутри области и вблизи ее границы исследовалось, в основ­

ном, с точки зрения их свойств гладкости. Зависимость локальных 

свойств решений от значений, входящих в уравнения числовых па­

раметров, не исследовалось.

Важное место в качественной теории краевых задач для си­

стемы Навье-Стокса занимают вопросы устойчивости и бифурка­

ции решений. Одним из следствий взаимодействия, входящих в эту 

систему векторных полей, является изменение в зависимости от ха­
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рактера их взаимодействия, устойчивости решения. Это приводит 

к вопросу о получении достаточных условий тривиальности ядра 

первой краевой задачи для линеаризованной в окрестности двумер­

ного решения стационарной системы Навье-Стокса-Максвелла.

Исследование вопросов бифуркации решений системы Навье- 

Стокса-Максвелла приводит к необходимости построения теории ве­

твления и бифуркации решений операторных уравнений, зависящих 

от двух и более числовых параметров. Непосредственное исследова­

ние задачи о точках бифуркации сопряжено с вычислением индекса 

решения в случае, когда 1 - собственное значение соответствующей 

линеаризованной задачи.

Наряду с линеаризацией Стокса для приближенного решения 

краевых задач для системы Навье-Стокса-Максвелла широко ис­

пользуется ее Во-редукция - первая итерация в процессе раздель­

ного решения уравнений Навье-Стокса и Максвелла. В частной бе­

седе с автором в 1975 году А.Б.Цинобер высказал мнение, что при 

достаточно больших значениях параметра Хартмана одновременно 

допустимы линеаризация Стокса и Во-редукция.

Уравнения, полученные в результате упрощения системы На- 

вье-Стокса-Максвелла, остаются сложными как для аналитического, 

так и для численного исследования. В ряде случаев топологическую 

структуру векторных линий решений системы Навье-Стокса-Макс­

велла можно предсказать используя простейшую качественную ин­

формацию о свойствах решения, например количество и типы осо­

бых точек векторных полей, определяемых краевой задачей. Эту 

информацию для некоторых классов решений можно получить не 

решая соответствующей краевой задачи. Вопросы топологии дву­

мерных решений краевых задач для системы Эйлера подробно рас­

смотрены в обзорной статье О.В.Трошкина “О топологическом ана­

лизе структуры гидродинамических течений” / /  УМН - 1988.- Т .43.- 

N 4.- С. 129-158. В диссертации рассмотрены некоторые подходы к 

определению числа изолированных особых точек векторных полей, 

входящих в решение первой краевой задачи для системы Навье- 

Стокса-Максвелла.

Стационарная краевая задача “в трубе” является классиче­

ской в теории уравнений Навье-Стокса. Методами теории диф- 

ференциальних уравнений в частных производных она исследована

О.А.Ладыженской. Известная теорема Ханта “A uniqueness theorem 

for magnetohydrodynamic duct flows” / /  Proc. Cambr. Phil. Soc. -1969.- N 

65.-P.319-322, утверждает, что стационарная двумерная краевая за-
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дача для системы Навье-Стокса-Максвелла “в трубе” имеет един­

ственное решение в классе двумерных решений.

Цель работы. Исследовать поведение решений первой краевой 

задачи для двумерной стационарной системы уравнений Навье-Сток­

са-Максвелла при неограниченном возрастании значений параме­

тра Хартмана. Разработать технику, позволяющую исследовать во­

просы устойчивости и бифуркации решений краевых задач с двумя 

числовыми параметрами.

Методы исследования. Метод энергетических априорных оце­

нок решений краевых задач для систем квазилинейных уравнений 

с частными производными; методы исследования регулярности ре­

шений нелинейных дифференциальных уравнений с частными произ­

водными; аналитические и топологические методы теории нелиней­

ных вполне непрерывных операторов.

Теоретическая и практическая ценность исследования, его на­

учная новизна. Все содержащиеся в диссертации результаты иссле­

дований оригинальны. Большинство из них не имеет аналогов в 

очерченой области исследований.

Получены мультипликативные неравенства для двух и трех­

мерных соленоидальных векторных полей, имеющих суммируемые с 

квадратом обобщенные по С.Л.Соболеву первые производные.

Разработана методика получения асимптотических по параме­

тру Хартмана априорных оценок решений первой краевой задачи 

для системы Навье-Стокса-Максвелла. Методика пригодна для ис­

следования двух и трехмерных краевых задач.

Исследовано глобальное и локальное поведение решений пер­

вой краевой задачи для системы уравнений Навье-Стокса-Максвел­

ла при фиксированных значениях параметра Рейнольдса и неограни­

ченно возрастающих значениях параметра Хартмана.

Получены нелокальные, в смысле значений числовых параме­

тров, достаточные условия существования и единственности реше­

ния первой краевой задачи для системы Навье-Стокса-Максвелла. 

Эти условия не имеют нелокальных аналогов в теории системы На- 

вье-Стокса.

Получены нелокальные условия тривиальности ядра, линеари­

зованной в окрестности некоторого плоского решения, трехмерной 

краевой задачи.

Получены неравенства, связывающие значения числовых пара­

метров системы, при выполнении которых гарантируется допусти­

мость Bo-редукции системы Навье-Стокса-Максвелла. Установлены
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априорные оценки норм погрешности приближенного решения. Вы­

ведены условия допустимости линеаризации Стокса первой краевой 

задачи для Bo-редуцированной двумерной системы Навье-Стокса- 

Максвелла. Получены априорные оценки норм абсолютной и отно­

сительной погрешности.

Выписаны значения входящих в оценки и неравенства различ­

ные постоянных. Это позволяет применять полученные неравенства 

в практических расчетах.

Исследованы нелокальные условия единственности двумерного 

однокомпонентного решения краевой задачи в бесконечно длинных 

“трубах” . Показано, что условие тривиальности ядра линеаризо­

ванной в окрестности однокомпонентного решения трехмерной кра­

евой задачи в бесконечно длинной “трубе” совпадает с условием 

единственности этого решения.

Исследовано локальное строение спектра линейного вполне не- 

преывного оператора, зависящего от двух вещественных числовых 

параметров. Изучено локальное строение спектра и множества точек 

бифуркации нелинейного, дифференцируемого по Фреше вполне не­

прерывных операторов, зависящего от двух вещественных числовых 

параметров.

В достаточно общей ситуации вычислен индекс плоского реше­

ния первой краевой задачи для системы Навье-Стокса-Максвелла.

Апробация работы. Основные результаты докладывались на 

Республиканских конференциях по нелинейным граничным задачам 

для дифференциальных уравнений в частных производных (Донецк, 

1983; 1991), 1,11,III,VI Крымских осенних математических школах по 

эволюционным и спектральным задачам, I и II Школах-симпозиумах 

по методам математического моделирования в научных исследова­

ниях (Донецк 1987; 1989), Международной конференции “Нелиней­

ные граничные задачи” (Крым, 1993), Международной конферен­

ции “Нелинейные дифференциальные уравнения” (Киев, 1995); X, 

XI, XII Всесоюзных Рижских совещаниях по магнитной гидродина­

мике (Рига, 1981, 1984, 1987). С  докладами по материалам дис­

сертации автор выступал на научных семинарах в Институте меха­

ники МГУ; Российском университете Дружбы народов, Институте 

механики НАН Украины; Институте прикладной математики и ме­

ханики НАН Украины, Институте физики АН Латвии, Институте 

механики сплошных сред РАН (Пермь), Рижском госуниверситете; 

Донецком госуниверситете, Симферопольском госуниверситете, Го­

мельском госуниверсистете, Гомельском политехническом институте
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и других организациях.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы 

в 18 статьях и 5 тезисах докладов. Принята к печати написанная по 

материалам диссертации монография “Mathematical problems of two- 

dimensional steady-state MHD-flows” , издательство: Wold Federation Pu­

blishers Company, INC, Tampa, Florida, USA, (выход в свет в 1997г.).

Объем и структура диссертации. Лиссертация состоит из вве­

дения, семи глав, списка цитированной литературы, включающего 

108 названий, и 3 рисунков. Общий объем работы 283 страницы.

О С Н О В Н О Е  СОД ЕРЖ А Н И Е РА БОТЫ .

Содержание диссертации. В диссертации рассматривается пе­

рвая краевая задача для стационарной системы Навье-Стокса-Макс­

велла. Система записана в бескоординатной форме и в безразмер­

ных величинах. Основные результаты получены для двумерных ре­

шений плоской краевой задачи, но многие из них, особенно это отно­

сится к седьмой главе, переносятся на трехмерный случай. В тексте 

автореферата громоздкие выражения для постоянных в формулиров­

ках теорем как правило не приводятся.

Первая глава - вводная. В первом параграфе формулируется 

начально-краевая задача и вводятся определения стоксова прибли­

жения и Bo-редукции системы Навье-Стокса-Максвелла. Рассмо­

трены простейшие свойства решений, следующие из условий ста­

ционарности и двумерности. Во втором параграфе построено точ­

ное решение неоднородной осесимметричной краевой задачи в кон­

центрическом круговом кольце. Предполагается ортогональность, 

входящих в задачу векторных полей. Эта задача содержит все чи­

словые параметры, входящие в систему Навье-Стокса-Максвелла, и 

играет роль модельной для дальнейших исследований. Для ее ре­

шения получены необходимые в дальнейшем для сравнения двусто­

ронние локальные и глобальные оценки, а также оценки погрешности 

Bo-редукции и приближения Стокса.

Во второй главе содержатся вспомогательные результаты, не­

обходимые для построения основных априорных оценок. В пер­

вом параграфе вводятся используемые в дальнейшем пространства 

функций и векторных полей и доказываются аналоги известных муль­

типликативных неравенств. Пусть D- замкнутая ограниченная об­

ласть на плоскости. Ее граница S состоит из конечного числа за­

мкнутых гладких контуров. В дальнейшем Lp(D)(Lp(D)) - простран­

ство функций (векторных полей), интегрируемых со степенью р в
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области D, W™(D), W ™ (D), соответственно, имеющих обобщенные 

по С .JI.Соболеву производные; || • ||р норма элемента из LP(D), при­

чем, если р =  2 то индекс р опускается. Гильбертовы пространства 

W ?{D), W£*(£>) обозначаются tf m(D)(Hm(D)). Пространство соле- 

ноидальных, обращающихся в нуль на S векторных полей, имеющих 

в D суммируемые с квадратом обобщенные по Соболеву частные 

производные первого порядка обозначается Н (D). Основные резуль­

таты параграфа содержатся в утверждениях:

Т е о р е м а  2.1. Пусть q > 2 и векторное поле u (u i,u2) Є 

Н (£>). Тогда имеют место неравенства

i!wi||, <  4|iWl||1- 3“ |iU2||“ ||V  х u ||2«, 2 <  9 <  6;

M l ,  <  2/?|H|2/*||V X ul!1-2/*, 6 < q  <oo

a =  1/2 — 1 /q, /3 =  m oi(4, ?/2).

Т е о р е м а  2.2. Пусть q > 2 и векторное поле u (u i,u 2,u3) Є 

H(D ). Тогда имеет место неравенство

IK II, < 4 ^ ^ /2(||ы2|| + ||«з||)" ||V х и||г-“ ,

a  = 1 ,2 5 (1 - 2 /q), 0 = ( 6 - q ) / 4 q .

Во втором параграфе главы рассматривается применяющая­

ся при получении априорных оценок решений первой краевой за­

дачи для систем Навье-Стокса и Навье-Стокса-Максвелла среза­

ющая функция Хопфа и оценки для нее. Пусть р(х) - расстояние 

от точки х Є D  до ближайшей компоненты S. “Срезающая” фун­

кция С(х) равна 1 при 0 < р(х) < 62 и нулю при р(х) >6 , а в полосе 

62 < р(х) < Ь определяется функцией

(1-<); , , (1-|)3

Пусть векторное поле U<j(S) Є С"(5);г/, т - соответственно, внешняя 

нормаль и единичный касательный вектор к S, х  — и х г. Предпола­

гается что поле Uq(S) удовлетворяет условиям

I  v U0(Si)dSi = 0 . (+)

s.
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В этом случае поле Uo продолжается во внутренность области D в 

виде а = V х [£(я)^о(я)х], где гро(х) - любая дважды дифференцируе­

мая в D  функция, удовлетворяющая краевым условиям:

На основе выбранной C(z) получены эффективные оценки для Lp- 

норм поля а и Ьг-нормы поля V х а. Входящие в эти оценки посто­

янные оценены через значения векторного поля Uo и геометрические 

характеристики области.

В третьей главе диссертации получены основные априорные 

оценки обобщенных решений двумерной первой краевой задачи для 

стационарной системы Навье-Стокса-Максвелла.

В первом параграфе подробно описан вывод эффективных гло­

бальных априорных оценок полуоднородной краевой задачи для ре­

дуцированной системы Навье-Стокса-Максвелла.

Пусть векторное поле В 0 = В,* + xb гармонично в D, причем 

векторное поле B j ^  0 компланарно плоскости D. Пусть В<* не об­

ращается в нуль в D U S и ограниченно сверху

(So - внешний контур S). Указанные требования называются усло­
вием (Н). В дальнейшем

Т е о р е м а  3.1. Пусть граница S Є С\. Краевое значение 

решения - векторное поле U 0(5) Є C%(S),i/ • U 0(5) =  0,0 < а  < 1; 

векторное поле В°удовлетворяет условию (Н). Тогда для решения U 

первой краевой задачи для редуцированной системы Навье-Стокса- 

Максвелла и его функции тока гр имеют место оценки:

Здесь R - параметр Рейнольдса, На - параметр Хартмана.

Как показывает сравнение с точным решением, полученным в 

первой главе, первые две оценки неулучшаемы в смысле зависимости 

от параметра На. Оценки норм ф и U вероятно не предельны.

M S )  =  0, х х  (VVo)|s =  U 0(S).

О < т  < |Bd| < т  и J  |B<j ■ u\2dSo > 0.

So

А = I Ва I-1 B rf, A-LA, I A  |=1.

||V x U|| < С ^ Я а 1' 2; ||U x B d|| < Ca(U0, B d, R, D, S)Ha~1̂ 2-,

l|U||<C; №|| < dCsHa-1' 2 С  = C (U 0, B d, R, D, S).
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Во втором параграфе аналогичные оценки получены для нере­

дуцированной системы. Пусть тройка векторных полей (U, В, Е)

- решение первой краевой задачи для нередуцированной системы. 

Для получения априорных оценок применен метод, который исполь­

зуется для трехмерной краевой задачи и при исследовании един­

ственности и устойчивости решений. Сначала выводятся “прямые” 

оценки, в которых ||V х U|| и ||V х ВЦ оцениваются через ||U х В^Ц. 

Затем, из уравнений Максвелла получается “обратная” оценка, в 

которой ||U х B(j|| оценивается через ||V х U|| и ||V х ВЦ. Комбиниро­

вание “прямых” и “обратной” оценок дает искомые оценки решений. 

Основной результат второго параграфа содержится в следующем 

утверждении:

Т е о р е м а 3.2. Пусть граница S Є С*; векторное поле Uo(S) 

Є С^(5),і/ • Uo(S) =  0,0 < a  < 1; векторное поле Во удовлетворяет 

условию (Н). Тогда для решений первой краевой задачи для системы 

Навье-Стокса-Максвелла имеют место оценки:

||V х U|| < C ^U o , В" Д, Rm, D, S)Ha1' 2-

||V х ВЦ < C'B(U0, в 0, R, D, S)RmHa-xl\

В третьем параграфе главы для редуцированной системы рас­

сматривается неоднородная первая краевая задача при общих пред­

положениях относительно краевых значений векторного поля U. В 

отличие от предыдущих параграфов, здесь не получаются априор­

ные оценки, пригодные при всех значениях параметров системы.

Пусть - решение задачи Неймана

Аїр =  0, и ■ Vip\s = v • U 0(S).

Т е о р е м а  3.3. Пусть граница S 6  С ';  векторное поле Uo(S) Є 

C£(S),0 < а  < 1 и не удовлетворяет условию%екторное поле В<* 

удовлетворяет условию (Н), а значения параметров R, На связаны 

следующим неравенством (d - диаметр области D)

На > Н а0 = 3R(Mvi + З Я М ^О ш -1» М^і =  sup | $  ■ V<p \ .
Dus

Тогда для решений задачи имеют место априорные оценки:

||V х U|| < CV1(U0, B d, R, D, S )Hal' 2 + Mv2CVa(U0, B d, R, D, S)Ha,
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||U x B ill < Ce l(Uo, B d, R, D, S)Ha~1' 2 + Mv3Cw2(U 0) Bd, R, D, S).

В случае, когда 2 =  0 эти оценки неулучшаемы в смысле зависи­

мости от параметра Хартмана.

В четвертом параграфе главы рассматривается двумерная тре­

хкомпонентная краевая задача, в которой векторные поля имеют 

по три составляющие, зависящие от двух пространственных пере­

менных. Эта задача является в некотором смысле промежуточной 

между и трехмерными. Принципиальное отличие этой задачи от 

рассмотренных выше состоит в присутствии в ней нетривиального 

векторного поля Е. Методом “прямых” и “обратной” оценок по­

лучены априорные оценки решений, аналогичные приведенным в те­

ореме 3.2. Получена априорная оценка L2 - нормы поля Е:

||Е||<Се( Я , ^ , В 0,Я )Я а ’(1-2/р); 5 = 0, ] , Р > 2.
р(р + 2) - 4

В пятом параграфе рассматриваются периодические (или фи­

нитные) по переменной, меняющейся вдоль оси цилиндра, решения 

задачи с двумерными краевыми условиями для трехмерной системы 

Навье-Стокса-Максвелла в бесконечно длинном цилиндре. Пусть 

2Хо - период (область финитности) решения.

Т е о р е м а  3.4. Пусть граница S 6  С*; векторное поле 

U 0(S) Є C 2 (S),0 < а  < 1 удовлетворяет условию и • U 0(5) = О, 

векторное поле В с удовлетворяет условию (Н). Тогда имеют место 

априорные оценки

||V х U|| < С узЯ а1/2; ||V х Ь|| < RmCb3H a-1' 2-

||Ux/?i||<Cx ; ||Е|| < Я ^ 2Се3;

С  = C(R, Rm, В 0, D, Х0).

В шестом и седьмом параграфах главы исследуется поведе­

ние решений полуоднородной первой краевой задачи для редуци­

рованной системы Навье-Стокса-Максвелла внутри области. По­

лучены внутренние оценки L?- норм решения и его ротора:

Т е о р е м а  3.5. Если для функции тока ф, отвечающей ре­

шению полуоднородной (і/ • Uo(S) =  0) краевой задачи для редуци­

рованной системы Навье-Стокса-Максвелла выполняется оценка

Ш  < CV i^(tfa), На-3' 2 < F^(Ha) < На~1' 2, (*)
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то в любой внутренней подобласти ГУ области D  для поля U имеют 

место оценки

||V х U|| < C*2F2(Ha); ||Bd x U|| < С2*^2(Яа); ||0U|| < С "^и(Яа).

1 < Fv (Ha) < H a1' 2, Ha~3>2 < F2(Ha) < Ha~1' 2,

Ha~3/4 < Fu(Ha) < 1.

В случае, когда глобальная оценка для функции ф предельна, вну­

тренние оценки тоже предельны.

Получены также оценки решения и функции ф в норме про­

странства непрерывных функций.

Т е о р е м а 3.6. Если для функции ф выполняется оценка (*) 

то имеет место глобальная оценка

Зр—10 р—2
ІМІоо < М о о Я а ї ^ г ї т і ^ Я а ) ^  =  M ^ F ^ iH a ) ,

Н а >»в(г-і) < F™(Ha) < На , 2 < р < 3.

Для любой внутренней подобласти D' С D имеет место оценка

І Ж І О О  <  Moo(FuF 2) ^ ( F v F ^ ) ^  =  M ^ F F iH a ) ,

На~3^ Ь  < F ^ (H a ) < Н а 'Ъ ^ , 2 < p < 3.

Эти оценки можно рассматривать как некоторый аналог принципа 

максимума для уравнения 4-го порядка, определяющего функцию 

ф. При их получении использовалась глобальная оценка Ь2-нормы 
функции ф.

Т е о р е м а  3.7. Если для функции ф выполняется оценка (*), 

то в любой внутренней замкнутой подобласти D' С D  для составля­

ющих поля U = /?іU\ + foUi имеют место оценки:

\\Uil\oo < Мц0?М00̂ ( Я а ) ,  IIC/2IU  < M SM ooFSiHa), .

Я а -з(,-2)/8 (.- 1) <  F ^(H a ) < Я а* /^ '- 1); 

Я а -з(,-2)/4(.-і) <  F ^(H a ) < Я а 1/2̂ " 1), 

где M£f, M£f - постоянные не зависящие от значений На, s >  2.
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При получении этих оценок использовалась техника, применя­

емая при исседовании регулярности решений эллиптических систем 

и глобальная оценка /^-нормы функции ф.

В последнем параграфе главы для полуоднородной краевой за­

дачи для редуцированной системы получены глобальные оценки іг

- норм решения и его ротора “снизу”.

Т е о р е м а 3.8. Пусть S Є C“ ;Uo • t^s =  0; и выполняется 

условие (Н). Пусть, кроме того,

/ (г  • и 0)2 [б2 + (и ■ Bd(S))2] dSj ф  0. (**)

j=0S,

Тогда имеют место оценки

||V х U|| > С *(Я , D, S, U 0)Я а1/2; ||U|| > CU(R, D , 5, U 0)Ha~^\

Условие (**) является достаточным для “взаимодействия” вектор­

ных полей U и Bd, то есть для существования в D множества нену­

левой меры на котором эти поля неколлинеарны.

Четвертая глава посвящена традиционным в теории краевых 

задач вопросам существования, единственности и устойчивости ре­

шений. В первом параграфе главы неоднородная первая краевая 

задача для редуцированной системы Навье-Стокса-Максвелла све­

дена к эквивалентной системе нелинейных интегральных уравнений. 

Операторы, входящие в эту систему, вполне непрерывны в простран­

стве Lp при 2 < р.

На основе априорной оценки, приведенной в теореме 3.3, по­

лучено нелокальное в смысле значений параметров R и На достаточ­

ное условие разрешимости неоднородной первой краевой задачи для 

редуцированной системы Навье-Стокса-Максвелла. Это условие не 

имеет нелокальных аналогов в теории уравнений Навье-Стокса.

Во втором параграфе на основании априорных оценок, получен­

ных в предыдущей главе, доказаны нелокальные теоремы единствен­

ности двумерных решений рассматриваемых краевых задач в классе 

двумерных же решений. Эти условия также не имеют аналогов в те­

ории уравнений Навье-Стокса.

Т е о р е м а  4.1. Пусть S удовлетворяет условию Ляпунова, 

Uo Є С|(5), а поле В й удовлетворяет условию (Н). Тогда, если 

значения параметров R, На удовлетворяют неравенству

4qm2Ha > {[Мvl + 0, 75M22Ed(0, 5 - q)~l] 4



+32gflm m ~1d1,5/p_1/4[0 ,125(1 +  2/p)(3(0, 5 -  

- 9 ) -1 (7P -  2)-1pi2mm-1d1,5/p_1/4)(p+2)/(p-2)o 

о (CwlH a -1' 2 +  М^2Сш2)16/(р- 2)(СУ1Я а 1/2+  

+ ^ 2С у 2Я а )8(р- 2)/(р+2) +  p -p(24(p -  l ) " 1* ^ ,  5 -  

-q)-1Rfnm-1d1'5/p-1/ y - 1d5' 2-P/4(CullHa-1/2-\- 

+9M v2Cw2)(p+2)/\ C v lHa1' 2 +  Му2С у 2Я а р р- 2)/4]}.

2 <  p <  10/3, 0 <  g <  0,5,

то решение неоднородной первой краевой задачи для редуцирован­

ной системы Навье-Стокса-Максвелла единственно.

Условие единственности решения полу однородной задачи сле­

дует из ЭТОЙ теоремы при Мірі =  Мф2 — 0.

В третьем и четвертом параграфах рассматривается полуод- 

нородная краевая задача для двумерной нередуцированной системы 

(соответственно плоский и трехкомпонентный случаи). Условия еди­

нственности решения плоской задачи имеют вид:

На > Ch2(D, S, U о)Я4, Rm < Сг2(Д  5, U 0> R)Ha~1' 2.

Показано, что условие единственности решения двумерной трехком­

понентной краевой задачи совпадают с условиями единственности 

соответствующей плоской задачи.

В пятом параграфе выводятся условия единственности двумер­

ного решения полуоднородной краевой задачи для нередуцированной 

системы Навье-Стокса-Максвелла в классе трехмерных решений, ко­

торые финитны или периодичны по переменной, изменяющейся вдоль 

оси цилиндра. Они имеют вид:

На > Ch3(D, 5, и 0)Я\ Rm < Cr3(D, 5, U 0, R)Ha~1' 2.

Доказательства теорем единственности основаны на сравнении “пря­

мых” и “обратной” оценок невязок решений и используют не слиш­

ком быстрый рост L2- норм решений соответствующих краевых за­

дач по параметру Хартмана.

В шестом и седьмом параграфах главы рассмотрены условия 

тривиальности ядра линеаризованной в окрестности плоского дву­

мерного решения краевой задачи для трехмерной системы Навье- 

Стокса-Максвелла. Предполагается, что векторное поле В ф 0, а
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ядро состоит из финитных или периодических по переменной, изме­

няющейся вдоль оси цилиндра, векторных полей. Основной резуль­

тат содержится в утверждении.

Т е о р е м а  4.2. Пусть S удовлетворяет условию Ляпунова, 

поле Uo(-S) Є С 2 (5) и Uo(S) • і/ — 0. Пусть векторное поле В̂ ’удовле- 

творяет условию (Н). Тогда для любого наперед заданного значения 

параметра R и На > На о, Rm < Rmo(Ha), где

Н а0 =  Ch(D ,S ,U 0)R2, Rm < Crm(D, S, U 0, R)Ha~1̂ 2,
\

линеаризованная в окрестности плоского двумерного решения крае­

вая задача имеет только тривиальное решение.

В восьмом параграфе главы исследуется случай B<j =  0. При 

этом решения системы Навье-Стокса не зависят от параметра На.

Т е о р е м а 4.3. Лля любого наперед фиксированного значе­

ния числа R  и На > Нао, где Н а0 = Chx(D,S,Uo)X0R 2r̂ r~3^R^l2 и

г > 3, линеаризованнал в окрестности плоского двумерного решения 

краевая задача имеет только тривиальное решение.

В последнем параграфе главы рассмотрен абстрактный ана­

лог интегральных уравнений, полученных в начале главы. Для не­

линейного операторного уравнения с однородным вполне непрерыв­

ным однородным получено достаточное условие разрешимости.

В пятой главе рассматриваются вопросы связанные с прибли­

женными решениями первой краевой задачи для системы Навье- 

Стокса-Максвелла и с определением топологической структуры этих 

решений. В первом параграфе главы исследуются условия допусти­

мости Bo-редукции двумерной системы Навье-Стокса-Максвелла с 

полуоднородными краевыми условиями.

Т е о р е м а 5.1. Пусть 5 удовлетворяет условию Ляпунова, 

поле Uo(S) Є С 2 (S) и U 0(5) • v =  0. Пусть векторное поле B d удо­

влетворяет условию (Н) и На > Нао где Н а0 определяется из усло­

вия На3/2 > Ch0{D,S,\Jo)R4. Тогда для невязки 6и решений кра­

евой задачи для редуцированной и нередуцированной систем Навье- 

Стокса-Максвелла имеют место оценки

||V х H I  < RmCvuHa0-5+ї; ||«u|| < RmCuHa7;

IIju x BjII < RmC2uHa~0,5+1 ] С  = С((Д, Д  S).

где 7  - сколь угодно малое положительное число.
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Второй параграф посвящен вопросам применимости линеари­

зации Стокса для редуцированной системы Навье-Стокса-Максвелла 

при фиксированных значениях параметра Рейнольдса и неограничен­

но возрастающих значениях параметра Хартмана. Краевые условия 

предполагаются полуоднородными.

Т е о р е м а 5.2. Пусть S удовлетворяет условию Ляпунова, 

поле ио(5) Є С 2 (5) и Uo(S') v — 0. Пусть векторное поле Ва удовле­

творяет условию (Н) и

На > Н а0 =  C ,t(R, D, S )R ^ '^~ 4\ q > 4.

Тогда для невязки <5и решений краевой задачи для редуцированной 

системы Навье-Стокса-Максвелла и ее линеаризации Стокса имеют 

место оценки (а = 2/q)

||V х Н |  < CVstRH aa, ||£u x B d|| < Сш ННаа-\

||<5u|| < CustRHa-ll 2+°l\ С  = C(D, S, U 0)

Как показывает пример, приведенный в первой главе, первые две 

оценки, в силу произвольности а  < 1, близки к предельным (в смы­

сле зависимости от На), в которых а =  0. Получение аналогичных 

оценок в более сильных нормах представляется проблематичным, 

поскольку уже ||йи[|я = ||V х 6U|| не стремится к нулю при На —> оо. 

Однако, в силу оценки “снизу” , полученной в параграфе 3.6., стре­

миться к нулю норма относительной погрешности:

||V х 6u|!!|V х иЦ-1 < Cv ,t(D, S, U о)ЛЯа“-0'5.

В третьем параграфе получены условия одновременной приме­

нимости редукции системы Навье-Стокса-Маквелла и линеаризации 

Стокса для редуцированной системы.

Т е о р е м а 5.3. Если для любых наперед заданных значений 

Я и є значения На, Rm удовлетворяют условиям

На > RACh, t{D, 5, Uo), Rm < е (2Cu>tHa^)~ l ,

где Ch,i{D, S, Uo) - некоторая постоянная, то возможно одновремен­

ное применение редукции системы Навье-Стокса-Максвелла и ее сто­

ксовой линеаризации. При этом L2 - HQpJJta погрешности приближен­

ного решения не превосходит Є.
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В четвертом параграфе рассмотрен пример точного решения 

неоднородной краевой задачи, в котором векторные поля имеют осо­

бую точку типа “седло” кратности 2. При сколь угодно малых воз­

мущениях краевых значений эта особая точка распадается, образуя 

устойчивые конфигурации векторных линий решения. Показано, что 

использование редуцированной системы Навье-Стокса-Максвелла не 

позволяет определить эти конфигурации.

Пятый параграф посвящен вопросам определения топологиче­

ской структуры векторных линий решения плоской краевой задачи 

для системы Навье-Стокса-Максвелла. Структурой решения назы­

вается набор чисел, в который включены: связность области D и 

число особых точек каждого типа (с указанием кратностей и на­

правлений обхода) для векторных полей U,Bd. Структура реше­

ния называется устойчивой топологически, если все особые точки 

устойчивы топологически в обычном понимании этого термина.

Т е о р е м а  5.4. Пусть По - некоторая точка множества значе­

ний числовых параметров системы Навье-Стокса-Максвелла и реше­

ние {ІІо(По), Во(По)} первой краевой задачи имеет в D  только изо­

лированные особые точки, индексы которых отличны от нуля, а ли­

неаризованная в окрестности этого решения краевая задача имеет 

только тривиальное решение. Тогда можно указать окрестность 

точки П0, в которой структура решения (Uo,Bo) устойчива топо­

логически.

Указан способ определения топологической структуры реше­

ния векторного поля Bd, основанный на свойствах нулей обобщенных 

аналитических функций.

В шестой главе рассматриваются решения краевой задачи в 

бесконечно длинной “трубе” . Векторные поля имеют вид: U =  их, 

В =  В d+btt. В первом параграфе получены неулучшаемые глобаль­

ные априорные оценки Ь2 - норм решений задачи.

Т е о р е м а  6.1. Пусть граница S - кусочно гладкая и поле 

Bd не вырождается в D U 5 . Тогда для обобщенного решения имеют 

место априорные оценки (£  - площадь D ):

||Vu|| < EuZd1' 2™-1 [{m + de)d + На~1]112 Н а-1' 2;

||V6|| < EuBtZd1/2шГ1 [(т + de) d + На~1}1/2 На-3' 2-,

X J 2

||E|| < EuBt'Edm-1 (m + de)l/2 [(m + de)d+ Я а " 1] Я а " 1;
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||u|| < EuY.dnC'1 [(m + de) d + Я а -1] Ha~l , e =  j  v x B dS

5

Ha основании этих оценок во втором параграфе главы исследовано 

локальное поведение решений внутри области.

Т е о р е м а 6.2. Пусть и - обобщенное решение краевой за­

дачи в “трубе” . Тогда в любой внутренней замкнутой подобласти 

D1 С D имеет место оценка

3» —4
sup esse I и |< М ооЯа4̂ -*); s = rq, q Є [2/г,рЛ.
DuS

В последнем параграфе главы рассматриваются вопросы един- 

ственнности и устойчивости решений.

Т е о р е м а 6.3. Пусть граница S - кусочно гладкая, а поле 

Bd не вырождается в D U S и число На удовлетворяет неравенству

На > 16E4/3dm-2(l + B t fE u 4' 3 ( l  + EuY,d^^m~xl'1̂ ^  ,

Тогда решение краевой задачи в “трубе” единственно в классе трех­

мерных финитных или периодических по переменной, изменяющей­

ся в направлении оси “трубы” , решений.

Эта теорема является обобщением отмеченной выше теоремы 

единственности Л.Н.Ханта. Показано, что условия тривиальности 

ядра линеаризованной в окрестности двумерного решения трехмер­

ной задачи совпадают с условиями единственности этого решения.

Целью седьмой главы является разработка аппарата исследо­

вания множества точек бифуркации решений первой краевой задачи 

для редуцированной системы Навье-Стокса-Максвелла. Основные 

теоремы главы относятся к спектральной теории вполне непрерыв­

ных операторов в банаховых пространствах.

В первом параграфе исследовано локальное строение спектра 

линейного оператора F (Аі, Аг), отображающего банахово простран­

ство Е  в себя, вполне непрерывного в топологии Е  и зависящего 

от двух вещественных числовых параметров. Пара (Аю,А2о) назы­

вается характеристической точкой оператора F , если 1 - собственное 

значение оператора F(Aio,A2o)- Предполагается, что в окрестности 

точки А =0 оператор F  допускает представление

F (А) = Ф0 + АїФ + А2Ф + П(А), lim | А I"1 ||П(А)|| =  0.
|Л}—*0
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ГІуСТЬ Є ї, Є н , Є і2 , С іт і , Є2 , Є21 ,Є22 , Є2ша, ejfc, Cfci, €£2 , • Cjfcmfe - бз,- 

зи с к орн ев ого  п од п рост ран ст в а  L q о п е р а т о р а  Фо, a  e i ,e 2, ...,е*  - б ази с  

его соб ст вен н ого  п од п рост ран стве . Линейные функционалы  у’ь У ’іь  

¥>12. V’ lmw ¥>2, ¥>21, ¥»22, <P2m3; — і <Рк, <РкІ,<Рк2, •••, <P*mk биортОГОНаЛЬ-

ны к бази сны м  элементам Lq.

Т е о р е м а  7.1. Пусть 1 - собственное значение оператора 

Фо и хотя бы один из коэффициентов формы <т(А) =  detU(А), где 11(A)

- матрица с элементами

2

Hgj =  ^   ̂A, [^m,O^q "t" (1 ^mqo)lPqmq ( f >'^ ie3 )] і Яі s — 1, 2, ..., А. 

і  =  1

а 8а<ь - символ Кронекера, отличен от нуля. Тогда справедливы 

такие утверждения:

а) если форма <т(А) знакоопределена, то характеристическая 

точка (0,0) оператора Ф(А) изолирована;

б) если форма <г(А) знаконеопределена, р - число вещественных 

линейных биномов, входящих в разложение <г(А) на вещественные 

множители с нечетными степенями, то существуют Со > 0 и не менее 

р пар непрерывных при |е| < со функций (А ^ е ) , А2Г\є)), г =  1,2, ...,р 

таких, что Aj^(0) =  0, и | А(г)(є) |< є0;

в) р а зм ерн о ст и  собственны х п од п рост ран ств , от вечаю щ и х  чи ­

слам  Аг(е), одинаковы  и не п рев осх од ят  к = р + 1.

Во втором параграфе исследовано строение множества точек 

бифуркации нелинейного вполне непрерывного оператора Ф(А) : Е  —* 

Е, зависящего от двух вещественных числовых параметров. Пусть 

через точку (Aj =  А2 = 0) проходит р характеристических кривых 

Эти кривые делят открытый круг достаточно малого ра­

диуса ро > 0 на 2р открытых секторов £ ,( i =  1,2,..,2р). Очевидно, 

индексы нулевой точки полей и — Ф(А)и одинаковы для всех А Є Ei. 

Эти общие индексы обозначаются 7і , 7;.

Т е о р е м а  7.2. Пусть для всех А Є к, | А |< р корневые под­

пространства оператора Ф'(0,0) совпадают с собственными и среди 

чисел 7 ;7 і , 72, •••.7р!7іі72) имеются различные. Тогда точка

(0,0) - является точкой бифуркации оператора Ф(А) и его спектр 

сплошной.

В третьем параграфе, теоремы, доказанные в первых двух па­

раграфах, формулируются в терминах первой краевой задачи для 

редуцированной системы Навье-Стокса-Максвелла. В качестве при­

ложения намечен подход к решению задачи о бифуркации трехмер-
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ного решения двумерной краевой задачи в двумерное при неогра­

ниченном возрастании значений параметра Хартмана.

В четвертом параграфе главы вычислен индекс решения первой 

краевой задачи для редуцированной системы Навье-Стокса-Максве­

лла. Доказано, что если корневое подпространство, отвечающее ха­

рактеристической точке линеаризованной в окрестности некоторого 

решения задачи, совпадает с собственным, то индекс решения равен 
единице.

Основные положения, вынесенные на защиту. Важнейшие науч­

ные результаты, полученные в диссертации, формулируются следу­

ющим образом.

1. Получены априорные оценки решений первой краевой задачи 

для стационарной редуцированной системы Навье-Стокса-Максвел­

ла при общих предположениях относительно их краевых значений. 

Эти оценки не имеют нелокальных аналогов в теории первой задачи 

для системы Навье-Стокса. Для случая полуоднородного краевого 

условия оценки двусторонние и неулучшаемы.

2. Разработана техника получения глобальных априорных 

оценок решений полуоднородной первой краевой задачи для системы 

Навье-Стокса-Максвелла. На ее основе получены неулучшаемые 

оценки решений двумерных плоской и трехкомпонентной краевых за­

дач с полу одно родными краевыми условиями.

3. Получены внутренние и локальные асимптотические (При 

больших значениях параметра Хартмана) оценки решений первой 

краевой задачи для стационарной редуцированной системы Навье- 

Стокса-Максвелла. Получена оценка меры пограничного слоя ре­

шения.

4. Доказана новая, не имеющая нелокального в смысле значе­

ния параметров системы аналога в теории уравнений Навье-Стокса, 

теорема существования решения при общих предположениях отно­

сительно краевых значений. Доказаны нелокальные теоремы един­

ственности двумерных решений в классах двумерных и трехмерных 

решений. Получены достаточные условия, связывающие значения 

параметров системы, при выполнении которых решение плоской дву­

мерной краевой задачи не бифурцирует в трехмерное финитное или 

периодическое решение.

5. Получены условия допустимости Bo-редукции системы На­

вье-Стокса-Максвелла и априорные оценки норм погрешности при­

ближенного решения. Решена проблема применимости линеаризации 

Стокса для двумерной редуцированной системы Навье-Стокса-Мак-
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свелла при конечных значениях параметра Рейнольдса и достаточно 

больших значениях параметра Хартмана. Исследована возможность 

одновременного применения Bo-редукции системы и линеаризации 

Стокса. Получены доступные для применения в практических рас­

четах априорные оценки норм абсолютной и относительной погреш­

ностей.

6. Для решений краевой задачи в бесконечно длинных “трубах” 

получены неулучшаемые глобальные и локальные априорные оценки 

решений. Получено условие единственности двумерного решения в 

классе трехмерных решений.

7. Доказана теорема о строении спектра линейного вполне 

непрерывного оператора, гладко зависящего от двух вещественных 

числовых параметров. Установлено строение множества точек би­

фуркации нелинейного, дифференцируемого по Фреше вполне непре­

рывного оператора, зависящего от двух числовых параметров. По­

лученные теоремы переформулированы в терминах полуоднородной 

краевой задачи для Bo-редуцированной системы Навье-Стокса-Мак- 

свелла. Доказано, что если 1 - собственное значение линеаризо­

ванной в окрестности некоторого решения краевой задачи, и отвеча­

ющее ему корневое подпространство совпадает с собственным, то 

индекс этого решения равен единице.

Основные результаты диссертации опубликованы в работах:
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ность двумерных и осесимметричных безындукционных решений кра­

евых задач магнитной гидродинамики / /  Магнит, гидродинамика.- 

1988.- N 4,- С .81-85.

2. Бритов Н.А. О некоторых условиях разрешимости и един­

ственности решения двумерной краевой задачи магнитной гидроди­

намики / /  Киев.- Наукова думка,- в кн.. Нелин, граничн. задачи.- 

вып. 2,- 1990,- С.6-19.

3. Бритов Н.А. Течение между пористыми вращающимися ци­

линдрами в радиальном магнитном поле / /  Магнит, гидродинами­
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4. Бритов Н.А. Эффективные априорные оценки решений пер­

вой краевой задачи магнитной гидродинамики / /  Киев,- Наукова 
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Бритов Н.А. Исследование качественных свойств решений первой 

краевой задачи для стационарной системы уравнений Навье-Стокса- 

Максвелла.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математи­

ческих наук по специальности 01.01.02 - дифференциальные уравне­

ния, Институт прикладной математики и механики НАН Украины, 

Донецк, 1995, рукопись.

Защищаются 23 работы, содержащие исследования первой краевой 

задачи для двумерной стационарной системы Навье-Стокса-Макс­

велла. Получены глобальные, внутренние, локальные априорные 

оценки и доказаны теоремы существования, единственности и устой­

чивости решений. Получены условия допустимости а также априор­

ные оценки норм погрешности линеаризации Стокса и Во-редукции 

системы. Исследовано множество точек бифуркации вполне непре­

рывного оператора, зависящего от двух числовых параметров. В 

важном частном случае вычислен индекс решения.

Britov N.A. The investigation of the quality properties of solutions of the first 

boundary value problem for steady-state Navier-Stokes-Maxwell equations.

Thesis for Degree of Doctor of Sciences in Physics and Mathematics, the 

speciality 01.01.02 - Differential Equations, Institute of Applied Mathematics 

and Mechanics NAS Ukraine, Donetsk, 1995, manuscript.

23 papers, of containing researches of the first boundary value problem for 

two-dimensional steady-state Navier-Stokes-Maxwell system are defended. 

Are received global, internal and local a priori estimates and the theorems of 

the existence, uniqueness and stability of solutions are proven. Conditions of 

admissibility and a priori estimates of errors of Stokes linearization and Bo- 

reduction of the system are obtained. A structure of bifurcation points set 

of the quite continuous operator dependent from two numerical parameters 

is investigated. In one signicant case an index of the solution is calculated.

Ключові слова: крайова задача, розв’язок, існування, единість, стій­

кість, апріорна оцінка, Bo-редукція, наближення Стокса, спектр, бі­
фуркація, індекс.
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