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і
ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ 

Актуальність теми. Предмет дослідження. Дисертація 

присвячена проблемі, яка в загальних рисах ноже бути описана 

так. Яким умовам повинна задовольняти підмножина U деякого 

лінійного топологічного простору Т, щоб кожний елемент цього 

простору можна було в певному розумінні наблизити лінійними 

комбінаціями елементів множини U? Нас цікавлять в основному 

аналітичні аспекти цієї проблеми і ми розглядаємо конкретні 

множини U в конкретних просторах. Предметом нашого дослідження 

є умови повноти і властивості неповних систем виду

I е " І , п є IN , (1)

I zk е n І , 0<k<mn-l, k є IN U (0), mn є IN, п є W, (2) 

в одному банаховому просторі. Е2С£1 ( означення див. нижче), а 

також базиси і абсолютно зображувальні системи виду

ШХ z)>, п ё IN, (3)
П

в просторі AR , 0 < R і + оо , функцій, аналітичних ь крузі

|z|<R>, з топологією, яка задається рівномірною збіжніс­

тю на кожному компакті із.Я R ,де f - ціла функція і <Хп>, пєІН

- множина (різних) комплексних чисел. Властивості цих систем 

тісно пов’язані з багатьма проблемами теорії аналітичних функ­

цій (описання нулів, інтерполяційні задачі, інтегральні зобра­

ження). Системи (1)-(3) відіграють важливу роль в різних роз­

ділах математики (теорії чисел, теорії інтегральних і диферен­

ціальних рівнянь, теорії нескінченних систем лінійних рівнянь) 

та 11 застосуваннях. Тому їх дослідженню присвячені багаточи- 

сельні роботи, серед яких відомі монографії В. Бернштейна. Н. Де
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вінсона, Л.Шварц, А.Леонтьева, С.Мандельбройта, М.Шеремети та 

інших. Проте ряд пройдем залишаються відкритими, а результатів 

остаточного характеру е не так вже і (Загато. Це пояснюється 

досить складною залежністю між вгастивостями систем (1)-(3) та 

властивостями множини (\п). Виявлення цієі залежності є 

актуальною проблемою і змістом більшості досліджень цих 

систем. В нашій роботі для декількох проблем повністю описаний 

зазначений вище взаємозв'язок.

Нехай ® -довільна необмежена опукла n-кутна, n>2. n е 1N. 

область, й*= С \ 5 і Еа[2) (відповідно Еа[Ц]) - простір функ­

цій f, аналітичних в 21 (аналітичних в 2)*), для яких
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де супремум береться за всіма відрізками уос 1) ( уос 3D*).Можна 

обмежитись відрізками, паралельними сторонам dD. У випадку 

Й=Ж/3), де Ж0)=( z: |arg z -л|<л/2/? ). 1 <£<♦<», можна розгля­

дати тільки відрізки, які виходять із початку координат. Функ­

ції f із просторів ЕаШ  і Е*[Лі) мають майже всюди (м. в.) на 

д$ кутові граничні значення (їх також позначаємо через f(z) і, 

отже, f природним чином визначена м. в на дЪ ), f е La (сШ і 

рівність 1

визначає норму на кожному з них. Джерелом досліджень в перших 

двох розділах є добре відома теорема Мюнца-Саса і отриманий 

М,Джрбашяном і В.Мартіросяном 111 наступний 11 аналог: якщо

різних комплексних чисел із С(-я/2а; п/2а) і #>n=arg \п, то для

sup |llf(zD|a |dz|j < too . (4)

[
1

I |f(t)|a dt (5)

1</3<+оо, 1/а+1/0=1, ССт),y)=<z: rj<arg z<r>, (Ап) -послідовність



того щоб система (2) не була повнов в Ег(ІК/3)). необхідно і 

досить, щоб

шп | \ п |а cos арп<-*ов, cos арг < +ао,

txn |<l |xj> 1

Ми описуємо всі повні системи видів (1) і (2) в будь-якому 

просторі ЕгШ , який містить принаймні одну функцію виду 

FxCz)=e*‘z, \ є<0. При цьому суттєво нова ситуація виникає, коли 

Я д е  IIm z|<cr, Re z<0>, 0<сг<+ю (інші можливі випадки

подібні до Ъ=Ъд і 2=Ж/3)). Отримання цього описання вимагало
р

розвитку теорії просторів Fr(Ct) Счерео Н ff(C+) позначаємо про­

стір функцій, аналітичних у півплощині С+=< г: Re z>0> , для 

яких

{
♦00

і |f( re1*’)|pe-por |sln ’’•drf < + со ) (6)

о

і, зокрема, описання послідовностей нулів, кутових граничних 

значень і отримання інтегральних зображень таких класів 

функцій. Проблема описання послідовностей нулів різних класів 

аналітичних функцій постійно привертала до себе увагу. Згада­

ємо в цьому зв"язку відомі результати Ф.Карлсона В.Фукса, П. 

Малявена і Л.Рубеля, а серед недавніх - результати А.Грішина і 

М.Содіна. Б.Хабібулліна, А.Сєдлецького та інших. Проте питання 

про повне описання послідовностей нулів аналітичних в С+ 

функцій f, які задавольняють умову (6), а також наступну умову 

|fCz)|< с(ехр Ca|zp, 0<cr<+co, z є С + , (7)

( тут і далі через с ,с .... позначаємо додатні сталі ) у 

випадку сг>0 залишалось відкритим. Ми повністю розв“язуємо цю 

задачу. Добре відома теорема Пелі-Вінера має різні
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формулювання та різноманітні застосування.. Вона з одного боку 

дає інтегральне зображення функцій з простору ) ( через 

НР(С+), 0<р<+®, позначаємо простір Харді в півпловшні ), аз 

іншого - описує їх кутові граничні функції. Поширенню 11 

першого аспекту на інші класи аналітичних функцій присвячені 

роботи Б. Левіна, М. Ліхта, М.Джрбашяна, М. Дхрбашяна і 

В. Мартіросяна, Ю. Лгбарського, А. Сєдлецького та інших. Ми 

узагальнюємо теорему Пелі-Вінера на простори Н̂С+), причому 

обидва вказані вище II аспекти. Резюмовані вчще результати 

разом із введеним нами поняттям перетворення Фур"є-Лапласа 

функцій із EatlH та встановленими для нього аналогами теореми 

про згортку і двоїстої формули застосовуємо до вивчення деяких 

властивостей рівняння згортки виду

J f (t+т) g(U dt = 0, т< 0, g є Е*[ІП, (8)

дЛ
О

а також послідовностей експоненціальних поліномів

V
П \ 2

Р (z) = У d е k . v € IN, (9)
n fc, n n

та рядів Діріхле

00 \ z
F(z) = £  dne • (10)

n = 1

А.Леонтьев [2] показав, no кожну функцію FeA R , можна 

розкласти у збіжний в A R, 0<RS+oo, ряд Діріхле (10). Він при­

пускав. що (Хп) є послідовністю нулів деякої цілої функції по­

рядку р=1 і для коефшєртів dn вказував певні формули. Піз­

ніше Ю. Коробейнік (див.[31) знайшов інший підхід до цієї пробле­

ми. Він ввів поняття абсолютно зображувальної системи, одер-
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хав критерій того, щоб задана система в деяких лінійних 

топологічних просторах була абсолютно зображувальною, і на ос­

нові цього описав всі абсолютно зображувальні' системи виду (1) 

в просторі AgTa деяких інших просторах. Правда, цей підхід не 

дає формул для знаходження коефіцієнтів ряду (10). В ро­

ботах А. Леонтьева, Чан За Лика, В.Мусояна, Ю. Мельника, В. Шев­

цова, Ю. Коробейніка, А.Абаніна та інших (див. (3,43) основні 

результати про абсолютно зображувальні системи виду (1) пере­

носились на системи виду (3). При цьому, як правило, припуска­

лось, що f-ціла функція, для якоі (тут і далі =f<nl (0)/n!)

f *Q, n=0 ,l,2....  (11)
n

і для деякого p , 0 < p < + со , існує

т  w  |fn'P/n= v 0’ю • С12)
В зв"язку з цим виникло питання про істотність умови (12) і , 

зокрема, про можливість отримання основних фактів про 

абсолютно зображувальні системи виду (3) при виконанні лише 

однієї умови (11). Це питання природне, бо легко отримати 

наступне твердження. Для того щоб для цілої функції f існувала 

принаймні одна множина ,с С така, що система (3) буде

повною в просторі A r , 0 < R < +  со, необхідно і досить, щоб 

виконувалась умова (11). Наші результати у відомій мірі дають 

відповідь на це питання, суть якої полягає в тому.що крім умо­

ви (11) на функцію f все ж потрібно накладати певні обмеження.
♦

Далі, система (1) не може утворювати Оазис в просторі a r , алЬ 

Ю. Казьмін [51 показав, що система (3). в якій \n=qn'*, |q|>l, 

I f -  ціла функція з тейлоровськими коефіцієнтами fn=q'n 

утворює базис в кожному просторі AR, l/|q|<R^l, і, таким чином 

принаймні для R є (0;+ш) базиси виду (3) в просторі AR існу—
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ють. Деякі необхідні умови базисності системи СЗ) знайшов 

Ю. Коробейнік [6]. Питання про описання таких базисів 

залишалось відкритим. Наші результати дають описання всіх.ба­

зисів виду СЗ) в кожному простор: A R, 0<R<+oo. Отримані факти 

про системи СЗ) дали нам змогу одержати деякі нові результати 

про нескінченні системи лінійних рівнянь з матрицею Вандер- 

монда. Встановлення властивостей систем виду СЗ) в значній мі­

рі спирається на отримані нами результати з теорії цілих функ­

цій, які стосуються зв“язку між різними характеристиками ці­

лих функій, властивостей цілих функцій порядку р<1 та побу­

дови цілих функцій із наперед заданими властивостями. Кожна із 

цих тем є предметом багатьох самостійних досліджень (дивД2,3. 

7,16]). Проте відповідні доведення вимагали встановлення ряду 

нових співвідношень в нових формах і при нових умовах.

Мета роботи: 1) вивчення кутових граничних значень,

послідовностей нулів та інтегральних зображень певних класів 

аналітичних функцій; 2) дослідження умов повноти систем 

експонент та властивостей неповних систем і рівнянь згортки; 

3) описання базисів і абсолютно зображувальних систем виду СЗ) 

в просторі Ar; 4) дослідження властивостей цілих функцій і 

побудова цілих функцій із спеціальними властивостями.

Методи дослідження. Використовуються методи класичного 

аналізу, різні методи теорії аналітичних функцій. В перших 

двох розділах широко використовується теорія просторів Харді. 

В трьох останніх розділах розвинута спеціальна техніка 

* отримання оцінок, основана на теорії максимального члена 

степеневого ряду.

Наукова новизна. В роботі повністю розв"язано декілька
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актуальних задач І, зокрема, описано: а) послідовності нулів 

аналітичних у правій півплощині функцій, які задавольняють 

умови (6) і (7); Й) кутові граничні функції тих аналітичних у 

правій півплощині функцій, які належать простору Н 

1<р<2 , 0<СТ< +00; в) всі повні системи експонент в просторі 

г) всі базиси виду (3) в просторі А , 0<R<+-«». 

Отримано інтегральне зображення функцій із простору Н *(С+). 

Введено поняття перетворення Фур"є-Лапласа функцій із простору 

Е *[Я] і встановлено для нього аналоги двоїстої формули та 

теореми про згортку. Введено поняття цілої функції 

М-регулярного зростання, вказано умови, при яких ціла функція 

.нульового порядку буде функцією M-регулярного зростання та 

побудовано цілі функції М-регулярного зростання, які володіють 

рядом додаткових властивостей і максимум модуля яких має 

наперед задану швидкість зростання. У випадку Хп-.оо описано всі 

абсолютно зображувальні системи виду (3) в просторі A R і 

побудовано ефективні розклади функцій в ряди за цією системою. 

Знайдено достатні умови існування ненульового розв'язку 

деяких рівнянь згортки і достатні умови для того, щоб задана 

функція була розв'язком такого рівняння. Вивчено певні 

властивості неповних систем експонент і одержано оцінки 

індикаторів рядіб Діріхле, а також деякі доповнення до відомих 

результатів, які стосуються повноти систем експонент з вагою в 

La(K), зростання максисмума модуля цілих функцій, нескінченних 

систем лінійних рівнянь та інтерполяційних задач.

Теоретична і практична цінність. Робота має теоретичний 

характер. Результати можуть використовуватись при розв"язу- 

ванні рівнянь типу згортки, нескінченних систем лінійних 

рівнянь, дослідженню умов повноти систем експонент, вивченні
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асимптотичиих властивостей рядів Діріхле,. а також інтерпо­

ляційних задач. Результати можуть стати корисними для пода­

льшого розвитку теорії базисів, теорії абсолютно зображу­

вальних систем і деяких крайових задач. Теореми 3.1 і 4.9 вже 

використані Ю. Коробейніком [151.

Особистий внесок дисертанта. Основні результати дисерта­

ції отримані автором самостійно. Леми 2.4-2.6 та теореми 

2.21-2.25 (вони в авторефераті не формулюються) одержані дисер­

тантом в співавторстві з 0 . Шаповаловським і належать обом 

авторам в однаковій мірі.

Апробація роботи. Результати дисертації доповідались на 

республіканській конференції з теорії ціліпг і субгармонійних 

функцій, Харків, 1990 р. , на міжнародній конференції, присвя­

ченій 100-річчю народження С.Банаха, Львів, 1992 р., на міжна­

родній конференції, присвяченій пам"яті Ганса Гана, Чернівці, 

1994 р., нз семінарах у Львові (керівник прсф. А.Гольдберг), в 

Ростові-на-Дону (керівник проф. Ю.Коробейнік), в Москві

(керівник проф. Ю. Казьмін).

Публікації. По темі дисертації опубліковано 36 наукових 

праць. Основні результати дисертації містяться в роботах [18-3$Й

Структура і об"ем дисертаці1. Дисертація складається із 

вступу, п"яти розділів і списку літуратури э 225 назв.

'Загальний обсяг дисертації 300 сторінок,

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі подано короткий історичний огляд теми роботи, 

загальна П Характеристика та виклад основних результатів.

Розділ і. Кутові граничні значення та інтегральні

зображення Деяких класів аналітичних функцій. В першій частині

цього розділу наведено необхідні для подальшого використання
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відомості про простори Харді та деякі інші простори аналітич­

них функцій. Крім цього, тут в ряді лем вивчено властивості 

простору Е̂ [$]. Вони цілком аналогічні властивостям простору 

Харді Нг(С). Зокрема, ЕгШ  - повний простір і його можна роз­

глядати як замкнутий підпростір простору L2( сШ, а простір 
%

Е*Ш є спряженим (сильно) до ЕгШ . Відзначаємо також, що 

кожна функція feHp(C+) має м. в. на «С+ кутові граничні значен­

ня, f( іу)е_0,|у| єЬр(Ю , і описуємо в теоремі 1.4 кутові гранич­

ні функції елементів простору НР(С+). При цьому називаємо 

визначену м. в. на уявній осі функцію f кутовою граничною 

функцією для функцЛ f єН р(С+), якщо кутові граничні значення 

f на уявній осі дорівнюють f^Qy) для м. в. yelR. Це описання 

стає змістовнішим, якщо домножити ftHa цілу функцію 

сформулювати відповідний результат.в асиметричній формі. Нехай 

C(a,/3)=<z: сКагд z <Д>, 0</3-а<2п і Ept€(a,/3)] - простір функцій,

аналітичних в С(а,/3), для яких 
+ 00

11f 11: = sup I J|f(Teip) |pdr } < +00 , 0<р<+оо.
a<p<ft I о J

Відомо, що функції f із цього простору мають м. в. на 5€(а,/3)
р

кутові граничні значення і f є L (dCCa,/3)D.

Теорема 1.2. Для того щоб визначена м. в. на уявній осі 

функція f ( така, що f tC іу) є LP(0;+a0, 1<р<2, і f t(iy)ea,,y б
Р

L (-ao;0), OSor<+oo, була кутовою граничною функцією для деякоі
р

аналітичної в €■ функції f, для якої f є Е Ш0;п:/Й)3 і
-аі СГг р * . '

f(z) є є Eq[СС-п/2 ;0)], необхідно і досить, щоб знайшлась

-аіСГі р

така функція fa,mo fa(z)e €Eo[CC-n/2;0)l, f^(іу)):*ft(iy)+ 

p

+ fa(iy) є L (-ao;0) і для м. в. t SQ виконується



+ 00 +00 о

J i ту- 1 Г т* г і ТУ
fiCiy)e dy + —  J fz(x)e dx + J faCiy)e dy = 0.

O Q -00

У випадку p=l доводимо тільки необхідність, а у випадку

£Г=0 Стоді [8 ] простір Н С̂С ) співпадає з простором Харді

НР(С+)) із теореми 1.2 отримуємо відоме твердження (для р=2

воно належить Р. Пелі і Н. Вінеру [93) про те, що функція

f eLp<3Ct) буде кутової) граничною функцією для деякої функції

f є Н Р(С +) тоді і тільки тоді, коли 11 обернене

перетворення Фур'є дорівнює нулю м. в. на від’ємному промені

дійсної осі (воно справедливе, якщо 1<р<2).

В ході доведення теореми 1.2 знайдена формула (вона є

узагальненням формули Пуасона для півплощини), яка дає

можливість знаходити гармонійну в півплощині С_ функцію, що

має експоненціальне зростання і приймає задані значення на «С+.

Теорема 1.6. Рівність 
+ 00

q(z)= ■■■"— - f G(w)e dw, G є Hff(C+), 0<ff<+co, (13)

J 2 л о

задає топологічне ( тобто гомеоморфне ) відображення простору
2 2

} H C t) на Е#(2М і справедлива двоїста формула

G(w) = — ^— - f g(z)e dz, w є C+. (14)

i\Zn дЪ
О

Теорема 1.7. Клас Н *СС+), 0<а<+оо, співпадає з множиною' 

аналітичних в € функцій Ф, які допускають зображення
•> +

$(w) = — і— -J k(z)e dz, k є Lz(<32) ) .f ■ J Cf
ij2n дЪ

a

На останню теорему можна дивитись як на узагальнення

' -12-



теореми Р.Пелі і Н.Вінера [9] про інтегральне зображення фун­

кцій із простору Нг(<П+).

Нехай ІЛЮ - клас цілих функцій експоненціального типу 

aQ<a, 0<сг<+со, квадрат модуля яких є сумовним на дійсній осі, 

Т̂СС) - множина всіх точок F виду F=(Ft.Fa,Fa), де Fae L“CR),

F i(z)=fiCz)e1<,z, F3Cz)=f3(z)e-iffZ, f t e Ha(C_), f3 бНгСП,

F (z)+F (z)+F (z)=0 для z e С і С =С(я/2;Зтг/2). Нехай, крім
1 2  3 -

ЦЬОГО, 1 t.1зі 1а- сторони дЪд (відповідно півпрямі із нижньої 

і верхньої півплощин та відрізок уявної осі ), орієнтація яких 

узгоджена з додатним обходом дЪ.

Теореми 1.10 - 1.12. Рівності .

F.(z)= —  Г f(w)e'zwdw, fe Е*ІЯ 1. j=l,2,3, (15)

i J i T  ij

задають взаємно однозначне відображення простору Е*ІЯ ] на 

Т̂С С ). справедлива двоїста формула

too too о

f(w) = -p — - fF(iy)eiyw<jf»--̂ — - fF^(x)ewxdx fF^iyje* ywdy,

J a T  о * iJirT о ІІіГ -oo

w e Я , і для всіх т̂О , f е Еа [И 1 іде Е* ID ] виконуєтьсяО а щ (/
І

«00 О

J f(w+T)g(w)dw = ijFi(iy)G(iy)e1 Tydy - ljFjCiy)G(iy)elrydy + 
d2 a -oo

О

♦ 00

+ jFa(x)G(x)eTX dx. Сів)

О

де функція G визначена рівністю (14).

Визначене рівністю (15) відображення простору на

-13-



Т̂СС ) називаємо перетворенням Фур"є-Лапласа функцій із ЕгС Я̂З.

Розділ 2. Нулі функцій, аналітичних в півплощині, і 

апроксимаційні властивості систем експонент. Нехай (X ) -П

довільна послідовність точок із € , ю =arq X і Л клас
+ п 3 п +

аналітичних в С функцій f20, які мають нулі в усіх точках Хп

(якщо m членів послідовності (X ) дорівнюють X , то вважаємо,П П

що в точці Хп функція f має нуль, кратності k>m). Нехай, далі, 

s(t)= ^  cos pn , So(t)= ^  Re Xn 'ІХ̂І 2

к  І*. І-1 • < K l - 1

-14-

г— л 1̂-1
sm-X r b " ^ - .

к |л1 п

C O S  p  . rn

Теорема 2.1. Для того щоб існувала функція feA + , яка 

задовольняє умову (7), необхідно і досить, щоб виконувались 

наступні дві умови

^  Re X п< +оо , (17)

К  1*1
lim„ fs(r) - —  In г 1 < + oo .
Гч + Ш I Я J (18)

Теорема 2.4. Для того щоб існувала функція feA+ fl H p (C+), 

0<p<+co, 0<tr<+oo, необхідно і досить,щоб виконувались умови (17)

і (18).

Функцію S в теоремах 2.1 і 2.4 не можна, взагалі кажучи, 

замінити функцією So.TaKy заміну можна зробити, якщо s(t)=0(t), 

І-+С0. Але останнє ще не випливає із (18). У випадку сг=0 

теореми 2.1 і 2.4 перетворюються в добре відомі твердження про 

описання послідовностей нулів функцій із просторів Харді НР(С+),



0<р<+со. У випадку Хп>0, \n-Xn i >h>0 С тоді умова (17) зайва і 

S(r)=So(r)+0(l)) теорему 2.1 довів В. Фукс [10]. Ж. -П. Кахан 

(111 зауважив, що теорема В. Фукса залишається справедливою, 

якщо X >0 і п=0(Х 3, гьоо.П П

Теорема 2.5. Нехай (X Л ) - послідовністть різних

комплексних чисел із С+. Тоді для того щоб система СІ) не була 

повнои в просторі Е а ^ 1 ,0 <а<+ш, необхідно і досить, щоб 

виконувались умови С17) і С18).

X z

Зауважимо, що якщо Хп$С+, то е " *$ Е г(.ЇН . Тому теорема 

2.5 описує всі повні системи виду СІ) в ітоосторі Еа }, а 

описання повних елстем виду С2) міститься в теоремі 2,9. Для

11 формулювання потрібні деякі позначення.

Нехай В - довільна опукла необмежена n-кутна область, 

nelN. Простір ЕаШ  містить принаймні одну функцію виду 

Fx(z)=eXz, ХєС, тоді і тільки тоді, коли виконується наступна 

умова: 1) 2) лежить в деякому куті, величина якого є меншою за 

п, тобто коли і) є відмінною від півплощини і смуги. Межа такої 

області складається із півпрямих 1 . 1  і, можливо, відрізків 

1 ,1 ..1 (їх нумерація і орієнтація узгоджена з додатнім

обходом дЮ. Через Л//3, 1</3<+оо, позначимо величину кута між 1 1 

і 1п , а у випадку 1 II 1п через 2а позначимо відстань між 

l t та іп. Нехай 1/а + 1//3 = 1 (якщо /3=+оо, то вважаємо, що а=1), 

Візьмемо на 1 і 1 по одній точці так, щоб підрізок Ь , який
І  П О

їх з"єднує, утворював рівні кути з I t і 1 . Позначимо через

Ь одиничний вектор, який лежить на серединному перпендикулярі 

до b і напрямлений в сторону необмеженої частини 3), а через р 

0£рж<2п, - величину кута між додатнім напрямом дійсної осі і

-15-



- І б -

вектором b .вимірюваного від цієї осі в додатному напрямі. Якщо

\ г
умова 1) виконується, то { е > с Е *Ш  тоді і тільки тоді, 

коли послідовність (Хп) задовольняє наступну умову : 

2)|pn-n+pt |< я/2а. Тому про повноту систем СІ) і С2) в прос­

торі ЕаСИ] є сенс говорити тільки у випадку виконання умов 1) 

та 2).

Теорема 2.9.Нехай (Хп) - послідовність різних комплексних 

чисел, Дп=рп-л+рж і виконуються вказані вище умови 1) та 2). 

Тоді для того щоб система (2) не була повною в Е2Ш , 

необхідно і досить, щоб у випадку /3=+оо (тобто у випадку 1 II Іп) 

виконувались наступні дві умови

І І ? Д  І  ’ « ( " рЬг  ' Ь  £ 1п т ш  

•< І*„І-гП

а у випадку 1</9<+оо, наступні дві умови

Z CC

mJ\ J  1cosaA <+оо, (193
П

cosaA <+оо. (20)
П

Попередні результати дають можливість отримати нові факти 

про повноту системи

У ' mn |Xn |cosAn<+a>,



в Lz(0;+oo). Добре відомо, що система ( e_t tn ) , п є IN, є
З

повною в L (0 ;+оо).В. Фукс [12] узагальнив це твердження 

довіївши, фактично, що якщо послідовність (Хп ) додатних чисел 

задовольняє умову X -X >h>0 , п>2, то для того щоб система
П П -  1

(21) не була повною в L2(0;+ra), необхідно і достить, щоб 

+ 00

J (exp(2S(T))/t*)dT<+oo , (22)

1

Наступне твердження доповнює цей результат В. Фукса.

Теорема 2.10’. Нехай (X ) - послідовність різних

комплексних чисел із С . Якщо система (21) не є повною в 

Lz(0; +со), то виконуються умови (17) і (18) для а=п/2. Якщо 

виконуються умови (17) і (18) для деякого а<п/2, то система 

(21) не є повною в La(0;+oo).

На основі теорем 1.6 та 1.10-1.12 в теоремі 2.12 

показуємо, що якщо система (2) не є повною в Е г[® ,то кожна 

функція f є Е г[В 1, яка належить замиканню лінійної оболонки 

системи (2), є розв’язком деякого рівняння (8), в якому gzO, 

проте відмічаємо, що не кожний розв’язок із Е a tJD ] такого 

рівняння належить, взагалі кажучи, замиканню лінійної оболонки 

його розв’язків виду (2). Вказуємо (теорема 2.15) також 

достатні умови для того, щоб рівняння (8) мало ненульовий 

розв’язок f є Е *13) ] і доводимо (теорема 2.14), що рівняння (83 

має ненульовий розв'язок f € E z tDtf] тоді і тільки тоді, коли 

сім'я функцій (G(z)eZT>, т<0, де G визначена рівністю (14), не 

є повною в Н*(€ ). ■

Теорема 2.17. Для того щоб функція f є Е *[J ] була

і __ ____
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розв’язком рівняння (8) достатньо, щоб функції f^iy) і 

Фз(іу), у *= R, були відповідно кутовими граничними функціями 

таких аналітичних в С+функцій Р і і Р з,іцо Р є Е о‘[£Х0;л/2)], 

Р Cz)e'alra б E'lO-n/ajOH, Р є Е1[£(-л/2;0)], Р (zJeai~  е
і о з о  ' з

Е‘[С(0;гг/2)] і Р (z)+P (z)+$ Cz)=0 для z є С ,де Ф,=F,G,
О 1 3  2  +  J  J

F=(Fi,F2,Fj) - перетворення Фур’є - Лапласа функції f і

функція G визначена рівністю (14).

Якщо б теорему 1.2 вдалось довести і у випадку р=1, то 

тоді можна було б стверджувати, що умови теореми 2.17 є також 

необхідними і ця теорема була б хорошою основою для

подальшого аналізу рівняння (8).

Далі б теоремах 2.18 і 2.19 показуємо, що якщо ( \п ) - 

послідовність різних комплексних чисел із С+, система (1) не є 

повною в E*[D ] і послідовність (9) збігається в Е*[2) ] до F,
a o’

то існують скінченні границі 1 ідо c ^ n =c^,ke(N, і F = 0 тоді 

і тільки тоді, коли всі d у =0. На основі цього отримуємо

наступне твердження.

Теорема 2.20. Нехай (Xft) - послідовність різних комп­

лексних чисел із С+ , 0<а<+оо, D ff(r)={z:. |Im z\<a, Rez<r),

D“=(z: |Іш z|<cr>. Якщо виконуються умови (17) і (18), а 

послідовність (9) збігається в Е 21 Ст)3 для будь-якого т є К 

до функції F, обмеженої в І °, то F=0.

Ми відзначаємо також, що якщо принаймні одна із умов (17) 

і (18) не виконується, то можна побудувати послідовність (9), 

яка збігається в Еа[2Кт)] для будь-якого т є К до функції 

F20. обмеженої в Я ° . На теорему 2.20 можна дивитись як на 

узагальнення добре відомого результату Л. Шварца [13]: якщо
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оо
0<А.п++оо і £ 1/Х. <+оо, то сума збіжного в С ряду діріхле

П = 1

(10) може бути обмеженою на дійсній осі тільки у випадку F^). 

Вкажемо також на близькі результати Дж.Андерсона (1968 р\ ) і 

Б.Мартиросяна (1989 p.). В теоремі 2.22, яка 8 однієї сторони 

доповнює інший відомий результат Л.Шварца, а з іншої - уза­

гальнює деякі результати А.Леонтьева, В.Сороківського, А. Го­

льдберга і Й.Островського та 0.Шаповаловського, які стосуються 

оцінок індикаторів рядів Діріхле (10), вказуємо умови, при

яких для абсолютно збіжного на дійсній осі ряду (10) із оцінки
оо

|F(x)|<r(x), х>хо, випливає, що £ |dnexp(Xnx)| < г((1+о(1))х),
П= 1

X-.+00, де у ~ неспадна додатна функція на (-оо;+®).

Розділ 3. Спеціальні властивості цілих функцій. В § З.Д 

наведені необхідні для наступних розділів відомості про макси­

мум модуля, максимальний член, мажоранту Ньютона цілої функції 

f і встановлено ряд співвідношень між зростанням Mf(r)= 

=шах(|f(z)|:Iz|=г> і поведінкою 11 тейлоровських коефіцієнтів
л

fn. Нагадаємо, що якщо f - мажоранта Ньютона цілої функції f, 

то If |<f , ж (f)*+oo і якщо 0<* (f)»+co, то |f |=? для всіх
' п 1 п п п п п

п>0, де * (f)=|f Л  І. Нехай f i g -  цілі функції,П ' П- І п 1 3

—  а:‘(1п+м (г)) —

чНіРсо - — г a lgn/fnl ’

де а*1- функція, обернена до функції otf(r)=ln Mf(r). Число q®. 

яке називають f - типом цілої функції д, можна також визначити 

як точну нижню межу тих чисел q, для яких при г£г (q) викону­

ється Мь(г) < M,(qr). Л.Нахбін показав, що якщо fn >0 і
q  a

хп(Пт.+оо, то для будь-якої цілої функції g виконуєтеся q“=T)’ 

(див.[141). Ми з"ясовуємо істотність умов цього твердження.
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Теорема 3.1. Нехай ціла функція f задовольняє умову (11), 

(бп) - обмежена послідовність дійсних чисел i f * -  ціла функ - 

ція з тейлоровськими коефіцієнтами f*=|fn |ехр(п<5п). Для того 

щоб для кожної цілої функції g виконувалась рівність q®=T7®, 

не обхідно і досить, щоб для деякої збіжної до нуля послідов­

ності (<5 ) послідовність (ж (f*)) була неспадною:
П П

Для того щоб умови 77 ®=0, 0<и ®<+оо, 77 ®=+оо були еквівалентними 

відповідно умовам q®=0 ,0<q®<+oo, q®=+co, необхідно і досить, щоб 

умова (23) виконувалась для деякої обмеженої послідовності (<5 ) 

Зазначимо, що (23) виконується для деякої обмеженої 

(збіжної до нуля) послідовності (<5 ) тоді і тільки тоді, колип

для деякої обмеженої (збіжної до нуля) послідовності (<5п) 

функція f* буде мажорантой Ньютона функції f.

Послідовність (х ) додатних чисел називаємо майже спадною, як-
П

що (Vcx> 1) (3 ко ёЮ СVk^k о KVn>k): x n <axk . Цілу функцію L

називаємо цілою функцією М-регулярного зростання, якщо знай­

деться така множина EoctO;+ao) нульової відносної міри, що при

=ML((l+o(l))r). В § 3.2 встановлено ряд нових співвідношень 

між N^(r) , m^r) та MJr) для цілих функцій виду

0<* (f*)<* (f*)< .. . (23)

Нехай m (r)=min(|g(z)|: |z|=r), r\CU= X  1.

K I *  1

/  n. Ct) -n, COJ 
N * C r > = J  — — -- dt+nxC0) In r ,

О

г-.+Ю і r«t Ео,(рівномірно по pet0;2п ] виконується |L(re**’)| =



L(z)=(X -z) П Cl-z/X ), C24)
I 1 1 П

П = 2

які мають порядок зростання р <1, а також доведена наступна 

теорема, яка стикається з деякими результатами А.Гольдберга і 

Й. Островського (1973р.), А.Гольдберга і М.Заболоцького (1983р ) 

та*інших (див. [7]), але має трохи інший характер.

Теорема 3.3. Якщо для кожного р>0 послідовність (п/|Хп|р) 

є майже спадною, то ціла функція (24) є цілою функцією 

М-регулярного зростання. Якщо arg Xn= c o n s то для того щоб 

ціла функція виду (24) була функцією М-регулярного зростання, 

необхідно і досить, щоб для кожного р>0 послідовність (п/|Хп|р) 

була майже спадною.

Зазначимо, що існують цілі функції М-регулярного зрос­

тання нульового порядку, для яких послідовність (п/|Хр |) не 

є майже спадною для кожного р>0.- Звернемо також увагу на 

розміщення виразу 1+о(1) в означенні М-регулярного зростання 

та в наступному твердженні.

Теорема 3.7. Для будь-якої цілої трансцендентної функції 

f існує ціла функція L така, що : a) L має нескінченну множину 

нулів <Xn>“.t і всі її нулі прості; б) ML(r)=Mf((l+o(l)r), 

г-.+ш; в) L є функцією М-регулярногр зростання; г> |Хп| = 

=(1+о(1))к (f). n-к; д) |Х L' (X )| = М, ((1+о(1)) |Х |), гьх;п * n П • L* • П *

е) множина й ) * ( лежить поза наперед заданою множиною 

Е0 ̂ ctOj+oa) нульової відносної міри.

При доведенні теореми 4.16 ми будуємо сім“ю цілих функцій 

L=Lf r, які залежать від числа Re(0 ;+ов] і функції РєАк,але нам 

не вдалось знайти змістовне відірване від теореми 4.16 

формулювання відповідного результату. Теорема 3.7 відповідає
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випадку R=1 і F деяка функція ізАі . Зауважимо, що нас не

задовольняють співвідношення виду In ML(r)=(l+oCl)) In Mf(r)

або In МцСг)=1п Mf(r)+0(ln г) при г-.со.

Розділ 4. Абсолютно зображузальні системи. Слідом за

Ю. Коробейніком назвемо систему (3) абсолютно зображувальною в

просторі ^ , якщо кожну функцію можна розкласти в ряд

(не обов"язково єдиним чином)

00

F(z)= У  d f(X z), (25)
і П П

n=  t

00

регулярно збіжний в крузі Xg, тобто такий, що £ | d n |Mf(r|Xn |)<

п =  І

<+оо при re£0;R). Нехай (Xn>“ t- множина (різних) комплексних чи­

сел таких, що Ііщ Хп=ш і f-ціла трансцендентна функція. Скажемо, 

що fenR (fePH , feBR), якщо існує множина така, що сис­

тема (3) буде повною (абсолютно зображувальною, базисом) в

просторі Ar. Нехай fenR ( fePR , feBR). Скажемо, що , є

Af[nR] ((X п>„_,єА ^СPR], (Xn>“_ieA f[BR]), якщо система (3) є 

повною (абсолютно зображувальною, базисом) в A R. Для кожного 

Re(0;+oo] маємо nR3PR=BR. Далі, нехай А Л̂П і A°R[f3 - множини

цілих функцій д, для яких відповідно виконується ITjjj|gn/fn | ,/п<

< R, (3R =Ro(g)e(0;R))(ar =г (gX+oo) (¥r>r ): М (r)<M, (R г).
w V о о  о д  і о

Легко встановити, що для кожного Re(0;+oo] клас с̂кладається 

із цілих функцій f, які задавольняють умову (11),

Теорема 4.9, Для того щоб f (f , 0<R<+oo) необхідно і 

досить, щоб f задовольняла умову (11) і для деякої обмеже­

ної (збіжної до 0) послідовності (<5п) виконувалась умова (23).

Із цієї теореми 4.9 випливає, що класи ^  і ^  не
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співпадають.

Теорема 4.13. Нехай f6PR, 0<R<+oo. Тоді для того mod 

(єЛгCPR ], необхідно і досить, щоб 

(VR e(0;R)) СЗ R є(0;г))(3с є(0;+оо)) CYgeA°[f]):І о о ’ 3 R

У випадку, коли f задовольняє додаткову умову С12), 

теорема 4.13 доведена Ю. Коробейніком Сдив.[3D. Доведення 

теорем 4.9 і 4.13 спираються на деякі загальні результати 

Ю. Коробейніка [3]. Зазначимо, що Ю. Коробейнік [151 пізніше 

показав, використовуючи деякі свої інші результати та нашу 

теорему 3.1, що теорема 4.9 залишається в силі, якщо під ( 

розуміти довільну зліченну множину <Х.п>®_)сС Сне 

обов'язково вимагати, щоб X -.оо при п-.оо).П

Якщо f$AR , CKR<+oo, то не кожну функцію FeARMo«Ha розклас­

ти в ряд (25), регулярно збіжний в крузі ftR . Але деякі функції 

F€Ar можуть бути розкладені і в цьому випадку.

Теорема 4.14. Нехай f - довільна ціла функція, яка 

задовольняє умову С11). Тоді існує множина <Хп>®= t така, що 

кожну функцію FeA^ [f] можна розкласти в регулярно збіжний в 

усій площині ряд (25).

Відзначимо також наступне твердження, яке лежить в основі 

доведень теорем 4.14,4.16,4.17 та 5.1 - 5.3 і яке, як нам 

здається, є новим і для рядів Діріхле.

Теорема 4.15 Нехай f і L - довільні цілі функції, причо­

му f задовольняє умову (11), a L має нескінченну множину нулів 

<Хп>®_, і всі іі нулі прості. Тоді для того щоб кожну функцію

sup --3-----
гїо М (R г)

t О

М (г) І9а п} I< с sup -------- ----------
0  П>.  M (R |X P

f  I 1 П '



FeA^tfl можна було розкласти в регулярно збіжний в крузі % R.

0<R <+оо, ряд (25), в якому

d = j V u v ! D (26)
. n L ' U  )

/ Л
де 1 (z)=L(z)/(z-X ), 1 =1 <k>(0)/k! і

П It к, п п
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необхідно і  досить, щоб виконувались наступні ДВІ умови:

1) для вс іх  ХєС і  neIN U СО) виконується

Звернемо увагу на те, що в теоремі 4.15 нема жодних 

попередніх обмежень на зростання L. Роблячи такі обмеження і 

зауваживши, що zke А̂ [f], кєШ U <0>, на основі теореми 4.15 

можна отримувати розклади в ряди виду (25) і інших класів ана­

літичних функцій (в тому числі і в областях, відмінних від 

круга). 1 •

Теореми 4.9 і 4.13 описують абсолютно зображувальні сис­

теми виду (3) в просторі A R. Проте вони не вказують методу 

знаходження коефіцієнтів d п ряду (25). Наступні дві теореми 

до деякої міри заповнюють цю прогалину.

Теорема 4.16. Нехай виконуються умови (11) і (23) для 

деякої збіжної до нуля послідовності (бп). Тоді для кожного R, 

0<R<+oo, і кожної функції FeAR існує ціла функція L, яка має

00 р  

и Л \  ,F)=y -Д - LL n ^  I . k,  n 
lc = o

xn . y  К  La )
CX-VL'CV

00

2) £  MfCr|\n |/|XnL ' U n)|<+a>, ГЄІО;^).

п = а

C27D



НЄСК1НЧЄННУ множину нулів XF R=t^n>n-,. ВСІ іі нулі прості і F 

розкладається в регулярно збіжний в крузі Я R ряд (2®)^, 

коефіцієнти dn , якого знаходяться за формулою (26); при цьому 

підбір функції L можна здійснювати так, щоб множина

>°° = U U А._ —
П П' 1 R 6 (o; +СХЛ F€A R '

мала єдину граничну точку на да і множина (|м ПР„_, лежала по­

за заданою множиною [0,+ш) нульової відносної міри.

Теорема 4.17. Нехай виконуються умови (11) і (23) для 

деякої обмеженої ПОСЛІДОВНОСТІ (<5П). Тоді для кожної функції 

F6Affl існує ціла функція L, яка має нескінченну множину нулів

і, всі і і нулі прості і F розкладається в регулярно 

збіжний в усій площині ряд (25), коефіцієнти̂ d якого1 

знаходяться за формулою (26); при цьому підбір функції L можна . 

здійснювати так, щоб множина (р J00 = U X мала єдину
" П=‘ F 6A '00

граничну точку на да і множина лежала поза заданою

множиною Ео<=С0; +оо) нульової відносної міри.

В теоремах 4.16 і 4.17 при фіксованих f і R ціла функція

L залежить, взагалі кажучи, від функції FeAR.B той же час, для 

кожного підкласу ТЕ ф̂ункцій F із AR, для яких |Fn |Sct|Вп|,п>0, 

де В - довільна фіксована функція із A R , можна підібрати уні­

версальну функцію L. В деяких випадках (зокрема,у випадку feBR) 

можна вказати функцію L, спільну для всіх функцій FeAR. Проте 

ми показуємо, що якщо 1 пМ̂( г ) /1 пЧ=+<я, то в теоремі 4.16

функції L, спільної для всіх функцій FeAR , вказати не можна.

При додатковій умові (12) теореми, близькі до теорем 4.16 

' і 4.17, раніше доводились в роботах А.Леонтьева, В.Мусояна,
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ID. Мельника та інших С див.12-41).

Розділ 5. Описання базисів. На перший погляд системі СІ) 

бути базисом в просторі А кзаважає тільки неперервність в AR 

оператора диференціювання. Для системи (3) аналогічну роль 

відіграє оператор узагальненого диференціювання в сенсі

Гельфонда-Леонтьева, який породжений функцією f. Якщо всі 

fn*0 , то цей оператор не є неперервним оператором із Аш в Аш 

(із Ajj, 0<R<+oo, в A R) тоді і тільки Тоді, коли

ш  ^  = “ с ш  >1}- (28)

Тому можна було б припустити, що якщо FePR і виконується (28), 

ToFeBR. Проте це не так, на що вказують наступні теореми 5.1 - 

5.3, які описують всі базиси виду (3) в просторі A R.

Теорема 5.1. Для того щоб feBR, 0<R<+oo, необхідно і до­

сить, щоб fePR і

«.(f) О*'
(їг>1)(їг >l)(Vk>l)(Vn>k): — *-------------------- < — L_. (29)

1 * (f) crП

Теорема 5.2. Для того щоб feB^, необхідно і досить, щоб

fePm і 
00

X. (f) о*
СУ сг>1)(3 cr >1)(V k>l)(V n>k): — ^ . (ЗО)

1 * (f) ffn
П

Звернемо увагу на те, що умови, які описують клас £ , є 

умовами на правильність, але не на швидкість, спадання |fn |. 

Умови (29) і (ЗО) обмежують також зростання Mf(r). Можна сказати, 

що клас В^Вд, 0<R<+aa) складається із тих цілих функцій f, 

які задовольняють умову
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In* г

In Mf(r)
-о таііУг)

In* Г

< +00, (31)

і тейлоровські коефіцієнти яких у відомому розумінні правильно

прямують до нуля.

Теорема 3.3. Нехай f є BD, 0< R< +®. Тоді для того щоб
on к

(Xn>n = ie Af[BR], необхідно і досить, щоб

6C0;R))(3 e(0;R))(З c o є(0;+co))(Vk>l)(Vn>k):

(V e>0)(3 n 6(N)(¥ n>n ): fX L'CX ) |> M ( |X |/(l+e)),(34)
О О П П І* П

якщо R=+oo.

Доведення теорем 5.1-5.3 спираються на результати 

попередніх двох розділів і використовують також деякі 

результати М.Драгілєва 1958-1961 років.

Умову (35) в теоремі 5.3 можна замінити наступною умовою : 

функція (24) є цілою функцією М-регулярного зростання. У 

випадку агд X^sconst, умову (35) в теоремі 5.3 можна опустити. 

Нам не відомо, чи так само можна поступити і в загальному 

випадку. Умови (28), (31), а також наступил умови

(З сг> 1)С3 от >1)(¥ k> 1)СV пік): JXfc /Хп \<а */ о".

ft iv « . c» i& 0 'm=K
(32)

Сі Р e(0;R))(3 R €(0;R))(3 с є(0; +oo))(Wc>l)(Vn>k):

n 1! " - p ;
HI - к

(33)

ціла функція (24) задовольняла умовам

In ML(r)=NJk((i+o(l))r), Г-.+00, (35)

якщо R<+oo, і задовольняла умову

(З Ro >0)0 по e(N XV п >по ): |Хп L'(Xn ) |> ML (R0l*«l), С36)



СЗрєЮСЗп € IN) С V П—n ): *, , Cf)< IX l< * (f),
г О - о  С n / p J  ' n ' p n
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де tx] - ціла частина числа х>0, є необхідними для того, щоб 

система СЗ) утворювала базис в просторі AR , 0<R<+oo.

Теорема 5.6. Нехай виконується умова С11),

і (XnD - послідовність різних комплексних чисел таких, що

Тоді система С3) утворює базис в А .

Теорема 5.7. Нехай виконується умова С11), А=0 і С - 

послідовність різних комплексних чисел таких, що

Тоді система СЗ) утворює базис в А̂.

Теореми 5.1 і 5.2 показують, що система СЗ) може утво­

рювати базис в A R тільки при досить сильних обмеженнях,накла­

дених на функцію f. В теоремі 5.17 показуємо, що система

елементи якої є скінченними лінійними комбінаціями елементів 

системи СЗ), для деяких множин {X }и може утворювати базис в 

Ar ,0<R<+co, якщо fePR. На основі результатів останніх трьох 

розділів в теоремах 5.11 і 4.19 отримуємо також деякі узагаль­

нення і уточнення результатів Сан Хуана С17], які стосують-

0°
ся нескінченних систем лінійних рівнянь виду £ xnXn=bk, keZ+.

А := АІА *п пт < 1n+ t

Л < і іа .  ІІИ  - М г -  1
n -*00 n п

о < m  іЛ 4 п -- Лін іШ т г  < +(D'
ПчОО П- 1 П- І

a  (z)} , деп п = о

л f fCtz)dt

It к  п а - v  fc — і

dt, г* > IX IП ' П+ 1 1

n =  1
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Основні положення, які виносяться на захист (

1. Опис послідовностей нулів і кутових граничних значень 

функцій із вагових просторів Харді в півплощині з вагою 

показникового вигляду.

2. Критерій повноти систем експонент в просторі E*[Dff] .

3. Критерій базисності системи <f(Xnz)) в просторі A R.

4. Опис абсолютно зображувальних систем <f(X z)> в 

просторі А ..

В дисертації вперше розв"язано декілька актуальних оздач, 

які залишались відкритими. Зокрема, описано: а) послідовності

базиси вигляду в просторі A R . При додатковій умові

Х + ю описано всі абсолютно зображувальні системи tfC^z)) ь 

просторі A R . Встановлено також нові співвідношення для цілих 

функцій і на основі них для кожної допустимої функції f 

побудовано ефективні розклади функцій із A R в ряди за 

системою {fCXnz)>. Отриманий при цьому повний опис 

послідовностей нулів аналітичних в півплощині функцій, які 

мають там експоненціальний тип, можна розглядати як розв'язок 

класичної задачі. Результати робити мають застосування при 

дослідженні рівнянь типу згортки, нескінченних систем лінійних 

рівнянь, крайових задач для рівняння Лапласа в півплощині та 

інших проблем.

Висновки

нулів і кутові граничні значення функцій із простору Н £ХС +);

б) всі повні системи експонент в просторі і т з ; в) всі
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Винницкий Б. В. Системы экспонент и их обобщения в 

пространствах аналитических функций.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико- 

математических наук по специальн зти 01.01.01 - математический 

анализ, Львовский государственный университет, Львов. 1996.

Описаны полные системы экспонент в одном пространстве 

функций, аналитических в выпуклом неограниченном многоуго­

льнике, базисы и абсолютно представляющие системы вида 

<fCXnz)> в пространстве AR функций( аналитических в круге, 

последовательности нулей и угловые граничные значения функций 

из некоторых весовых пространств Харди в полуплоскости. 

Изучены также определенные свойства целых функций и некоторых 

уравнений свертки.

Vinnitsky В. V. Exponential systems and their 

generalizations in spaces of analytic functions.

The thesis for obtaining the Doctor of Physical and 

Mathematical Sciences degree on the speciality 01.01.01 

mathematical analysis, Lviv State University, Lviv, 1996.

The complete exponential systems in one space of functi­

ons analytic in a convex unbounded polygon, the bases and abso­

lutely representing systems of form <f(A.n zl} in the space A R 

of functions analytic in a circle, the sequencees of zeros and 

the angle boundary values of functions from some weight Hardy 

classes In a half-plane are described. Certain properties of 

entire functions and convolution equations are also studied.

Ключові слова: аналітичні функції, цілі функції, нулі, 

кутові граничні значення, базиси, абсолютно зображувальні сис­

теми, вагові простори Харді, системи експонент, повні системи.
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