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3AJ Л.ЛЬНЛ ХАРАКТЕРИСТИКА РОБИТИ 

Аітуо-іьнІпть теш. Математичними моделями багатьох фізичних 
процесів, задач механіки, економіки, екології тощо е рівняння з 

частинними похідними, а еволюційні рівняння описують дифузійні 

процеси, явища масо - і тешкжерєносу, рух в'язко-пружних 

середовищ та інше. При цьому математичні моделі можуть Сути як 

детерміновані, так і стохастичні, тобто з врахуванням різного 

роду випадковостей. Якість математичних моделей визначається в 

багатьох випадках поведінкою розв'язків стохастичних рівнянь з 

частинними дохідними при великих моментах часу, тому s 

актуальною задача стабілізації розв'язків в середньому 

квадратичному стохастичних диференціальних рівнянь з частинними 

похідними і з випадковими збуреннями ( вінерівського та 

пуассонівського типів ).

Найбільш глибоко вивчені звичайні стохастичні рівняння. 

Теорія ж стохастичних рівнянь з частинними похідними та з 

випадковими функціями, що входять в рівняння, у крайові і 

початкові умови, ще не є розвиненою в повній мірі. Вона була 

започаткована в 60-ті роки Й.І.Гіхманом і знайшла своє подальше 

в і зображення в працях 1.Я-Г і хмана, М.1.Портенка,

Б.Л.Розовського, Є.Б.Динкіна, Е.С.Королюка, А.В.Свіщука,

В.В.Баклана, А.Бенсуссана і Ж.-Л..іГіонса та інших.

Ця теорія дозволяє якісно вивчати процеси, шо описуються 

стохастичними рівняннями з частинними похідними при постійно 

діючих випадкових збуреннях. II можна застосовувати при 

побудові математичних моделей різних реальних процесів і явищ.

Мета роботи. Побудова і вивчання асимптотики розв'язків 

задачі Коші і крайових задач для стохастичних рівнянь 

параболічного типу при наявності у функціях, що визначають 

рівняння, "білого шуму” і пуассонівських збурень.

Методи досліджень. Синтез методів теорії диференціальних 

рівнянь, теорії ймовірностей і випадкових процесів, інтегральних 

рівнянь і математичної фізики.

Наукова новизна диеєртації полягає в 

-одержанні умов асимптотичної стійкості нульового розв'язку 

задачі Коші і крайових задач для лінійних стохастичних рівнянь 

спеціальної конструкці ї з випадковими збуреннями -вінерівського і
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пуаесонівського типів;

- вивчанні асимптотики розв’язків квазілінійних рівнянь
параболічного типу:

- побудові і дослідженні розв'язку ' задач Діріхле для

гіперболічного і параболічного рівнянь другого порядку з

регулярними 1 сингулярними коефіцієнтами при наявності

вигадкових зОурень.

На затислі бшюсяться такі положення'.
теорчми про існування, зображення і стабілізацію

розв'язків задачі Коші і крайових задач для спеціальних лінійних

рівнянь з випадковими збуреннями вшерівського t пуассонівського 

типів;

- результати про асимптотику поведігаш розв'язків задачі 

Коші для квазілінійного рівняння параболічного типу;

побудова і експоненціальна стійкість розв'язків 

регулярних і сингулярних у прямокутнику і необмеженій смузі 

задач Діріхле для рівняння коливань і теплопровідності, 

коефіцієнти яких містять еІнерівський процес t інтеграл по мірі 

Пуассона.

Теоретична І практична, цінність робота полягає в побудові 

аналітичних розв'язків задачі Коші і крайових задач та 

встановленні умов стабілізації розв'язків. Отримані критерії 

можуть бути з;, с то совані для дослідження задач теплопровідності, 

масообмінних процесів на стійкість. Результати носять 

алгоритмічний характер, що дає можливість використати ПЕОМ для 

побудови областей параметр ів,при яких відповідна математична 

модель е стійкою в середньому квадратичному.

Апробацій робот . Основні результати робот* доповідались і 

обговорювались на;

- українській конференції "Нові підходи до розв'язування 

диференціальних рівнянь" ( Дрогобич, 25-27 січня 1994р. );

- українській конференції "Моделирование ■ исследование 

устойчивости систем" (Київ, 16-20 травня 1994р. );

~ міжнародній науковій конференції їм . академіка Кравчука 

( Київ, 25-27 травня 1994р. );

- міжнародній науковій' конференції, присвяченій пам'яті 

Ганса Гана (Чернівці, 10-15 жовтня 1994р. а
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- міжнародній науковій конференції, присвяченій 150 річчю 

видатного українського фізика t електротехніка Івана Пулюя 

f Тернопіль, 24-28 травня 1995р. );

- першій українсько-скандінавській конференції "Стохастичні 

динамічні системи: теорія і застосування" ( Ужгород, ЗО вересня-

- 6 жовтня 1995р. );

- республіканській школі-семінарі з нелінійних крайових 

задач математичної фізики і їх застосування ( Чернівці, 9-12 

жовтня 1995р. );

- об'єднаному семінарі кафедр математичного факультету ЧДУ 

(Чернівці, 21 грудня їі)95р. ).'

Публікації. За темою дисертації опубліковано 15 робіт, з 

них 7 у співавторстві з науковим керівником, якому належить 

постановка задач і обговорення отриманих результатів.

Структура І обсяг роботі. Дисертаційна робота складається 

із вступу, двох розділів, списку літератури і додатку загальним 

обсягом 150 сторінок. Нумерація формул в розділах містить дві 

цифри, де перша вказує номер параграфу в розділі.

У вступі обгрунтована актуальність теми дисертації і 

проаналізовано сучасний стан проблеми, з якої написана 

дисертація.

Нехай задано ймовірнісний простір ( Q . I ,Р ) і потік о-алгебр 
( T t , ^ f Ю,Т1) ,  Т t с Т . На елементах цього простору 

розглядається випадкова функція, що є розв'язком стохастичних 

диференціальних рівнянь.

В §1.1 розділу І отримані достатні умови асимптотичної 
стійкості і нестійкості в середньому квадратичному розв'язку 

задачі Коші для атохастичного диференціального рівняння 

спеціальної конструкції з простору Кг, функцій, вимірних при 

мпйже всіх (і) до t і х відносно о-алгебри борелевих множин на 

площині, для яки:.

при довільному t (  Ю,Т ] ,  Mf■> - знак математичного сподівання.

ЗМІСТ РОБОТИ

оо

Jtf|| Uft,X,U)J |2|ctr < CO
—00
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Позначимо Ьгкі, L?T - простори функцій з скінченною нормою
00

|uft,x,cj;|f = f I uft ,x,w)\2dx;
2R j—oo

T
[U ( t ,x ,u ) ) l f = \\u(t,x,w)\2dt;

2T ь

n j t )  = i{|uft.x,uj|f }.

В а т норму введемо рівністю
т

\u(t,x,w)\2 = Jjf ( t )d t для V T > О. (1)
о

Позначимо Q(A,q,p)= ) ) a qfep^, де A -  дійсна матриця розміру
k=o j=o J

(m  l )xin>.i 1) , складена з елементів aw  € Я ._. kJ
Розглянемо ПІДПрОСТІр с Кг, для елементів якого при

довільній матриці А має місце включення

,Х,Ы) € Юїу.

Нехай задана стохастична задача Коші для лінійного 

диференціального рівняння з частинними похідними

m[Q (A’UT’dx)u ( t  + Q (B ,^ ,^ )u ( t , x ,w ) = (2)

- ^ t ,ь))+ Jĵ QfG, (Of f,^^) f(v)u( t,.r,GjjJvfV , t ) ,

^ ^ § * M t , * , u J | t=0 = [Qu]0, (3)

де V(t,w) - вінерівський процес, f v (av , t )  -  v (d v , t )  -  f l (du)t)  
-центрована міра Пуассона, If v(dv , t )  ) -  II (dv)t ,  v i № 
Незалежні t погоджені з потоком о-алгебр ( Т . ,  t > О ).

2 *
Крім того, скрізь надалі К -  W* t y d v < +» .

I r
Під сильним розв’язком задачі ( 2 ) , (3 ) розуміємо функцію 

fuft , x )  в u(t,x,w)-) , погоджену з потоком о-алгебр ( І 2 О ) 
і таку, що майже скрізь при кожному ( t , x ) задовольняє рівняння
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t

Q(A’m ' m ) u ( t ’x )  = [Qalo * l Q(B'd e ’<L ) u (a ' x)d3  +
0

J fore
о о
Відмітимо, що випадкова функція (u(t ,x)) не мае розривів 

ІІ--роду по t, неперервна справа по t, має лівосторонні границі.
Для задачі (?.), (3) вивчається питання існування в Ю 

розв’язку, 3 також стійкості в середньому квадратичному цього 

розв'язку при t - *  оо.

Теорема 1. Нехай виконуються такі умови:
а) корені многочлена Р (\ , і а ) = \Q(A,\, lo )  + Q(B,\ , lo ) при всіх а
задовольняють нерівність йеЛ. ^ <р(а) < О, причому <р(о) -  т при
|aj -*• + оо і рівністю ер ( а )  = 0 лише при 0 = 0.
б) при кожному t е [ 0 ,Т ] для детермінованого рівняння ( 0  = 0, 

'G =■ 0 ) існує розв’язок задачі Коші в I?pi.

Тоді розв'язок задачі Коші для- стохастичного рівняння 

( 2 ) ,  ( 3 ) параболічного типу (с ї  0, G ї  О) існує в 5Jijr.
Лема 1. Нехай виконана умова а) теореми 1. Тоді для 

довільного о ї  0 і будь-яких дійсних матриць С і G має місце 

включення

при довільній дійсній матриці D. Якщо S(a )  > 1 на множині 

додатньої міри Л'бега Л, то l lm Hw( t )  = оо.

[ Q ( C , ^ , l o ) H ( t , a )  ♦ ^ ^ d y [ Q ( G , ^ , l a ) H ( t , a ) ] j  e I2fO,«oj

і для іюрми виконується співвідношення

j Q r c . g f . t o w t . o ; ! ^ ^  + | в г о , ^ л о ; я а , а ; | ^ ^ и | |  ̂  = 

>7*|<ЗГС,ЧА.,іаЛг  ,7 ° | q fG ,U , (o ;| 2 г ~>,.,,

" МЬїймйі* * * 4 jF « C ^ ?  *№ ' S (° ‘ ■

теоремі пихаи штинуктьс̂ умова а; теореми 7. икщо

зир Sfo; < 1, то Zіш » J t )  = 0, roft.x.u; Н
t ►оо

Теорема 2. Н5хай виконується умова в ) теореми 1. Якщо

а в
В §1.2 похідну замінімо оператором Бесселя fl = -5 'дог
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тГШ* x € (0,+<*>), V0 > О. Методикою §1.1 показано твердження 
теорем І І 2 В просторі Я1г вимірних при ВСІХ її) ПО t І І  ВІДНОСНО 

а-алгебри борелевих множин площини ( t ,  х ) функцій, ,цля яких 
00 ^

°dx  < мо, (v 0 2 О)
о

з скінченою нормою, заданою ( 1 ) .
Об'єктом дослідження §1.3 є мішана задача для лінійного 

стохастичного диференціального рівняння з частинними похідними 

та узагальненими крайовими умовами ( типу функціоналів )

d.u(x,t, ' j3) я еГ-2^ \u (x , t ,u )d t  + (jf— - W x , t,bj) (flr(t)  +
* І  вхр ) 1 dxpJ

u (x , t ,w ) v ( v ,  t ) ,  ( 4 )

u (0 ,X )  = f ( x ) .  f ( x )  € wl2, (51

Ф̂й = 0, J = 1, 2, ... I, (6 )

де E (\ ) ,  Q(\ ),  R (\ )  e многочлени степеня не вище т, Ф й -
- лінійні неперервні функціонали над вектор-функцією й = [ и ( х ) ,

и ( р ) ( х ) , . . . ,  u (m~n ( x ) j ,  яка належить простору УІ^(а,Ь), І = тр з 
введеною Нормою 

ь

I’ ■,

l*lf = ] \ g ( x )\ 2dx * J [ | ^ F |  - \ \ f ( v ) ^ l \ ^ ] d x .
a a v

(T)

Припустимо, що оператор р-кратнпго диференціювання має 

дискретний спектр , причому базис складається із власних

функцій І р( х ) , відповідних цим власним значенням.

Розв'язок відшукується у ВИГЛЯДІ

U ( t , X , W )  = f  T . ( t , W ) l . ( X ) ,  ( в )
k*1 к k

де T. (t , t i ) l - невідомі випадкові функції.я
Лежа 2. Якщо

З̂Р ок = + Of + t \ [ l n ( K f 2( v ) ^  + 2f (V )Pk ) -
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- f ( v ) P k] n (d v ) } = 7, < +<», ( 9 )

to майже напевно розв'язок u ( t , x , u ) задач} ( 4 ) ,  ( 5 ) ,  ( 6 ) ісяуе і 

'Іналежить при кожному фіксованому t , де

ak = ReE(Xk) ,  6к = ReQ(Xk) , б£ = ReQ?(\k) ,

= ReR(\k) , - ReF?(\k) .

Теоуема 3 . Для стабілізації в середньому квадратичному

розр'язку задачі ( 4 ) , ( 5 ) , ( 6 ) ■  необхідно і досить, щой 

виконувалися нерівності ак < О, к & 1 і з ймовірністю 1 існували 
стохастичні інтеграли

t

Q l n [ l + f ( v ) f > l  + 2f (v)p^vn£) ,df7 < н » ,  к *  1. (10)

§1.4 присвячений існуванню і стабілізації в середньому 

квадратичному розв'язку задачі Діріхле для стохастичного 

рівняння п-го порядку по t

+ * Г  4 . ^ W t  = <jf Л , Ж \ и(Х , х , ы № Ш .  *
a t n ' L a t  dx? J  , 1 a t  д з?* а г

• ( i d

Ф.й = 0, 1 = 1 , 2 ,  . . .  I  = mp; (12)

' H

^ 7 І  = <P.W,  J = 0, 1..... n-1. (13)
dtJ I t=0 J

де yM, Q, Q1 - диференціальні оператори зі сталими

коефіцієнтами степеня (п-1) від —  і степеня т по, —  ,
at дз?

Розв'язок задачі (11) -  (13) також будується у вигляді ряду
(Я.)-, Ііри умові. експоненціальної стійкості’нульового розв’язку

рідповідноі детермінованої крайової задачі (11) ,  (12) , певній

ладкості початкових функцій і виконанні нерівності

Т  I T f z ; n  + M ( l z , X . ) \ *
< f (14)
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нульовий розв'язок стохастичноі задачі (11) -  (13) асимптотично 
стійкий.

Результат цього параграфу ілюструється на прикладі задачі 

коливань стрі.жня, на який діють "білий шум" та пуассонівське 

збурення.

„В §1.5 отримано умови стабілізації розв'язку крайової 

задач* для систем стохастичних рівнянь з частинними похідними 

спеціальної конструкції із змінними коефіцієнтами від 

просторових ЗМІННИХ.

Позначимо через G компактну область в Еп з межею Г, 2f£J - 

матрицю з елементами (s{Jft ) V tJ ( t { де WlJ ( t .) - незалежні 
ВІНеріВСЬКІ ПрОЦвСИ з нульовим зсувом і матрицею дифузії S = 

SlJf які узгоджені з потоком о-алгебр J t .
В області G* - (О.оо) х G х 0 розглянемо однорідну крайову 

задачу для систем стохастичних рівнянь

%f*B[L(Dx j ) u  » %l Z ( t ) Q [ l ( D x ) } u + y (v )R [L (D x ) } u ( t , x , w : v ( v , t ) ,  (15)  

u |t=o = v ( x ) ’ IjfefDx','u |r = 0f ter°* ’.... mE (16)
\ :

де L ( D J  =t J =(g ^ ( a t/x;g|-) - aQ( x ) ,  ar > 0.

E(X),  Q(\) ,  R(XJ -  кбадратні матриці' розміру N, елементами яких 

є многочлени степеня відповідно тЕ, mQ, mR, наприклад,
mQ ^

Q(\) = f J = Q ; u = u ( t ,x ,w ) = c o l o n f u U ,

= const, m -  max(mM  If,,ft; незалежні між собою
ft Zi LJ И I J  #

cfT
випадкові функції, ~ узагальнена похідна, cEft/ =

( S i ( Я tJ ) ,  M(T, ( t ) )2 = S - t ,  M -  операція математичного

' сподівання.

Будемо вважати функцію u( t ,x , io ) елементом простору 

G f O . c o ^ ^ f G ) , де H^fG )  -  підпростір гільбертового простору 

H2(G) функцій сумовних з квадратом з ймовірністю 1 в нормі L2(G)  
і таких, що ряд Фур'е по повній ортонормованій системі 

збігається з ймовірністю 1. Норма в Н214 визначається те;;:
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»U«L = Г  [ |ul2 + \LM(Dx)u\2]dx.

feoye.m 4. Нехай:
1 ) коефіцієнти aiJ (T ) належать класу С^**а (0 ) і оператор L(D%)

рівномірно еліптичний: ^ a {J (x )a laJ 2 б|а|2, б = const > 0 в

області G с Еп, яка обмежена поверхнею Ляпунова Г;
2) власні числа матриць Е(\к) задовольняють нерівність Re$(\k )  к

К -Q0\  ( ft = 1 > 2, ... ) ,  а норма матриць, піднесених до

квадрату елементів

Ак = [SQ(Xk) l (2 )^ f z( v ) ^ R (\ k) ] (2)J [ ( Z I  + Ef\J|j r ,] f2Jdfe,

ft = 1, 2, ... строго менша одиниці, індекс (2 ) означає

піднесення до квадрату елементів матриці, cQ > 0, І  - одинична 
матриця;

3) початкова функція <р(х) належить класу Н ^ іО ) .
Тоді існує і єдиний розв'язок крайової задачі (15 ), (16 ),  

належить класу Н2™ і асимптотично стійкий в середньому 

квадратичному.

У §1.6 і §1.7 проводиться дослідження розв'язку задачі 

Коші в області GT = П[( f) х D, де р ) = Н 0,Т ) *

(  О < Т $ «о ) , для квазілінійНого параболічного рівняння

- Y  ak(t,x )lf iu (t,x ,u )  + b (t,x ,u (t,x ,< 00 ^ ^ . )  +
|feU?b

+ № ( t , V ) U ( t fX , U ) v ( V , t ) ,  t > 0 (18)

U(t,X,W)\t=t = <р(х,ш), (19)

Нас ц і кявить і снування майже напевно і асимптотична 

стійкість при t - * оо в середньому квадратичному розв'язку задачі 
(18 ), (19) за нормою

- 9 -
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l u ( t , x , u ) l L * U(\4( t,x,b>)\2)dkc^, (20)

П
Теорем  5. ( про існування ) Якшо виконуються умови теореми 

існування фундаментального розв'язку Z ( t , %,х ,у )т) відповідної

детермінованої задачі у шарі П,. „.і початкова функція <p(x,w) є
1 о

€_ L i і для довільних f ^ t . x . w )  і f j t . x , ш) в 12 справджуються 

нерівності

Jb ( t , x , f  ) { ?  і  1 + І / ( t , x , u ) \ 2 , (21)
' ьг  1 ьг

W t . x . f ^ - b t t . x . f ^ n l  і  £0 І/г -/,\\2> \  > 0. (22)

'і од і існує і єдиний з Точністю до стохастичної 

еквівалентності розв'язок, для якого справедлива нерівність

|u ( t ,z ,u ; |  S *(|ф|т +7J, (23)
2

де k залежить від с, .0, t Q, Т.
Теорела 6. Нехай виконуються умови теореми Б, для 

Z ( t , x , x , y ) виконується оцінка ( к * ) * * , а функції b i t , x , u ) і 

p( t ,v . ' задовольняють умови

l b ( t , x , f ) \ 2 $ q i t ) [ f \ 2T , (24)
2 2

I

крім ТОГО,
00 оо 2

J c f U d T  = Т < +оо.

0

Тоді, нульовий розв'язок задачі Коші (18 ) ,  (19) є стійким в 
середньому квадратичному.

Якщо, для функцій b ( t . x . n )  і p ( t , v )  виконуються умови 

теореми 6, а для Z ( t , i , x , y )  вірна оцінка ( Х * Ґ } , тоді нульовий 

розв'язок стохастичної. задачі буде асимптотично стійкий в 

середаьому квадратичному, тобто

Піп |u ft ,х,ы) I f  = О. (25)
txx »  г

Властивість 2m-го моменту інтеїрала Вінера-Іто привела до

дослідження поведінки 2m-rо моменту розв’язку задачі Коші пля

квазілінійного рівняння в §1.7.

* ) Эйдельман С.Д. Параболические системы. М. - Паука. 1964.

- 444с.
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Теорема 7. Якщо фундаментальний розв'язок Z ( t , x , x , y )  
задовольняє умову ( \ * ) , а для b ( t , x , f )  справедливі нерівності 

(21) ,  (22) , то на (0,и>) існує розв'язок задачі Коші, для якого 

справджується оцінка
і

< ^(іф і^ г г2) е х р Ш л ) .

Якщо ж для b ( t , x , f )  виконується нерівність (24) , 

де qQ = ^tn~’q ( t ) d t  < и,

та - 1
■го I t

Якщо ж для Z ( t , i , x , y )  виконується оцінка ( Х р ,  то розв'язок 
є асимптотично стійкий по І̂нормі і вірною є (25) .

У §1.8 для лінійного стохастичного параболічного рівняння 

із збуренням типу "білого шуму" побудовано розв'язок задачі Коші 

і виділено функцію Гріна як ядро оберненого оператора.

В області G,f = І О, ТІ х Еп х П розглядається задача Коші

• dtu ( t , x , u )  = ^A(t,Dx )u ( t ,x ,w )  + /("t.x/jdt +

+ [і9( t,Dx ) u ( t , X M ) + g ( t , x ) ] d H ( t ,w ) ' (26)

u ( t , x , ij;|t=0 = 4>(T), (27)

де A( t ,Dx ) ,  B ( t ,Dx ) - диференціальні многочлени виду

A ( t ,Dx) = £ •  B ( t ’Dx> = £ V tJ®£’
ІкІ^гЬ Iklim

f ( t , t ) ,  g ( t , x ) ,  <p(x) - детерміновані функції.

Теорема__8, Якщо коефіцієнти многочленів A( t ,Dx ) і B ( t ,Dx )
неперервні функції по t і виконується умова

ReA(a,ta)  і І І т ( В ( з , І а ) ) г  і  - в г |о|2Ь + с ( , (28)

то 9 ймовірністю 1 існує функція Гріна G(t,x,w)-, яка має

стохйстичтіий диференціал по t і похідні по і. З її допомогою

розв'язок задачі ' (26 ) ,  (27) визначається за формулою

11 -



Щ - j G( t, u,\T f ,’оифі iMt, + jch J  G( t , i , z ~ ) -

£ О E
n t «

, 0 , ) з ( х , і ) Щ  t fj GrttT,i-{,(ij,'g('C,Ud5tMn,ub (29)

I

т

0£
?bНто ф «•: ( r  (En) , / t C ĈIIJ, Bit  ,D )g ( t  ,.v) і  C%( Ш, то для 

нОрми розв’язку

Jufl ,.T,u.)|“ b = ^  auplJID^ui £ ,x,u)y |
ik!^2b 

виконується нерівність

(Uit,x,w;f“b < !.;[|ф|;̂  e '|/la + IBtt.i.JelJ. !30j

Якщо ж ф < C(En ) , то

_ ІМ '
IUDkuit,x,u<)\ S Ct ь (|ф|2Ь + ;/la +. IB{t,Dx)g\a], к ^ 2b (31)

A* !/ fa  -  l/ lc ♦ tfJa . [ f l a = sup * * № )
~ ' n I I

x*Ax£E
<L*C',7)n

!/l ?fa -- 2^ axip\Dkxf ( t , x ) \ .
!кІ$гь n

У Іі розділі розглянуті стохастичні моделі задач для 

регулярних і сингулярних рівнянь математичної фізики з 

вінерівськими і пузссонівськиш збуреннями в коефіцієнтах, при 

наймолодших похідних і детермінованими початковими уморзми і 

отримані достатні умочи експоненціальної стійкості в '.-ередньому 

квадратичному розв’язків детермінованих і стохастичних додач 

коливань і теплопровідності.

У регулярному випадку вивчаються:
»

І) процес коливання струни (§2.1), що описується РІВНЯННЯМ

0  - - г «® (1 - s , ® ^ UJ)« - Ц /r. A v . t )  - 0 ,3?,

1 характеризується крайовими і початковими умовами

-  12



u ( 0 ,1) - u ( l , t )  = 0, t Z 0 (33)

u{x ,0) = ф<х); utfx,0J = ф(х,). f34J

Нехай початкова функція ці(х), визначена на [0,11, має 

кусково неперервну 3-у похідну, причому ір(0) = ф( І )  = О і 
Ф" (О) = ф" ( І )  = О ( належить класу КС3 ), а початкова функція 

ф(х) (  КС2, то існує класичний розв'язок детермінованої задачі.
Якщо коефіцієнти рівняння коливань задовольняв̂ умови

р > О. (З*  = ^  + 7 -  J  > о .  . р ,  = а - ‘ / р * .

то його розв’язок е експоненціально стійкий, тобто

|и(х,ПЦ « (і ♦ -§ _ ♦ y a r p f -  figt;(|v| ♦ ІФі).

У припущенні, що розв'язок детермінованої задачі експоненціально 

стійкий і для коефіцієнтів стохастичної задачі виконується умова

а4 Ц і  ♦ Щ  [ s f  + s fJ  < t ,

розв'язок стохастичної задачі також експоненціально стійкий з 

параметром а > О

*'......... - ■ • -  s
? А  1 І  -> о Г  1 І

де

II) Задача Діріхле для стохастичногорівняння

теплопровідності *(§2.2)

= b u ( x , t , u 0 £ ’“ i  +

+ CH(x,t,ti);f f ( v ) v ( v , t )  (35)
V

з крайовими умовами

u(0, t , to) = ?і( 7., t ,ш.) = 0 (36>

i початковою

u f  r . o . w j  <p(:r.).  ( 3 7
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Розв'язок детермінованого рівняння теплопровідності має 

похідні, що входять в рівняння в замкненій області (  0 $ х  < І ,
0 < t і  Т )  і задовольняє умови (3 6 ),  (3 7 ) при довільній 

кусково-дифер°нційованій функції q ( x ) , що перетворюються в нуль 
при х  = 0, х  =■ І. Він е завжди експоненціальноОїтійкий, бо його 
Ь2 - норма задовольняє нерівність

|ufi,tj| S е х р ї -с ґ ^ і іц р і

Достатня умова експоненціальної стійкості нульового розв'язку 

стохастичної задачі в термінах коефіцієнтів і власних значень 

М8Є вигляд

А = [Ьг  * с2| f ( v ) ^  < 2- & ? .  (38)

причому

Jf{|u(r,t,uUJ2j $ є ^ іфі2 ,

де а = 2cP%  -  А.
13

У сингулярному вилажу вивчаються:

І) процес коливань (§2.3)

0  -  г $ ї  -  ' ( 7 : * , ^ ) - ^  + S 2 u ^ ( v f v ( v , t ) ,  (39)

де

в*-у=' - $ *Ъ " $ ' (к = *' + 1 > 0)
з початковими умовами

u ( x . V . t ) \ t=0 = <Р(х.у). gr|t =0 = Ф(а\у); (40)

‘крайовими по х  u ( 0 , y , t ) = u ( l , u , t )  = О, t , y  > О (41)

no у: в) випадок: у є (O.R) ^ | y=o=0,u|y=/Ĵ 0 (42)

б) випадок: у e [0,+m) Щ \y=0 = О (43)

Введемо в розгляд простори функцій Г.я, у яких ,функцн

-  14



f ( x , y ) визначені і неперервні на 10,11 х 10,RJ у точках О, I ,  R 

приймають нульові значення з скінченою ваговою нормою

ги і

І Л а . і . я *

або визначених на [0,11 х 10, т] з нормою

Zoo 1
J/I «. = ПТіЯ'я.УЛ V$/<ir)2-

2.l.Rt

Відносно початкових функцій ф і ф будемо припускати, що 

вони розкладаються в абсолютно і рівномірно збіжні ряди Фур'е за 

власними функціями крайових задач у випадку а), а у випадку б) 

існує перетворення Бесселя по змінній у. Розв'язок крайових 

задач будемо шукати методом розділення змінних, 

а) Якщо коефіцієнти відповідного (39) детермінованого рівняння 
задовольняють умови

0 > О, ^  + 7 + [L(v )2 - fif > 0, (44)
І аг

то норма розв’язку задовольняє нерівність

\ u ( t , x ,y ) l2 l R І  4 [ 1+̂ ~  * p-j-y) ехР ( -  ^ ( іФ І  + ^О '

ле Ртг = й( ”г + р + ^  Y '  ~г + ^СіУ)г - найменше

власне значення відповідної крайової задачі.

Для стохастичної задачі (39) -  (42) виконання нерівності 

(44) і умови

а4 < 1 (45)

е достатньою умовою для експоненціальної стійкості розв’язку 

стохастичної задачі, причому

/

* 7Г~
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хехр[-(р - Л м )і](|ф|2 .+ |ф|2].

0) Отримано аналогічні умови стійкості розв’язків детермінованої 

і* стохастичної задач при у і  fO,ooj. Аналогом умови (44) для 

детермінованої задачі е виконання нерівності
 ̂р 2

(З > О, + 7 - ^  > О. (46)
І а

і1 пл стохастичної задачі Г3$; - (41) ,  (43) при виконанні 

співвідношення (46) отримуємо залежність між коефіцієнтами і 

власними значеннями для експоненціальної стійкості розв'язку

< 1, (47)

тобто

де

2
^|urt.x.yfu))|2}2t, R * « 4(7 + - g g -  * p,J x 

xexp[-<p - 4,)г][5фі2 + іфі2],

її) Мішана задача для стохастичного сингулярного рівняння 

теплопровідності (§2.4)

d a f g ^ . t jUJ2 = а 2Э + a f [ ~ 2  + £  g y ] u C x , y , t +

з початковою умовою uj t_0 = <р(х,у), 

крайовими умовами и \х- 0 = и|х-і = °*

(49)

(50)
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а також

a> о = “І*"* =
(51)

361 -  У £ СО, но) (52)

Слід ВІДМІТИТИ, що розв'язок відповідної детермінованої 

задачі е експоненціально стійкий як у випадку а), так і б),

а) Розв'язок стохастичної задачі (48) -* (51) буде стійким за

у мог и

б) Умовою стійкості нульового розв'язку задачі (48) -  (50 ) ,  (52) 
е нерівність (38 ), при виконанні якої справджується оцінка

В останньому §2.5 отримано умови асиптотичної стійкості 

нульового розв’язку задачі Коші для зліченної системи звичайних 

стохастичних рівнянь, до якої можна звести задачу з частинними 

похідними та наведено приклад.

Для лінійного рівнянння спеціальної конструкції,

коефіцієнти якого містять "білий шум" і пуассонівські збурення, 

побудовано розв'язок задачі Коші і встановлено умови 

асимптотичної стійкості нульового розв'язку в середньому

квадратичному;

- отримані необхідні і достатні умови стабілізації 

розв'язків мішаної задачі для рівнянь із сталими коефіцієнтами

І го порядку по t та узагальненими крайовими умовами;
- встановлені умови асимптотичної стійкості нульового 

розв’язку задачі Діріхле для стохастчного рівняння гс-го порядку 

по t і результат застосовано до модельної задачі асимптотичної

(53)

2 2 - 2  
де аг * aQa 1

!l{\u(x,y,t,u)\2}2 l R*  ̂ J\rfe:cp[-(2a^.r-i4)tj |ф|г
г , і . я*’

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ t висновки

де - а2̂ .
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стабілізації стрижня, на який діють "білий шум" і луассонівські 

збурення;

- доведено теорему про існування і асимптотичну стійкість у 

середньому квадратичному розв'язку крайової задачі системи зі 

змінними коефіцієнтами спеціального вигляду з багатьма 

просторовими змінними;

для квазілінійного диференціального рівняння

ийраболічного типу зі змінними по t і .т коефіцієнтами отримано:

- умови стабілізації розв'язку е середньому квадратичному

2-го моменту рсзЕ'яку задачі Коеі при наявності “Сілого

"шуму" і пуассонівських збурень,

поведінку 2т-го моменту ' з̂в'язку ігри, наявності

неперервних збурень ( "білого шуму* ).

- отримано зображення розв’язку задачі Коші за допомогою 

функції Гріна для лінійного стохастичного рівняння і проведено 

оцінки похідних розв’язку в спеціальному нормованому просторі;

- отримані умови експоненціальної стійкості розв’язку 

однорідних задач Діріхле для рівнянь коливань і теплопровідності 

з сталими коефіцієнтами і однією просторовою змінною;

- для задачі Діріхле з оператором Бесселя доведено теореми 

про експоненціальну стійкість ропг'язку в середньому 

квадратичному в прямокутній області і. необмеженій смузі.
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Перун Г.М. Стабилизация решений стохастических диф{ервн- 

циальных уравнений с частными производными и пуассновскими 

возмущениями.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико- 

математических наук по специальности 01.01.02 - дифференциальные 

уравнения, Черновицкий государственный университет, Черновцы,

1995.

Защищается 15 научных работ, которые содержат условия 

стабилизации в среднем квадратическом решений задачи Коши и 

смешанных задач для линейных уравнений специальной конструкции и 

квазилинейных уравнений параболического типа. Получены условия 

экспоненциальной устойчивости в среднем квадратическом в 

терминах собственных значений краевой задачи и коэффициентов 

уравнения задач Дирихле для стохастических регулярных. и 

сингулярных уравнений колебаний и теплопроводности.

Реrun G.M. Stabilisation of solution of stohastic equations 

with partial devivatives and Poisson's disturbances.

Candidate of Science Thesis ( Physics and Mathematics ) 

specialization 01.01.02 - differential equations, e.iemivtsy 
University, Chemivtsy, 1996.

The 15 scientific works are protected, which concerns 

conditions of mean-aquare stabilization of the Cauchet problem 

solutions, combalned problems for linear equations with special 

structure and quasilinear parabolic equations. The conditions of 

exponential mean-square stability have been obtained in terms of 

eigenvalues and Dlrihle problem coefficiients for recular and 

singular equations of heat conductivity and vibrations.

Ключові слова: стохастичне диференціальне рівняння, вінерівський 

процес, міра Пуассона, задача Коші, крайова задача, 

експоненціальна стійкість, стійкість в середньому квадратичному.
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