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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ.

А ктуальність теми. Дослідження станів нескінченних систем 
(заряджених частинок є важливою оадачею сучасної математи^чої 
фіоики, яка має як прикладне так і теоретичне (значення.
Стани систем наряджених частинок повністю визначаються послі­
довністю функцій роїіподілу, в класичному випадку, та елементами 
редукованої матриці густини — в квантовому, При скінченному чи­
слі частинок і об’ємі системи ці функції о математичної точки оору 
визначаються строго. Для визначеная ж функцій розподілу, або як 
їх ще називають, кореляційних функцій та редукованих матриць 
густини, що описують нескінченні системи заряджених частичок, 
необхідно у відповідних виразах для скінченних систем попряму­
вати (при постійній густині) число часток і об’єм до нескінченності, 
тобто виконати так званий термодинамічний граничний перехід. 
Для систем з короткодіючими потенціалами ще в 60-ті роки були 
розроблені потужні методи побудови кореляційних функцій у тер­
модинамічній границі (це роботи Е. Л. Ліба, Дж. Л. Лібовіца, Д. Рю 
сля, М. М. Боголюбова, Д. Я. ІІстрини, Б. Л. Хацста та інших). 
Проблема обґрунтування термодинамічного граличпого переходу 
для систем заряджених частинок досить складна і вимагає роо 
робки та використання нових математичних методів. Суттєві ус­
піхи при дослідженні систем заряджених частинок пов’язані о пра­
цями Д. Бріджеса та Н. Федербуша (іонні системи), О. Л. Ребенка 
(іонно-дипольні системи), Т. Імбрі (системи типу желе) та інших. 
Більшість о цих результатів пов’язані з можливістю представлення 
функцій розподілу та елементів редукованої матриці густини скін­
чений:  ̂систем заряджених частинок у вигляді функціональних ін­
тегралів за ґауссовою мірою з наступним дослідженням їх термо­
динамічної границі методом клпетерних розкладів. Ефективність 
такого підходу базується на його тісному зв’язку о евклідопою те 
орісю поля та використанням фейнманівських інтегралів у к ванто



вій теорії поля, іцо робить можливим використання напрацьованих 
там методів та фіоичної інтуїції.
Однак слід зазначити, що побудова кластерних розкладів вихо­
дячи о представленнь функцій розподілу або елементів редукованої * 
матриці густини скінченних систолі оаряджених частинок функ­
ціональними інтегралами оа ґауссовими мірами («технічно дуже 
складною внаслідок того, що іауссове поле в вагальному випадку 
не є полем о незалежними в кожній точці оначсппями. У зв'язку пс 
цим О. Л. Ребенком було оапропоповане нове представлення фуіи- 
цій розподілу класичної системи нейтральних частинок функціо­
нальними інтегралами оа іншою, пуассоновою, мірою. Пуассонове 
поле вже с полем о неоалежними в кожній.точці значеннями, що 
оначно спрощує побудову та аналіо кластерних ропкладів і оа ра­
хунок цього дозволяє сподіватися на одержання результатів, які ще 
не були отримані в рамках “ґауссового підходу” . Ці сподівання ве­
ликою мірою підкріплюються тим значним розвитком, який дістав 
в останні роки неґаусс.овий, і зокрема пуассоновий, нескінченно- 
вимірний аналіз зусиллями таких математиків як И. Іто, І. Кубо, 
Ю. М. Береоанський, ІО. Г. Кондратьев, С. Альбеверіо, Г. Ф. Ус, 
Л. Штрайт та інші.
виходячи о вищесказаного, актуальною представляється задача 
узагальнення запропонованого О. Л. Ребенком представлення функ­
цій розподілу класичної системи нейтральних частинок на випал 
док систем оаряджених частинок (як класичних, так і квантових) 
для найбільш загальних потенціалів взаємодії з наступним їх до­
слідженням.
М ета роботи . Побудувати представлення функцій розподілу та 
елементів редукованої матриці густини системи заряджених ча­
стинок інтегралами за пуассоновими мірами та дослідити існу­
вання термодинамічної границі для випадків краківського потен­
ціалу взаємодії заряджених частинок о твердою серцевиною та ба- 
гаточастиннового потенціалу. ■ *



з

М етодика досліджень. В роботі використовуються методи 
евклідової квантової теорії поля та нескінченновимірного пуассо- 
нового аналізу.
Наукова новизна дисертації полягає в тому, що в ній вперш;;
• сформульовані та доведені аналоги теорем Віка (звичайної та 

узагальненої) для випадку пуассонових полів, що виражають пра­
вило, на яким добуток пуассонових полів та добуток їх нормаль­
них добутків виражається через лінійну комбінацію нормальних 
добутків;

• побудовані представлення функцій розподілу та елементів реду­
кованої матриці густини скінченної системи заряджених части­
нок о потенціалом, що (задовольняє умову стабільності функціо­
нальними інтегралами за пуассоповою мірою, причому в кванто­
вому випадку розглянуті статистики Польцмана, Фермі-Дірака 
та Бозе-Ейнштейна;

• ізоайдсиі найбільш слабкі умови на багаточастинковий потенціал 
взаємодії класичної системи наряджених частинок, що забсзпе- 
чують існування термодинамічної границі та (збіжність кластер- 
них роикладів для систем з багаточастинковою взаємодією.

Теоретична та  практична цінність. Одержані результати 
дають основу для подальшого розвитку статистичної механіки за­
ряджених частинок з Застосуванням методів нескінченновимірного 
пуассонового аналіоу і, крім того, можуть бути ефективно викори­
стані для розрахунків конкретних термодинамічних величин. 
Апробація р оботи . Результати дисертації доповідались:
-  на міжнародній конференції з теорії операторів та їх застосу­

вань (Регенсбург, Німеччина, липень - серпень 1995 року); 
па міжнародній конференції “Методи математичної фішки" 

' (Рахів, Україна, 11-17 вересня 1995 року); 
на семінарі “Оператори математичної фізики" відділу функ­
ціонального аналізу Інституту математики IIAll України (корів 
ник семінару академік НАМ України Ю. М. Бережанський);



-  на семінарі “Математичні проблеми ста аистичної механі­
ки та квантової теорії поля" відділу математичних методів 
в статистичній механиці Інституту математики ИДН України 
(керівник семінару — чл.-кор. НАН України Д. Я. Петрина). 

Публікації. За матеріалами дисертації опубліковано 9 робіт, спи­
сок яких наведений нижче.
О собистий  внесок. Дослідження, представлені в дисертації, е 
результатом самостійної роботи автора. Вони узагальнюють ре­
зультати, одержані особисто автором або за участю співавторів. 
В останньому випадку співавторам не належать ідеї, які знш ліли 
своє відображення в дисертації.
С труктура  та  обсяг р оботи . Дисертація складається зі всту­
пу, чотирьох рооділів, двох доданків, списху уживаних позначень, 
списку літератури, що містить 56 найменувань, викладена на 85 
сторінках і включає 15 малюнків та велику кількість діаграм.

О СН О ВН И Й  З М ІС Т  РО Б О ТИ .
У вступі обґрунтовується актуальність та важливість питань, що 
рооглядаються, подасться стислий огляд о історії розвитку теорії 
нескінченних систем (заряджених частинок, стисло викладається 
зміст роботи та формулюються основні результати дисертації.
В першій главі дисертації викладаються основні положення, фор­
мули та теореми нескінченновимірного пуассонового аналізу у фор­
мі, оручній для подальшого використання.
В першому параграфі першої глави розглядається оснащений гіль­
бертів простір 5(7’) С 7^(7\ А) С S'(T), де />2(7’, А) — простір 
квадратично інтегровішх дійсних функцій, оадаиих па деякому се­
парабельному топологічному просторі 7 'з  сг-скінченпою борелевою 
дифузійною мірою А(-) та визначається (означення 1.1) (некомнен- 
сована) пуассонова міра Р] (•) на просторі узагальнених функцій 
повільного зростання S'(T) через її характеристичний функціонал:

/  d P j =  exp ■[ /  , 'v{ t)(ciwW _  1 )|, ( 1.1)



в

де V? Є S{T), < ■, • >  поойачає спареная в сенсі Ь%(Т, Л), а міра 
v(-) с скінченною та абсолютно неперервною відносно міри А( ), 
тобто: du/dX =  z Є L\(A, Л).
В другому параграфі першої глави вводиться простір L , =  
=  L ^ (S \ n d P j)y вионачений як простір комплексноонамшх ква- 
дратично інтегровних відносно міри P j(-) функціоналів на 5'(Т). 
Нагадується, що простір включає в себе експоненціальні та 
мономіальні функціонали (твердження 1.1), а також, що множини 
Е =  {е‘<™> І <р Є 5 (Т )J та Р — І < iptq >| <р Є -S(T)] є тоталь­
ними в L j  (тверджеия 1.2).
Третій параграф першої глави присвячений формулюванню та д о­
веденню (на основі ооначеня 1.1 та твердженя 1.2) наступної важ­
ливої для подальшого викладення леми:
Лема 1.1. Для будь-якого F  Є L^:

/  dPj(q)F[q] =  е - ^  £  ^  /  du{t)\F І  * .]. ' (1.2)
я=0 п\-рп

В четвертому параграфі першої глави рооглядасться наступна 
“кластерна властивість” пуассонової міри, яка робить предста­
влення функцій рооподілу та елементів редукованої матриці гу­
стини функціональними інтегралами оа пуассоновими мірами зруч­
ними для побудови кластерних роокладів:
Твердження 1.3-1.4. Для будь-яких Д, Д' € ® (Г ) таких, що 
ДПД* — 0, та для будь-яких F, F1 € L j справедлива наступна 
рівність:

І  ЛРЇМРІЯХЛІР'ІЧХЬ') г
У (Г )

=  /  dP?[<l)F[qx& ] I  d p f w ^ q x д'З.
5*(A) S>(b')

д* ХД с індикатором множини Д.
В п ’ятому параграфі першої глапи наведені формули і\іія момен­
тів міри / ’/'(•)* пропонується оручне дія розуміння загальної оа



в

кономірпості графічне представлення ттих фор мул, коротко обгово­
рюється ов’яоок між моментами та сем і іи пар і антами міри та ро­
биться (твердження 1.5) груфа оцінка пверху кількості доданків у 
формулах для моментів (некомпенсованої) пуассонової міри.
В шостому параграфі першої глави формулюється "та доводиться 
(онов на основі ооначеня 1.1 татвердженя Л.2) паАупна лема, що 
виражає правило інтегрування частинами для (некомпенсованої) 
пуассонової міри:
Лема 1.2. Для будь-якого F Є та будь-якого Є S(T) 
справедлива наступна формула:

/  dPI(4 ) < <Р>Ч >  *4?] -  /  dPjiq) f  dv(t)<p(t)F[q +  St].
S<{T) PCT) T

• *
В сьомому параграфі першої глави вводиться означення Up-mspe- 
творення функціоналів F  Є L j  за формулою: *

№ ? ) ( { )  =  сГ (Є Г ' /  і Р Ї Ш ч У ' * * ,  
sm

де CJ(£) — характеристичний функціонал міри Р^(-) і £ Є S, дово­
диться існування оберненого перетворення Up1 та явно обрахову­
ються Up- та С/p ̂ перетворена від деяких важливих функціоналів. 
У восьмому параграфі першої глави визначається (означення 1.3) 
віківська регуляриоація функціоналів F  € оа формулою:

і наводяться явні формули для віківської регуляриоації експонен­
ціального та мономіального функціоналів.
Крім того, доводяться загальна формула для середнього від регу- 
ляриоованого (оа Віком) монома (твердження 1.6):

/  d P f{ q )  : П  <  > 'Р — П  <  Ф } ,г  > ,
S'(T) j =1 J=>

нагальна формула для регуляриоованих (оа Віком) мономів, або, як



ще кажуть, нормального дойутку пуассонових полів (твердження 1.7):

: П ?(<,) -.р= П (?(«,-) -  Е  S(ti -  tj)) (1.18)
J = 1  j = 1 ' 1=1 '

та наступна характеристична властивість такого добутку : 
Твердження 1.8. Для будь-яких У>1, • •->¥>п. £b • • • >£m (z S(T) 
справедлива наступна формула:

. ~ п т
J dpz (?) : П < <Рі,Я -  г >:р : П < ipj, q -  z >:/>=

s ’{T) 1=1 .  ;=>
п

&m,n 5Z П ^ *Рп%£ж({) ^ >
ІгЄ вд  i = J

де |тг(1),... , 7г(ті)| с перестановкою від j l , . . .  ,nj.
В дев ’ятому параграфі першої глави оа формулою:

І І І 
<  Ч>Ь ? > <  Ч>2, ? >  ••• <  ¥>Ь? > = <  Ч>\Ч>ї---Ч>к,Ч >

визначаються (верхні) “спареиня” довільної кількості пуассонових 
полів та формулюються (о доведенням) аналоги звичайної та уза­
гальненої теорем Віка для випадку пуассонових полів:
Теорема 1.1 (теорема Віка для пуассонових полів). Звичай- • 
ний добуток (некомпенсованих) пуассонових полів дорівнює 
сумі всіх відповідних нормальних добутків зі всіма можли­
вими [верхніми) “спареннями”, включаючи нормальний добу­
ток без спарень.
Теорема 1.2 (узагальнена теорема Віка для пуассонових полів). 
Добуток нормальних добуціків (некомпенсованих) пуассоно­
вих полів дорівнює сумі всіх відповідних нормальних добутків 
зі всіма можливими (верхніми) “спареннями”, що з'єднують 
(некомпенсовані) пуассонові поля з початково ріпних нор­
мальних добутків, включаючи нормальний добуток без спа­
рень.
Наводяться приклади.

7



Десятий параграф першої глави присвячену л формулюванню та 
доведенню наступної леми, що фактично^упагальнює формулу ін­
тегрування частинами, наведену в шостому параграфі-;
Лема 1.3. Для будь-яких функціоналів Ф, F  Є і для будь- 
якого ір Є S(T) справедлива наступна формула:

/  dPj{q) :<<p,q>  <%] :Р F[?] =  _
S>(T)

-  j  dPT{q):<b{q]:p f  dv(t)v{t)F{q +  6t} . '  
S<(T) * T

Як наслідок, io леми 1.3 отримується, що 

/  dPj{q) : П <  Фі,Ч >:р  F[?| =
S4T) J - 1

=  І  ЛР?{д)Ы и (1 )\ Х [ф ^ )Р [Ч +  £ * , ] .  (1.24) 
S*(r) Т  »=1

В одинадцятому параграфі першої глави рооглядаеться узагаль­
нений іооморфіом Вінерагіто-Сігала між простором L j квадрат 
тично інтегровних оа мірою PJ(•) функціоналів та простором Фока

H T ,v ) = ® ( L 2 { T ,v ) f \
п=0

що виражається наступною теоремою:
Теорема 1.3. Для будь-якого F  € L j існує таке /  Є !F(T,u), 
що

П й  -  £ -  Л  /  * Ю М Ь .<»> : п  (? (!,)  -  » ( « ,))  -р
П я в О У /П І ' р ч  * J = 1

і, навпаки, для будь-якого /  Є lF(T,u) F[g], що відзначено за 
цією формулою, належить до простору L j.
Доведено (твердження 1.9), що при цьому іпоморфіїзмі оператор 
множення на q(t) в просторі L  ̂ переходить в оператор q(t) =  
=  (а+(£) + г(<))(а“ (0  + і) у просторі Фока !F(T,i/), де а+(і) та 
a~(t) є звичайними операторами народження та знищення.

я



Покапано (твердження 1.16), що при іооморфіомі Вінера-Іто-Сігаг 
ла нормальному добутку пуассонових полів відповідає нормальне 
впорядкування операторів a+(t) та a~(t), тобто лінійна операція 
впорядкування операторів народження та знищення при якій всі 
оператори народження переносяться вліво, а всі оператори зни­
щення — вправо.
В дванадцятому параграфі першої глави розглядається компен­
сована пуассонова міра Pj'(-), визначена через наступний харак­
теристичний функціонал:

/  dPj{q)e'<v'q> =  exp f /  d v (t ) { e ^  -  iy>(t) -  1)1, 
s^T) lr J

та вводиться простір L j =  L2(5 '(T ), d P j) комплекснозначних ква­
дратично інтегровних за цією мірою функціоналів. Доведено (твер­
дження 1.11), що оператор зсуву

T, : F[ q } ->F [ q  +  z]

визначає ізоморфізм між просторами L 2 та L^.
За допомогою цього ізоморфізму на випадок компенсованих пуас­
сонових полів переносяться всі результати, отримані для неком- 
пенсованих пуассопових полів в перших десяти параграфах першої 
глави. Зокрема, слід згадати наступну формулу інтегрування ча­
стинами для некомпенсованої пуассонової міри:
Лема 1.4. Для будь-якого функціоналу Ф €  L j  т а  для будь- 
якого tp € S(T) справедлива наступна формула:

І  *РТ(Ч) < < f , q >  Ф[д] =  /  dP[(q) /  du(t)ip(i)<t>[q + 6t] -  
S»(T) S»(T) T

- < t p , z >  J dP?{q)<t>[q].
S>(T)

Віківська регуляризація функціоналів від компенсованого пуассо- 
нового поля природним чином визначається через віківську регу- 
ляризацію функціоналів від нескомиенсованого иуассоиового поля:

:Ф [ч ] :р = Т ,:Т ;1Ф[Ч) : Р .

/

s
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Характеристична властивість нормального доГ /тку компенсованих 
пуассонових полів тепер виражається наступною формулою:

/ — ■ m Т\ fib f 9
d P , (q) : П  <  <Pi,q > 'p  ' t l  <  <pj,q > ’■?=

s^T) \ 1=1, *=>
n

~  m̂,n 1C П б*' Vii г£»(і) >Vee, «=>»
ЩО Є справедливою ДЛЯ будь-яких < Р и - є S(T) І 
часто приймається оа вионачення віківської регуляриоації.
Після додаткового вионачення нижніх “спарень” довільної кількості 
пуассонових полів оа формулою

<  <Риq > <  <pi,q> " • <  v>k,q > = < Piva •••¥>*,* >
I_______ l __________ J

для компенсованих пуассонових полів формулюються аналоги зви­
чайної та узагальненої теорем Віка:
Теорема 1.4 (теорема Віка для компенсованих пуассонових полів). 
Звичайний добуток компенсованих пуассонових полів дорів­
нює сумі всіх відповідних нормальних добутків зі всіма мож­
ливими верхніми та нижніми “спареннями”, включаючи нор­
мальний добуток без спарень.
Теорема 1.5 (узагальнена теорема Віка для компенсованих пуас­
сонових полів). Добуток нормальних добутків компенсованих 
пуассонових полів дорівнює сумі всіх відповідних нормальних 
добутків зі всіма можливими верхніми та нижніми яспарен­
нями”, що з ’єднують компенсовані пуассонові поля з почат­
ково різних нормальних добутків, включаючи нормальний до­
буток без спарень. . ’
Узагальнений іооморфіом ВінераЛто-Сігала між простором та 
простором Фока / ’(7і, v) тепер дається наступною теоремою: 
Теорема 1.6. Для будь-якого Ф Є L \ існує таке /  € 
що .

ф[<?1 =  І !  -4=і /  dX{t)nf n(u \ . . . , * „ ) : п q{tj) ■р , (1-38)ft=0 \ П\'рп -/звІ
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* навпаки, для будь-якогЪ f  Є ^{Т , v) Ф[д[, що визначено за 
формулою (1.38) належишь до простору L^.
При цьому ізоморфізмі оператор множення на q(t) з L j  перехо­
дить в оператор tf{t) — a+(t)a~(t) +  a+(t) +  z(t)a~(t) в просторі 
Фока !F(T, и), а нормальний добуток компенсованих nojiia онову 
відповідає нормальному впорядкуванню операторів народження та 
оиип'ення.
В другій главі дисертації розглядається багатокомпонентна си­
стема оаряджених точкових частинок в обмеженій замкненій об­
ласті А, що воасмодіють черео двохчастинковий потенціал V(g, g')t 
де j  =  (е ,г) € G  =  £  х А, та будуються представлення функ­
цій ршподіду та елементів редукованої матриці густини такої си­
стеми функціональними інтегралами оа пуассоновими мірами. При 
цьому відносно потенціалу V(g,g') вважається, що він є вимірною 
на G2 функцією та оадовольняє наступну умову стабільності:

3J3 : Чп,Чди . . . , д я Є R3 V{g)\ >  -В п ,  (2.1)

Де =  («ь  • ■ •, 9п) » Функція

m ln =  Z  V (9 i,g j) ,  (2.2)

е потенціальною енергією системи п частинок.
В першому параграфі другої глави будується представлення пуас­
соновими інтегралами функцій роиподілу відповідної класичної си­
стеми, що визначаються оа формулою:

РАІаУт =  Н Ґ  Л  ~ J  Т  *Ь і) [ -  / т а и «], М

«

З/2
/і — обернена температура, z(g) =  — активність,
що відповідає частинкам о зарядом е, хімічним потенціалом /х(с)



та масою тп(є), а Нд — велика статистична с ма, що отримується
о умови Ра (т )о — і.
Основний результат цього параграфу виражає наступна 
Теорема 2.1. Функції -розподілу (2.3) великого канонічного 
ансамблю класичної багатокомпонентної системи зарядже­
них частинок в скінченному об ’ємі Л С І 3, взаємодія яких 
описується парним потенціалом (2,2), що є вимірною функ­
цією та задовольняє умову стабільності (2.1), можуть бути 
представлені у вигляді:

рЛзУт =  S(A)_1 /  *Р ?{я )' П ? (0. ) : є х р { ~ 0 Уа[?]}, (2.6) 
S'(о) ,=|

де за означенням

Ч я ]  =  5 /  dgdg' : q(g)V(g, g']q(g'): . (2.7)
z (\xE)*

В другому параграфі другої глави будуються представлення яуас- 
соновими інтегралами елементів редукованої матриці густини від­
повідної квантової системи аі статистикою Больцмана:

Pa((s ) L ( ff%)  =  Е  ~  / (dg)ZX Т К яд  х '  . '  п=о га!^ j=i
х exp [ -  (ІНІ+п\ {(g)l ,  {g)ZXl (g')L ( Ж і ) ,  (2-8)

де z(g) =  ер̂  — активність квантової частинки о оарядом є, 
exp [ -  /?ЯД+П](- ; •) — ядро оператора ехр [ -  /?#*],

— n-частинковий гамільтоніан і Дл' — оператор Лапласа о умо­
вами Діріхле на границі області Л.
Використання формули Фейнмана-Каца

ехР [ — 0Hn}{g>g')n — j  (dWg j (w))I x

• . x exp [ -  /  V(u>(t))ndt\, (2.9) 
0 f
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де < ? ( • )  — умовна міра Вінера, що відповідає ядру оператора
ехр І2̂ у Д А) і визначена на множині =  {w Є Е X C{Q\f3] :
ш(0) =  д, и>{0) — g',oj(t) € G Vd Є [0,/?]} разом о формулами 
(1.2), (1.24) та (1.18) дає можливість отримати наступний основний 
результат даного параграфа:
Теорема 2.2. Елементи редукованої матриці густини (2.8) 
багатокомпонентної квантової системи заряджених части­
нок зі статистикою Больцмана в скінченному об ’ємі Л С R3, 
взаємодія яких описується парним потенціалом (2.2), що е 
вимірною функцією та задовольняє умову стабільності (2.1), 
можуть бути представлені у вигляді:

Pa((9 )L  (g ')l) =  Н(Л)-1 /  ( (d W ^ {ш)Ут х

{ К м ) п

X І  * d p fA(q) : П q(u>i) : ехр f -  І  // dW^(u)dW^(u') X 

* « )  ,=і t o

х  : ?(w) /  v (w ( t ) ,u ' ( t j )  d tq (J ) : ,

dedW£(u) =  dgdWfif(oj). .
В третьому параграфі другої глави будуються представления пу- 
ассоновими інтегралами елементів редукованої матриці густини від­
повідних квантових систем оі статистиками Воое-Ейнштейна та 
Фермі-Дірака, що визначаються оа формулою

P A ( ( g ) L ( 9 ' t ) = z V  Е  ^  / ( Ж Г г Г а д  Е  «Г *п=о j=i ігєвт+.
х ехр [ -  £ЯД+П] ((g)l,  (g)” X l  (пд'Ут> № + ‘ ), (2.12)

де г} =  +1 — для статистики Боое-Ейнштейна, tj =  — 1 — для 
статистики Фермі- Дірака, a <Sn с групою перестановок п елементів. 
Формула Фейнмана-Каца (2.9), перетворення Жинібра та фор­
мули (1.2), (1.24) (1.18) приводять до наступного результатуг

ІЗ



Теорема 2.3. Елементи редукованої матриці густини (2.12) 
багатокомпонентної квантової системи заряджених части­
нок зі статистикою Воле-Ейнштейна або Фермі-Дірака в скін­
ченному об'ємі А С R\ взаємодія яких описується парним 
потенціалом (2.2), що є вимірною функцією та задовольняє 
умову стабільності (2.1), можуть бути представлені у в«- 
гляді:

£  ,** £  П (jVl"-1) х 

X /  ИЯІИІ і " ? * < » )  = n « W : x

X ех|> і -  '  j )  Д У .И Л П М  : ■ X
»«*)*

х jv{u (t\L r\t))d t +  i* 0 ( - f|) у  dWA(w)(p(a>) -  l)g(w)],
• *>а J

Л i(w) = zr{g)lp, fiA =  U f t f  я»а
F=*

/л * '« М -.-]=  f  /  
о. р=,пу’

І нарешті, *rroeepronfl параграф другої глави присвячений обго­
воренню можливості та доцільності узагальнення реоультатів, от­
риманих в трьох попередніх параграфах на випадок багатокомпо­
нентної іонноданольиої системи.

глава дисертації присвячена дослідженню, модельної си­
стеми класичних оарвджених частинок о твердою серцевиною, що 
на відстанях, більших оа діаметр частинки, воаємодіють через юка- 
вівськнй потенціал, тобто для якої:

* W )  =
-foo, |г — г'І <  2Ло; 

С£Г' і7=7Г» ! ' - * ' ! >  2До.



В першому параграфі третьої глави доводиться (твердження З.і) 
стабільність потенціалу Юкави о твердими серцевинами (3.1), що 
дозволяє (теорема 2.1) представити функції рооподілу відповідної 
системи функціональними інтегралами оа пуассоновою мірою.
В другому параграфі третьої глави вводяться “огладжені” функції 
рооподілу

рА ІФ т ) =  j  (й д 'У т Ф М У т Р л М У т , (3 3 )£jm
де ‘'огладжуючі" функції фт вибираються неперервними і такими, 
що supp фт С Х ь  |Х,} < сю.
З урахуванням формули (2.6) огладжені функції рооподілу пред­
ставляються у вигляді

РАІФт) =  5(A)-1 /  ЛР?{ц) <  >  ехр{ -  0VK[q}\, (3.6)
S*(G)

де Vŷ fg] оадається формулою (2.7).
Третій параграф третьої глави присвячений побудові кластерних 
розкладів для функцій рооподілу скінченної системи класичних оа­
ряджених частинок оі стабільним потенціалом взаємодії Для цього 
простір R3, рообивається на одиничні кубики Д (множина таких ку­
биків, що належать А пооначається 3)А) і будуються послідовності 
X* =  (X ) , . . . ,  Х п) та <9* =  (Уь . . . ,  Уп) таким чином, що К, =  Х % 
і для всіх і <  2 Хі =  Хі_і U Yit Yi Є 5>лух(- Як допоміжне також 
вводиться поняття “древесного” графа о п вершинами, під яким 
рооуміється функція (2, . . . ,  п) А  ( 1, . . . , « ) ,  така що і|(*) <  * для 
всіх і =  1 , . . . ,  п. Результатом даного параграфа с  наступна 
Лема 3.1. Згладжені функції розподілу скінченної багато­
компонентної системи класичних заряджених частинок, які 
взаємодіють через парний потенціал ( 2.2), що с витрною 
функцією та задовільная умову стабільності (2.1), можуть 
бути представлені у вигляді наступної суми:

s пх
РАІФт) =  £  ( - £ Г  * £  Ьхі(фт)/А(Хп), (3-Ю) 

п=) хЦ

itl
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де за означенням

ь ф т) =  £  / ( Ч - . П К (1) - ^ 2) І  *Р?(я)х«г:|»7(=п о *®а 5*(0)

х  <  д ^ і ф т  >  V !j(i),i[e ]exp J •“  ^ V x « ( 9 > ^ - u ( s ) « - i ) j >  (3 .1 3 )

мх) = ЩЩ }' (3,7)
а ведичими для будь-яких Х п С X  С Л, ре-
wypenmno задаються формулою

« г ( * * ? ,< » > )-< 1  -  . , ) {v * , ( , ; Х І „ (»)._ ,) +

+  К а д Ы } +  ».V* (**?-■• (•*->)■ (3.12)
Четвертей параграф третьої глави присвячений доведенню (збіж­
ності (в термодинамічній границі) раду кластерных розкладів (3.10) 
для “огладжених* функцій рооподйу системи, що розглядається. 
Для цього спочатку, оа рахунок введення регуляриооваиих “opioa- 
нюс” потенціалів:

М, |г — г'І <  2Ro\ 

ec' l S f *  |r -  r'l >  2Rq, 
розкривається невионаченність добутку

Д  ехр [ -  pV(q;  3Cn_ ,, (#)„_,)]

у виразі дяя Кхп{Фт) та доводяться три допоміжні оцінки, що ви­
ражаються наступними лемами:
Лема 3.2 Існує така незалежна від о б ’єму А, оберненої тем­
ператури 0  та “древесного” графа Т] константа Cq, що спра­
ведлива наступна нерівність:

/  dP % )  Й г/2(ї, Кк.), YM < с г 1 П "п ш

У*(9>9)

\Г(С) »=а і і=2 і=і



де ______________
и ^  = 0(¥ф),¥<)= sup /  C/*(|r — r'ljrfr'

* <M«) =  # { i  I чО) =  i j  позначає число ліній "древесного” 
графа т}, що входять в і-ту вершину.
Лема 3.3. Для будь-якого парного потенціалу, що задоволь­
няє умову стабільності (2.1), справедлива наступна оцінка:

Ц  «?(,)«р [ -  «*-•)]] <

С ,(0) = exp [ і  Ee€£ z(eKeVB -  l)j •
Лема 3.4. За умов Леми ЗА для всіх обмежених X  та А, 
таких що X  С А С R1, виконується наступна нерівність:

|/а(Х )І <  е ^ і

де с =  £  г(є).
*ЄБ

З використанням методу рівнянь тнпу Кірквуда-Зальцбурга отри­
мується також наступна
Лема 3.5. Якщо існують такі неперервні в околі нуля функ- 
ціхКф(Р) ІК((3), що

£  Ьх%(фт) <  Кф(0 )(К (0 )У  (3.29)

то для будь-якого обмеженого X  С R3 в сексі поточкової 
збіжності існує наступна границя:

f ( X ) = '\ im 3№ ) .  (3.30)

Подвійне використання нерівності Шварца у формулі (3.15) для 
Кхп{фт) раоом о лемами 3.2-3.4 дооволяс покаоати справедливість 
(при досить малих (і) оцінки (3.29), о чого внаслідок леми 3.5 випли­
ває наступна теорема, яка і становить основний реоультат третьої 
глави:

IT
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Теорема 3.1. Для достатньо малих /?, термодинамічна гра­
ниця для згладжених функцій розподілу класичної багатоком­
понентної системи заряджених частинок з твердими серце­
винами, що взаємодіють на відстанях більших за діаметр 
частинки через потенціал Юкави, існує і може бути пред­
ставлена у вигляді наступного абсолютно збіжного ряду:

р(фт ) =  Е  Е  Ьа 4фт)/(ХЯ), (3.46)г*3

де Ь.з(фт) та f ( X )  задаються формулами (3.13) та (3.30).
ті

В четвертій  главі дисертації досліджується класична багато­
компонентна система оаряджених частинок о багаточастинковою 
взаємодією

Ч * ) ' п =  Е  Е  Vp(xH, . . . , x ip), (4.2)
р=2 1<іі<-<і,,<п

що оадовольняє умову стабільності (2.1).
В реоультаті формулюється найбільш слабка та фізично орооуміла 
умова “експоненційного в інтегральному сенсі” спадання потен­
ціалу взаємодії, яка забезпечує збіжність кластерних розкладів для 
функцій розподілу відповідної безмежної системи.
Перший параграф четвертої глави присвячений узагальненню твер­
дження теореми 2.1 на випадок систем о М-частинковою взаємодією: 
Теорема 4.1. Функції розподілу (2.6) великого канонічного 
ансамблю класичної багатокомпонентної системи зарядже­
них частинок в скінченному об ’ємі А С R3, взаємодія яких 
описується М-частинковим потенціалом (4.2)> що с вимір­
ною функцією та задовольняє умову стабільності (2.1), мо­
жуть бути представлені у вигляді (2.6), де

в д = е  ±-мглт, яз)
р=2 Р '

k рдоів
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K (q -,y ....... у * » ) .  - « ( Л : »
V .*  » l  х  V J j ........9W).

В другому параграфі четверти гаави будуються кластер ні роо- 
клади для функцій рооподілу класичної багатокомпонентної системи 
оаряджених частинок о багатвчасгшковою взаємодією, які відріо- 
няються від кластерних розквадів дая систем о парним потенціа­
лом тим, що тепер будь-яка о  мвожин Yn може бути як оди­
ничним кубиком, так і об’едаишиямдаяк, трьох і таж далі, до (М  - 1) 
таких кубиків:

Д|, Д,- €
Д ?и Д ?, а д с Д в д ^ і Л . ^ Д ? ;

V , A?,.,., A f-• € ©дух.-., і ДІ ^ Д? для А: ^
К =

Основний результат цього параграфа дає наступна 
Лема 4.1. Згладжені функції розподілу скінченної багато- 
компонентної системи класичних заряджених частинок з М- 
частинковою взаємодією (4.2), що задовольняє умову стабіль­
ності (2.1), можуть бути представлені у вигляді (ЗЛО), де 
ьХ п (Ф т ), Ш )  та V > ( f , 3C t _ j , ( * ) n - i )  задаються відповідно фор­
мулами (3.13), (3.7) т е  (ЗД2), в під виразом Vij\g] слід ро­
зуміти'

«  1 
£  Е  gC і у. І \у. І X

h+~4?w - «  р -  • • -і4 ! • • -рІ ’ ’

р}+-+р̂ ,1=?і

х ц ( , ;  (Д ?}*\ . . . ,  {Д р 1̂ 1, ........ ( Д ^ ) .
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Як оручння метод оперування о досить громіздкими сумами, що 
виникають при цих рооіладах, пропонується відповідна діаграмна 
техніка та вводиться поняття “рооширеного” древесного графа.
В третьому параграфі четвертої глави дається наступне тона- 
чення “експоненційиого в інтегральному сенсі” спадання багато ча- 
стинкового потенціалу воасмодії:
Означення 4.1. Нехай dist(A, А ') пооначає відстань між центрами 
кубиків А і Д'. Будемо говорити, що Af-частинковий потенціал 
воаемодії “експоненціино в інтегральному сенсі” спадає на беомеж- 
ності, якщо дня деякого а >  0

ний результат четвертої глави:
Теорема 4.2. Нехай М-частинковий потенціал взаємодії 
класичної багатокомпонентної системи заряджених части­
нок задовольняє умову стабільності (2.1) та експоненційно в 
інтегральному сенсі спадає на безмежності. Тоді, при досить 
малих р, термодинамічна границя для згладжених функцій 
розподілу такої системи існує та може бути представлена 
у вигляді абсолютно збіжного ряду (3.46), де Ь^іф п), / ( X )

(3.12) відповідно з замість Ш -
Четвертий параграф четвертої глави присвячений доведенню обі*
ності (в термодинамічній границі) ряду кластерних роокладів для

м
v =  шах £

де

К (Д і,.. . ,  Д„) =  max max sup X
»€ в р  в^ є Д t(k)*E

д »('+1) A ' ( t )  

і diam {Д**\. . . ,  Д ^ } =  diet(A,, Ay), та формулюється осиов-

х ( /  d§^M y  • • /  dgt{j>)V*(xu . . . , х р)) '
'А  .. . Л . '

задаються формулами (3.13), (3.30) т а



функцій розподілу класичної багатокомпонентної системи оарядже- 
них частинок о багаточастинковою взаємодією (4.2).
Це доведення має деякі спільні риси о тим, що було проведено в 
попередній главі для випадку парного потенціаяу воаємодії. Ткк, 
леми 3.4 та 3.5 з̂алишаються справедливими і для багаточастинко- 
вого випадку, лема 3.3 уоагальнюється майже бео омін (лема 4.3), 
а оамість леми 3.2 використовується наступне стаже твердження: 
Лема 4.2. /снує така незалежна від об ’єму А та “розшире­
ного” древесного графа ч констаанта С , що

і  /  dPf{q) Д  Д  (% > е*Р |«<Ііаш{^(і)}]),

де diam{^(i)} =  diajn ( Д ^ , . . . ,  Д ^ 0*, • • ■, Д‘ , • - •, Д[УіІ}- 
Зазначимо, що дяя випадку М-частиикової воасмодії доведення оцін­
ки (3.29) є оначно складнішим ніж у випадку парного потенціалу 
воаємодії і проводиться о додатковим оалученням процедури пе­
ресумувавші “розширених” древеєаих графів, яка докладно пояс­
нюється на численних малюнках.
Доданок 1 доповнює доведення стабільності потенціалу Юкави о 
твердими серцевинами більш детальним рооглядом питання, а до­
даток 2 містить доведення допоміжного (для доведення Леми 4.3) 
твердження.

Основні результати та висновки:

1. Сформульовані та доведені аналоги теорем Віка (овичайної та 
узагальненої) дяя випадку нуассонових полів, що виражають пра­
вило, оа яким добуток пуассонових полів та добуток їх нормаль­
них добутків виражається черео лінійну комбінацію нормальних 
добутків.

2. Побудовані представлення функцій рооподілу та елементів ре­
дукованої матриці густини скінченної системи оаряджених ча­
стинок о потенціалом, що оадовольняє умову стабільності. В



квантовому випадку роогдннуті статистики Больцмана, Фермі- 
Дірака та Боое-Ейнштейна.

3. Виходячи о побудованого представлення функцій рооподілу скін­
ченної системи оаряджєних частинок о двохчастинковим потен­
ціалом воаемодії, що оадовольияє умову стабільності, побудовані 
кдастерні рооклади та доведена їх обіжність в термодинамічній 
границі для випадку юкавівського потенціалу воаемодії частинок 
о твердою серцевиною.

4. Знайдені найбільш слабкі умови на багаточастинковий потен­
ціал воаемодії класичної системи оаряджєних частинок, що оа- 
беопечують існування термодинамічної границі та обіжність кла- 
стерних роокладів для систем о багаточастинковою воасмодісю.
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ІЦепанюк Г. В. “Исследование модельных систем оаряженных ча­
стиц в классической и квантовой статистической механике.” 
Диссертация на соискание учёной степени кандидата фиоико-ма- 
тематических наук по специальности 01.01.03 -  математическая 
фиоика. Институт математики НАН Украины, Киев, 1996. 
Защищается диссертация, посвящённая исследованию модельных 
систем оаряженных частиц в классической и квантовой статисти­
ческой механике методами бесконечномерного пуассонового ана­
лиза. В диссертации построены новые представления фупкций 
распределения классических систем оаряженных частиц и елемен- 
тов редуцированной матрицы плотности квантовых систем оаря­
женных частиц функциональными интегралами по пуассоновым 
мерам. Исходя ио полученных представлений, для двух практи­
чески важных моделей классической системы заряженных частиц 
построены кластерные разложения и докапана их абсолютная схо­
димость в термодинамической границе.
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Shchepan’uk G. V. “Investigation оI mode) systems of charged particles 
in classical and quantum statistical mechanics.”
Doctor of Philosophy thesis, speciality 01.01.03 -  mathematical physics. 
Institute for Mathematics of Ukrainian National Science Academy, 
Kyiv, 1996.
The thesis to be defended is devoted to the investigation of model sys­
tems of charged particles in classical and quantum statistical mechanics 
by т е ш  of methods of infinite dimensional Poisson analysis. In the 
thesis are constructed new representations for distribution functions 
of classical systems оI charged particles and reduced density matrix 
elements of quantum systems of charged particles via functional Poi»- 
son integrals. Bfy using this representations, cluster expansions for 
two practically important model systems of charged particles are con­
structed and their absolute convergence is proved.
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