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Загальна характернотика дисертаційно; роботи

Актуальнють тематики і ступінь п досліджаності

Аналіз математичних моделей, що використовуються в

інформатиці, дослідженні операцій, сучасній теорії управління,

економічній кібернетиці, прикладній і обчислювальній математиці,

свідчить про важливу роль ввжкорозв'язуваних комбінаторних задач

(ВКЗ) (задачі розпізнавання з класу NP та породжувані ними задачі

комбінаторної оптимізації), а також ефективних методів їх

розв’язання. Прийняття гіпотези p^n p , яке базується на існуючих

на сучасному етапі точних алгоритмах розв'язання ВКЗ, та

теоретичні властивості цього класу задач, що випливають з цієї

гіпотези, ставлять перед дослідником достатньо складну проблему

пошуку нових, ефективних, точних алгоритмів їх розв'язання.

Основні відомі універсальні підходи розв'язання ВКЗ можна 
в

класифікувати таким чином.

1. Із досліджуваної комбінаторної задачі виділяють підклас 

(визначений обмеженнями, що накладаються на параметри цієї 

задачі), для якого будується поліном іальний точний алгоритм. 

Практична реалізація першого підходу істотно обмежена як малою 

кількістю відомих на даному етапі підкласів комбінаторних задач, 

що поліном іально розв'язуються, так і суттєвою обмеженні ста з 

точки зору практики їх математичних моделей.

2 . Точні методи розв’звння. Ця група методів базується на 

правилах відсічень конкуруючих варіантів, що побудовані на ідеях 

методів гілок та границь, відсічень, послідовного конструювання 

варіантів, динамічного програмування та їх модифікацій. Головний 

недолік цієї групи методів при розв'язанні ВКЗ загального вигляду 

достатньо великої розмірності —  статистично-значимо реальний



обсяг обчислювань визначається экспоненціальним алгоритмом.

З. Наближені та евристичні алгоритми. Створення наближених 

або евристичних алгоритмів, що дають можливість розв'язувати 

задачі великої розмірності. їх практична ефективність 

перевіряється на задачах меншої розмірності (шляхом статистичного 

порівняння з точним рішенням) і якісно обгрунтовується 

прийнятністю закладених у них евристик. Ці .евристики породжуються 

самою математичною моделлю та особливостями розв’язуваної 

практичної задачі. Запропонований підхід буде придатнім лише в 

тому випадку, коли отримання точного рішення не а принципово 

необхідним. Достатньо, у певному розумінні, "розумного" рішення.

В даному випадку, головне —  це можливість його отримання для 

задач великої розмірності.

Таким чином, проблема створення точних ефективних 

універсальних алгоритмів для важкорозв*язуваних комбінаторних 

задач на сьогодні залишається актуальною.

Мета роботи. Створення нового підходу до розробки точних 

алгоритмів для важкорозв'язуваних комбінаторних задач і 

дослідження його ефективності.

Методи дослідження базуються на поняттях і результатах 

теорії алгоритмів, теорії графів, теорії розкладів та методів 

дискретно і оптимі заді ї.

Наукова новизна.

Введення поняття ПДС-алгоритму для важкорозв’язуваної 

задач і комб і наторно ї оптимІзації.

Введення нового критерію оцінки ефективності точних 

алгоритмів для важкорозв'язуваних задач комбінаторної иптимізаціі.

Розробка та дослідження ефективності ПДС-алгоритму для
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задачі "Максимальна незалежна множина" (МНМ).

Розробка та дослідження ЦЦС-алгоритму для задачі 

"Мінімізація сумарного вваженого моменту закінчення робіт, якщо 

відношення порядку задано орієнтованим ациклічним графом" у самій 

загальній постановці (ваги можуть бути недодатніми числами).

Теоретична та практична цінність роботи

Розроблені ЦЦС-алгоритми дозволяють статистично вагомо 

розв'язувати задачі "Максимальна незалежна множина" (МНМ), 

"Вершинне покриття" (ВП), "Хроматичне число" (ХЧ), 

"Здійсненність" (ЗД), "Максимальна кліка" (МК), "Розбиття на 

кліки" (РК), 'Тамільтонів цикл" (ГЦ), "Гамільтонів шлях" (ГШ), 

"Мінімізація' сумарного зваженого моменту закінчення робіт, якщо 

відношення порядку задане орієнтованим ациклічним графом" (МВМ) 

для випадку, коли параметри задачі МВМ моделюються випадковим 
»

чином.

Публікації та апробації роботи

Ооновні результати по темі дисертації опубліковані в одній 

монографії, у 10-ти друкованих роботах і доповідались на таких 

конференціях; 3-я міжреспубліканська конференція молодих вчених 

та студентів, Україна, Київ, 1989 p.; International conference on 

system science, Wroclaw, Poland, 1992; III Міжнародна 

науково-технічна конференція, Україна, Харків, 1993 p.; І-ша 

Українська конференція по автоматичному управлінню і автоматиці, 

Україна, Київ, 1994 р.

Структура та обояг роботи

Дисертація складається з вступу, 3-х розділів, висновків, 

списку використанноі літератури (84 назви) та додатку. Основну 

частину викладено на 146 сторінках машинописного тексту і 10
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малюнках.

Эмі от роботи

У вступі обгрунтовано актуальність розглянутих у дисертації 

питань, коротко викладено зміст роботи.

Розділ І. ЦЦС-алгоритми для важкорозв'язуваних комбінаторних 

звдвч, основи методологи їх побудови.

У цьому розділі визначено основні теоретичні властивості 

важкорозв'язуваних комбінаторних задач та методів їх розв'язання. 

Коротко викладено теоретичні результати, які випливають з 

прийняття гіпотези F;*NP, і, на їх основі, критичний огляд відомих 

підходів до розробки точних алгоритмів розв’язання ВКЗ.

Визначення. ЦЦО-алгоритмом для важкорозв'язуваноі задачі 

комбінаторної оптимізації називається алгоритм, який складається 

з поліноміального підалгоритму та експоненціального підалгоритму

з декошіозиційною складовою.

Поліном Іальний підалгоритм визначається слі дуючими 

властивостями —  якщо в процесі розв'язання довільної 

індивідуальної задачі виконуються доступні для перевірки та 

строго гизначені логіко-аналітичні умови, то дана довільна 

індивідуальна задача мав точне рішення, визначене цим 

підалгоритмом (складність підалгоритму е фіксованим поліномом від 

розмірності довільної індивідуальної задачі).

Експоненціальний підалгоритм включав доступні перевірці та 

строго визначені логіко-аналітичні умови, при виконанні яких в 

процесі розв'язання довільна індивідуальна задача строго 

декомпозуеться на підзадачі меншої розмірності.

Оцінкою ефективності розглянутого ЦЦС-алгоритк.., в його 

статистична значимість, тобто те, що при масовому моделюванні
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випадковим чином індивідуальних задач даної важкорозв'язуваноі 

комбінаторної задачі, отатиотично-значимо вони належать до 

множини поліном іально розв'язуваних індивидуальних задач, яка 

визначене поліном іальною складовою її ЦЦО-алгоритму.

Розділ 3. ЦЦС-алгоритм задачі "Максимальна незалежна

множина" (МНМ).

Множина вершин графу G«(V,E) називається незалежною, якщо 

НІЯКІ дві вершини З ЦІЄЇ множини не в суміжними. Тобто, ЯКЩО Scy 

незалежна у гафі в , то породжений нею підграф G(S) в порожнім. 

Треба знайти незалежну множину У, яка мав найбільшу потужність 

серед усіх незалежних множин графа Q.

У цьому розділі розглядаються властивості задачі 

"Максимальна незалежна множина" та запропановано алгоритм її 

розв'язання, що відповідав вимогам ПДО-алгоритму.

Введемо такі визначення.

Виеначення І. Поточною незалежною множиною - VTk в : на 1-й 

ітерації алгоритму —  побудована допустима незалежна множина; на 

k-й ітервціі алгоритму —  поточна незалежна множина, одержана на 

k-1-й ітерації алгоритму.

Визначення 2. Набрана незалежна множина на к-й ітерації —  

Унк, це довільна підмножина вершин, які не ввійшли до допустимої 

незалежної множини, та які попарно не зв'язані в графі G ребрами 

між собою.

—  це підмножина вершин з 7тк, кожна з яких зв’язана

ребром в графі 0 з вершиною а(.

Ствердження І. Нехай G* - це підграф графа G, побудований на 

всіх вершинах множини УМа^,...,^}. Тоді yT <k+1> в рішенням

2-<-/66 Т



задачі МНМ для графа Gk.

Ствердження 2. Нехай для довільної підмнокини вершин

, l t m > З  МНОЖИНИ {l>1 --------j t l j  .С ^ }  ВИКОНУЄТЬСЯ 7 * к Я 7 * к = 0 ,

7 ^ 1 .  v l * J . Тоді множина {и,,...,^} не а поліпшуючою.

Теорема І. Нехай VTk а оптимальним рішенням задачі для

графа Gk= (Fk .Fk*7knE), тоді необхідньою і достатньою умовою з V

с 'У^ак-*’ и ' с ^Тк таК0Г0' Щ° (7TkU7')\l/' - незалежна множина

та IV * |-|(7' |>0, в:

І. 7" - набрана незалежна множина, лЕк=0; 2. V ткс 7 T]f v
“к V"

v t* 7", (Oj, ^ ) l  Е, де 7"-F'\{(^}.

Визначення 3. Вершина має покриття на k-й ітерації, якщо

існує множина 7Hkc7\{ak ,ak+1.... ar3, для якої A„k=0 та для v

7Tk виконується: t> с 7Tk і не існує вершини з 7нк, зв'язаної уOfc І уН*

графі >3 ребром з afet тобто 7 ^  = 7Tkk 1 для v w{eVHk ( v ( ,ak ))( E;

уУПк = у \ yTk

Ствердження 3. Нехай при виконенні всіх вимог теореми 1

існує покриття V  для вершини а, та є така підмножина V" с 7',

ЩО ДЛЯ КО Ж Н ОЇ її вершини Uj в множині 7*k\7Tk існує хоч одна
°к

вершина, яка зв'язана з ребром, та більше не зв'язана в графі 

G ні з однією з вершин множини 7'\{Uj). Назвемо її ізольованою. 

Тоді множина 7'\7" з також покриттям вершини а.

Визначення 4. Множина Se7k називається замкненою, якщо 

v(e7gk , з ueS, ueS, u/v :  (и,1)*Е,  [v , l ) ^E .

Визначення 5. Замкнута множина S називається максимальною 

замкненою множиною, якщо не існує такої замкненої множини S', 

S ' с Vk, S с <v, що з поділ S' на S та F такий, що S U P=S', 7gk П 

7f=0.
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Ствердження б. Нехай з цеУтк , що vu «V виконується 

yTk П Cu> = 0. Тоді вершина cl не має покриття. 
vj k

Висновок. Вершина не має покриття і в тому випадку, коли з

Утк П {u} = {и}, але (и.,и)«Е. 
vj і

Ствердження 6. Нехай для вершини u(eVk виконується така

умова: з u, .u2eV^: У*к П {u1)={u1}, V^k П {u2 }=0; І для v

такої, що VTk П {u_} = {u„} виконується (и,,u.)eE. Тоді
J  К  tі  j  С. С * « /

вершина ut не належить до покриття

Висновок І. Нехай виконується умова ствердження б та для v 

Uj#u{, Wj«Fk і (Uj.u,)л®. В цьому випадку вершина не мав 

покриття.

Висновок 2. Нехай вершина и задовольняє визначенню 

ствердження б та існув р вершин і»і{, t=57p, таких, що ( v{ t ,u.] )eE, 

t=T7p та

1) для v v l t  існує вершина игеУ ,̂ така, що ( v i t ,ue )i№i

2) для v I t t j t ,  (vJ t ,ur )sЕ, виконується (t>l t ,uJ t )eE.

Тоді покриття для вершини не існує.

Ствердження 12. Нехай на деякому кроці побудована замкнена

множина S'cS, така, що У®!=У®,| S -- це раніше побудована
к к

замкнена множина. Тоді продовження процедур алгоритму приведе до 

побудови максимальних замкнених множин {S"), кожна з яких 

ОбОВ'ЯЗКОВО 6 СКЛаДОВОЮ вЛемеНТІВ МНОЖИНИ {у*̂нк} f де уМНк —  

максимальні замкнені множини, які вміщують S.

Теорема 2. Якщо на k-й ітерації існує поліпшуюча множина для

множин 7к і Утк, то така множина існує також і для пари VJJfa },

7Tk, де МНОЖИНИ Ук та Утк утворенні після проведення

2 * 9



еквівалентної заміни в множинах Ук та Утк.

На базі вище розглянутих положень розроблено ЦЦО-алгоритм 

розв'язання задачі МНМ, який має таку структуру: побудова

допустимо! незалежної множини, упорядкування залишку вершин 

відповідно їх зв'язності з побудованою допустимою незалежною 

множиною, ітераційна процедура побудови покриття для вершини а̂, 

доданої до У!г на розглянутій ітерації. Суть роботи алгоритму на 

кожній ітерації полягав у перевірці теоретичної можливості 

включення на данній ітерації вершини, яку розглядаємо, до 

поточної допустимої незалежної множини. У випадку позитивного 

результату виконується корекція допустимої незалежної множини і, 

як наслідок, п потужність збільшуєтьоя на одиницю. Утг —  

поточна незалежна множина, що одержана на останній ітерації і є 

рішенням задачі "Максимальна незалежна множина".

Алгоритм побудови покриття вершини складається з

слідуючих процедур: поліном іальних процедур визначення вершин, 

які напевно входять чи не входять в покриття вершини а̂. —  гілки 

алгоритму В1-ВЗ, В42-В44; побудови масивів зв'язності вершин з 

множин VHk, VTk і Vk —  гілка B1j находження масивів мінімальної 

доежини -- гілка В41 та сукупності вершин, які додаються до У105- 

на кожному кроці —  гілка В4Б; процедури побудови замкнених та 

всіх максимальних замкнених множин —  гілки В5 і В6; процедури 

пошуку покриття для кожної максимальної замкненої множини або 

визначення факту його відсутності -- гілка В7. Теоретичне 

обгрунтування логіко-аналітичних умов поліноміальної 

алгоритмічної процедури побудови максимальних замкнених множин 

(приведених та обгрунтованих в дисертаційній роботі) - умови 1-8 

та ствердження 13 для В5; В61, умови 10-12 для В6; знаходження
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покриття (або встановлення факту його відсутності) для кожної 

максимальної замкненої множини —  умови 13-15. Теоретичне 

обгрунтування логіко-аналітичних умов поліноміе. льної складової 

ЦЦО-алгоритму задачі МНМ і точної декомпозиції вихідної задачі на 

підзадачі меншої розмірності в ствердження 14 та умови 16,17.

Розроблено методику дослідження статистично і ефективності 

запропонованого ЦЦО-алгоритму (як усередненої характеристики його 

ефективності) для важкорозв•язуваних задач комбінаторної 

оптимізацм "Максимальна незалежна множина", "Вершинне покриття", 

"Хроматичне число", "Здійсненність", "Максимальна кліка", 

"Розбиття на кліки", "Гамільтонів цикл", "Гамільтонів шлях".

Як наслідок проведеного статистичного моделювання 

встановлено, що запропонований ЦЦС-алгоритм в статистично 

ефективним для задач МНМ, ВП, ЗД, ХЧ, РК, МК, ГЦ, Г111, які

моделюються випадковим чином. Цей висновок став наслідком аналізу 

результатів проведеного статистичного дослідження.

1) Поліноміальна складова ЦЦО-алгоритму задачі МНМ

статистично-значимо точно вирішує довільну індивідуальну задачу 

МНМ, неорівнтований граф якої мав таку характеристику 

середньоарифметична ступінь вершин графа знаходится у межах 0-8* 

або 35-100* від ступені графа; індивідуальна задача МНМ з

середньоарюїметичним ступенем вершин графа у діапазоні 1755-25% 

статистично-значимо вирішується експоненціальною складовою

ПДС-алгоритму задачі МНМ.

2) Для задачі ВП характеристики ефективності повністю 

співпадають з поданим і в п.1), а задачі МК ці характеристики 

виконуються для додаткового графа.

3) Задачі ХЧ, РК, ГЦ, ГШ при зведенні їх до задачі МНМ
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статистично-значимо знаходяться у межах 0-10%; підклас 

індивідуальних задач "ЗД", зведених до задачі МНМ у межах 

середньоарифметичної ступені вершин 0-10*, не в виродженим.

Необхідно відзначити, що при розв'язанні ЦЦО-алгоритмом 

будьякої довільної індивідуальної задачі з наведених класів, 

завжди відомо, чи в одержане рішення точним, чи ні.

Розділ 3. ЦЦС-алгоритм задачі "Мінімізація сумарного зваженого 

моменту закінчення робіт, якщо відношення порядку 

задано орієнтованим ациклічним графом" для випадку, 

коли параметри задачі МВМ моделюються випадковим 

чином

У цьому розділі подано алгоритм вирішення задвчі МВМ, який

задовольняв вимогам ЦЦС-алгоритму, для випадку, коли параметри

задачі МВМ моделюються випадковим чином.

Частково упорядкована множина завдань, які

починаючи з моменту часу d=0 обслуговуються одним приладом.

Завдання обслуговуються без припинення, не більш ніж одне

одночасно. Необхідно знвйти таку послідовність обслуговування

завдань, для якої сумарний зважений момент завершення виконання

завдань в мінімальним: 
п

F - У w, с ,  -> тіп (3.1)
J [k] •’[к]

де ш. —  дійсні числа, о. —  момент завершення виконання
1 Мк]

завдання, яке займав у допустимому розкладі к-у позицію, їм ;
k 3

0,  - Т і ,  (3.2)
[к] аїі [к]

ч - відношення порядку, запис J означав, що робота J займав
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у розкладі g-ту позицію.

Ствердження 1. (Отримано Сіднеєм Дж.Б.). Нехай на множині 

перестановок Р задано функціонал

які належать Р, існує функціонал / ( П) , який задовольняє таким 

властивостям: з умови /(Я(а)) > /(17<Ь)) випливає F(I7') < Р(ії"), а 

з умови /(17(а)) = /(Я(Ь)) —  рівність Р(Я') = Р(Я").

Je(Il) jel l l )
Визначення. P-впорядкованим розкладом називається допустима 

послідовність Еиконнаня завданнь, яка задовольняє слідуючим 

вимогам:

а) першою виконується підмножина S, с J,  (J —  множина всіх 

завданнь), яка мав максимально можливий пріоритет, тобто

P(S,) > P(ff), V U с j/s,;

0) підмножина S t вміщує максимально можливу кількість завданнь, 

при умові виконання нерівності пункту а);

в) другою виконується підмножина S2 , яка задовольняє вимогам а), 

0) на множині завданнь J/S1 і т.д.

Теорема 1. Оптимальний розклад є P-впорядкованим (теорема 

отримана Сіднеєм Дж.Б.).

Теорема 2. Якщо відношення порядку задається 

послідовно-паралельним графом, P-впорядкований розклад є

n
f(ff) = ) ш і c,

[k] J [k]
k=1

Тоді для довільних перестановок 

Я'=(ПМ \ П і л \ П <ь),Пі г ) ),

Я"= (Я<1 ),ЯІЬ)(Я(а),Я(г)),
(3.3)

пріоритет перестановки Я.
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оптимальним в умовах виконання вен перестановок, вианачених у 

ствердивши 1.

Ствердження 8 .  Якщо в ДОПУСТИМІЙ ПОСЛІДОВНОСТІ о  д л я

незалежних ланцюгів завдань a»(/tr).*■•./[#J)I 3=(/[а]....

де /<г, виконується P(<*(J[g]) ) « Р (Э j)) та справедливі слідуючі

J
умови: якщо / [и]н то у [ul > p ( p (J[ якщо

/1М. «  V l  , ' ’ « »<». *>*•
••І І * J
[к]

тоді у пріоритетно-впорядкованому розкладі ланцюг завдань P(J[f]) 

мав виконуватися раніше, ніж ланцюг завдань

Ствердження б. Нехай послідовність, яка вміщує 

підпослідовніоть о1 U /[ j. а р-впорядкованою. При виконанні 

умови P(a(J ( ] ))>P(p(J[^ ] )) в прюритетно-впорядкованому розкладі 

поаицп між ланцюгами завдань P(/|f]) та a ( J[g]) можуть займати 

тільки ланцюги завдань ). r>q>f, для яких справедливо

Q.(i,qJ) а * и ш )

(3-4)

де П а й - Е »(/) і l a U  ) - £ l ( J ) .

Ствердження в. Нехай e підпослідовніоть a та сукупність 

підпослідовностей Ofa,,...,^) (оц,...,^ -- не зв'язані по графу 

підпоолідовності робіт). Тоді об’єднання підпослідовностей до 

яких налекіть а, що мають максимальний пріоритет, визначається 

слідуючим правилом.

Будуємо послідовність робіт О.:

®1Ш â (1 ) ,a(2 )' ■ ■ ■ ,а(к) ̂ * ^^а(1)^ ^ а(2)^ ^^а(к )^! 

Р(а(Л) > Р(а), J = Ї75, Va, - 0/0,, Р(а,) < Р(а).
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00' єднання шдпосш давностей, які мають сумарний

максимальний пріоритет а,а( 1 визначається з умов

На основі викладених вище результатів та додаткових 

теоретичних досліджень, приведених у дисертаційній роботі, 

побудовано оригінальний полі ном іальний ітераційний алгоритм 

розв’язання задачі МВМ для відношення порядку, заданого 

послідовно-паралельним графом, який декомпозуе граф на множини 

максимальних пріоритетів та будує оптимальний розклад для кожної 

такої множини. Введено поняття простої та складної конструкцій, 

які в узагальненими р-впорядкованими структурами множин 

максимального пріоритету для послідовно-паралельного графа.

На основі даного алгоритму побудовано та обгрунтовано 

ПДС-алгоритм розв’язання задачі МВМ для довільно визначених 

параметрів задачі. В алгоритмі введено розширене поняття простої 

та складної конструкцій для довільного графа і використовується 

процедура отримання оптимального розкладу для задачі з меншою 

кількістю обмежень, який є допустимим для вихідної задачі.

У дисертаційній роботі запропоновано і обгрунтовано 

лопко-аналітичні умови, виконання яких на кожнім k-м кроці 

роботи ПДС-алгоритму реалізує його поліноміальну складову. 

Розбиття початкового розкладу на множини максимальних пріоритетів 

реалізує декомпозиційну гілку ЦЦС-алгоритму. Все ж необхідно 

зауважити, що, як показали теоретичні дослідження 1 результати 

статистичних експериментів, поліноміальна складова ЦЦС-алгоритму

j*  і
г

1

a , , , ) ,  t=1,p-i (3.5)
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задачі МВМ в статистично-значимою лише для масового довільного 

моделювання графа часткового впорядкування, ваг і тривалостей 

завданнь.

У висновках викладено основні результати, які отримані в 

дисертаційній роботі:

- Введено визначення ПДС-алгоритлу —  алгоритму точного 

розв’язання важкорозв'язуваних комбінаторних задач.

- Введено нобий критерій оцінки ефективності точних алгоритмів 

для важкорозв’язуваних комбінаторних задач.

- Досліджено властивості NF-складної задачі "Наксилальна 

незалежна множина". Знайдено та теоретично обгрунтовано 

умови, яким задовольняв п оптимальне рішення.

- Побудовано і теоретично обгрунтовано ПДС-алгоритм розв'язання 

задачі МНМ.

- Розроблено методику дослідження статистичної ефективності 

запропонованого ПДС-алгоритму (як усередненої характеристики 

його ефективності) для важкорозв'язуваних задач комбінаторної 

оптимізації "Максимальна незалежна множина", "Вершинне 

покриття", "Хроматичне число", "Здійсненність", "Максимальна 

кліка", "Розбиття на кліки", "Гамільтонів цикл", "Гамільтонів 

шлях". Визначено його статистичну ефективність для цих задач.

- Розглянуто NP-складну задачу "Мінімізація сумарного зваженого 

моменту закінчення робіт" у самій загальній постановці. 

Досліджено теоретичні властивості як самої задачі, так і її 

оптимального рішення.

Побудовано та теоретично обгрунтовано ПДС-алгоритм

розв’язання задачі МВМ, який в статистично ефективним, коли 

параметри задачі МВМ моделюються випадковим чином.
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статистических исследований.
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total weighted completion time subject to preceding constraints" 

problem and results of the study of their • statistical 

effectiveness.
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послідовно-паралельний граф, конструкція.
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