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З агал ьн а  х ар ак тер и сти к а  р о б о т и
А к ту а л ь н ість  тем и . Як цілі, так і, більш загально, аналітичні 

функції у тв ор ю ю ть  важливі функціональні класи, які природно ви­
никають в теор ії крайових задач (інтеграл типу Кош і), теор ії ймовір­
ностей (характеристичні функції), інтегральних та  операторних рів­
нянь (резольвента), теор ії чисел (£ -  функція Рімана, L функція 
Д іріхле), теор ії диференціальних рівнянь. Крім того , аналітичні 
функції займаю ть одне з центральних місць в загальній теор ії ме- 
роморфних функцій. При дальш ому розвиткові теор ії аналітичних 
і мероморфних функцій виявляються нові їх  зв ’язки, як з цими га­
лузями математики, так і з, власне, їх  природними розширеннями 
такими, як теорія субгармонійних функцій, теорія  поліаналітичних 
функцій. Відомі зв'язки її з радіофізикою, задачами лінійної філь­
трації і т.п.

Як окремий науковий напрямок теорія цілих та  аналітичних функ­
цій виникла наприкінці X I X  -  початку X X  ст . І відразу, почина­
ючи з праць А дам ара, Б ореля, Вімана, В алірона, П ойя, як один 
з основних і великих, виділяється в ній напрямок, який можна ви­
значити, як дослідження асимптотичних власти востей  аналітичних 
функцій у залеж ності від поведінки коефіцієнтів їх тейлорівських р о ­
звинень. При цьому переваж аю ть дослідження, у яких виявляю ться 
класи цілих функцій, що вол одію ть асимптотичними властивостям и, 
максимально подібними до властивостей  многочленів, безпосеред^ 
нім узагальненням яких в цілі функції.

Нехай f ( z )  =  аналітична при |г| <  R <  + оо  функ­
ція. Для r <  R  позначимо M/(r)  =  max{|/(z)| : |z| =  r / ,m / ( r )  =  
т *п{| /(г )І '• \z \ =  r }< А*/(г ) =  ,n»ax{|an|r” : n >  0 } -  максимальний 
член, v/(r) — m ax{n : |an|rn =  Д /(г )}  -  центральний індекс. Якщо /  -  
ціла функція, то  один з .основних висновків теор ії В імана-Валірона, 
що виникла як м етод  дослідження степеневих рядів, можна описа­
ти в наступний спосіб : в околах точок  максимума |/(г)| (то б то  при 
малих |г/| і z таких, що |/(г)| в деякому сенсі близький до  А //(г))

f ( z e *») ~  e - w M /W ,  ~  № ) * ,  при Н  =  Г -  +ОС.Г і  Е  -
скінченної логарифмічної міри. Зауваж имо, що у випадку, якщо /
-  многочлен d e g /  =  ті, то  і'/(?•) =  «  (г —> + 0 0 ) і одерж ані власти­
вості повністю  аналогічні до  властивостей  многочленів. Відзначи­
мо, що описані щойно співвідношення виявились д оси ть  корисни­
ми при вивченні асимптотичних власти востей  цілих р озв ’язків ди­
ференціальних рівнянь та функціональних рівнянь, а їх узагальнен­
ня -  до дослідження характеристичних функцій ймовірносних за­
конів. Д о інших властивостей , які можна трактувати  як подібні до 
властивостей многочленів, це різноманітні співвідношення вигляду
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M f ( r )  ~  Hf(r) m j { r ) ,  \nMf(r)  ~  ln m /(r ) , Ф (1пМ /(г)) ~  Ф(1п/і^(г))
та  пов’язані з ними нерівності. Так, для цілих функцій скінченного
порядку добре відомо, що

I n M f ( r )  ~  1 п / і / ( г )  ( 1 )  •

при г —» + оо . Цей елементарний факт часто  приписую ть Е .В орелю . 
Вкажемо на те, що Е .В орель встановив (при відсутності обмеження 
р <  оо), що (1) справдж ується вздовж деякої послідовності rj  —► + 00 , 
т о б т о  при r =  rJ —* +оо.

Аналогічне твердження можна одерж ати також із одн ого резуль­
тату  А .В імана, який показав, що для кожної цілої функції /  і для 
кож ного є >  0 знайдеться послідовність rj  -+ + 0 0  така, що

M f{r) < /‘ / ( г)(,п /‘ / ( г))*+Є (2)

при г Є { r j } .  Найбільш широке узагальнення згаданих результатів 
одерж ав П .Розенблум , який по-суті встановив, що

М/{г)  <  Д /(г)^(1п А*/(і'))

для всіх г € (1, + о о ) \ Е  ( Е  -  множина скінченної логарифмічної міри 
на [1 ,+ оо ), т о б т о  f En[l +оо) ^  <  + ° °  ). Де Ф№) * додатна неперервна
зр оста ю ч а  на [0, 4-оо) функція, для якої / 0+ ^ (^ (t ) ) -2  <  + 0 0 . Звідси 
випливає, зокрема, справедливість (1) і (2) При г —* + оо  поза множи­
ною  скінченної логарифмічної міри. Розвитку м етоду і його застосу ­
ванням присвячені також  статті А . Макінтайра,. В .Ф укса, П.Брдеша, 
П.Фентона, Ш .С треліца, Й .В .О стровського , Т .К еварі, Л .С он с і ба­
гатьох інших авторів.

В цьому ряду відзначимо праці У .Хейм ана (Canail. Math. Bull. 
1974, v. 17, N 3), у якій в певній мірі підсумовано наявні на час 
її написання результати типу Вімана-Валірона для цілих функцій 
та їх розвиток, М .М .Ш ерем ети , в яких розроблен о аналог методу 
В імана-Валірона, у  якому враховується  лаьунарність, що дало змо­
гу застосувати  м етод до цілих рядів Діріхле. Ряди Діріхле

ОО

F (z )  =  5 > п Є гЛ", (3)
т*=0

0 =  Ли <  An t + 0 0  (1 <  п —» + о о ), є, звичайно, природнім узагальнен­
ням степеневих рядів. Вони виникають також, як самостійні о б ’єкти
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в ролі р озв ’язків операторних рівнянь для оператора  типу згор т ­
ки та оператора  нескінченного диференціювання, в теор ії ймовірно­
стей увипадку мір зосередженних на дискретній множині, в теорії 
чисел. Не в останню  чергу зростання інтересу до рядів Д іріхле ви­
кликано також  появою  великої кількості праць з теор ії зображень 
аналітичних функцій такими рядами (див. книги А .Ф .Л еонтьева) і 
у цьому зв ’язку -  необхідність вивчення їх асимптотичних власти­
востей. В ідзначимо, що при вивченні асимптотичних властивостей 
в деяких задачах ефективною виявляється методика, яка базується  
на інтегральних перетвореннях типу Б ореля чи Ф ур’е, що бере свій 
початок від р оботи  П ойа (Math. Zeitschrift, 1929, Bd. 29) і активно 
розвивалась А .Ф .Л еонтьєвим та його учнями.

Для цілих рядів Д іріхле вперше задачу про справедливість спів­
відношення

де M(cr , F)  =  sup{|F(tr +  »2/)| : у Є R},/i(<r,.F) =  max{|an|eaA" : п >  0 }, 
при а  —» + оо  розглянув К .С угім ура (Math. Zeitschrift, 1929, Bd. 29). 
Однак у найбільш загальному вигляді задачу встановлення умов, 
при виконанні яких співвідношення (4) справдж ується при а  —> + оо  
зовні виняткової множини вперше розглянув М .М -Ш ерем ета (М ат. 
сб., 1979, т. 110, N 1), при цьому він висловив припущення, що умова

є необхідною  і достатн ьою  для того , щ об співвідношення (4) викону­
валось при сг —♦ + о о  зовні множини скінченної міри для кож ного ціло­
го  ряду Д іріхле (3) із фіксованою послідовністю  показників Л =  (А „). 
Це припущення, яке вперше доведене автором  дисертації, одерж имо 
у вигляді наслідку з теорем и, яка стосується  умов виконання більш 
загального співвідношення

при а  —» -foo  зовні виняткової множини, де о» -  додатна неперервна 
зростаю ча  на [0, ос) функція.

Аналогічні питання, як для функцій аналітичних в крузі', так і 
для абсол ю тн о збіжних у півплощині рядів Д іріхле вивчені знач-? 
но менше. Це не в останню  чергу  викликано тим, що побудувати  
задовільну методику дослідження асимптотичних вл астивостей  не 
вдавалось до останніх років, хоча  в цьому напрямку працювали ма­
тематики, починаючи від А .Вімана, Д .П ойа та  Ж .О алірона. Однак,

їй М(ет, і*1) ~  In /j(<t, F), (4)

оо

„=1 nA"
(5)

u>(ln M (<т, F )) -  ц>(1п /і(сг, F) )  —» 0 (6)
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з огляду на важливість вивчення зазначених класів, актуальність 
розробки ефективного методу не викликав сумніву. Т акою  могла 
виявитись методика типу В імана-Валірона, однак сп роби  її п обудо­
ви (див. також праці Т .К еварі, Л .С онс, Т .М ур а ї та інших авторів) 
до належної загальності одержуваних результатів не приводила. В 
даній дисертаційній р оботі побудовано метод типу Вімана- Валірона 
для збіжних у півплощині рядів Діріхле. Ідеї, які при цьому вини­
кають приводять до нових формулювань задач для цілих функцій, 
що приводить до нових результатів, при цьому часом  в добре відо­
мих задачах. Зокрема, на цьому шляху буде знайдено неохідні та 
достатні умови в рамках відомої гіпотези Д .П ойа (1929 p .), та  знай­
дено доведення гіпотези Й .В .О стровського (1983 p.). Інші коментарі 
стосовно зв ’язку результатів дисертації з результатами інших ав­
торів та  актуальності інших конкретних постановок проблем див. 
нижче:

М ета-роботи.
1. Д ослідити асимптотичні властивості цілих рядів Діріхле. В ста­

новити необхідні і достатні умови для справедливості (0) зовні 
виняткової множини скінченної міри та  зовні множини нульових 
лінійних щільностей.

2. Р озробити  метод, що дозволяє одерж ати аналоги класичних те­
орем А.Вімана, Ж .Валірона, Е .Бореля для абсол ю тн о збіжних у 
півплощині рядів Діріхле та лакунарних степеневих рядів в оди­
ничному крузі.

3. Вивчити асимптотику рядів Діріхле з монотонними коефіцієнтами 
в ситуації, коли система показників допускав наявність у неї до­
вільної кількості точок скупчення.

4. В рамках гіпотези П ойа про мінімум модуля лакунарного степене­
вого ряду встановити необхідні та  достатні умови для справедли­
вості асимптотичної рівності логарифмів максимума та мінімуми 
модуля.

б. Одерж ати узагальнення теореми Пікара, з якого би випливала 
справедливість гіпотези О стровського.
Загальна методика досліджень. При розвязуванні вказаних ви­

ще задач використовую ться методи теорії функцій комплексної змін­
ної.

Н ови зн а  р езул ь та т ів  та  їх  наукова ц інн ість . Всі основні ре­
зультати дисертації е новими і одержані автором  сам остійно. їх 
зміст полягав в наступному.
1. Р озроблено аналог класичного методу В імана-Валірона для 

функцій аналітичних в крузі та абсол ю тн о збіжних у півплощині 
рядів Діріхле, що дало змогу вперше одерж ати у широкій загаль­
ності ряд остаточних результатів про асимптотичні властивості
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таких функцій, зокрема одержано посилення однієї теореми А. 
Вімана.

2. Дослідж ено асимптотичні властивості цілих та  абсолю тн о збіж­
них у півплощині рядів Діріхле з монотонними коефіцієнтами, що 
дало змогу: а) одерж ати нові узагальнення теореми Бореля; б) 
вивчити зростання в горизонтальних смугах; в) дослідити асим­
птотичну поведінку мінімума модуля, -  при цьому вперше встано­
влено, що якісно в умовах, які забезпечую ть бажані асимптотичні 
властивості послідовність логарифмів модулів коефіцієнтів ряду 
Діріхле виступає у  тій же ролі, що й послідовність показників 
цілого ряду Діріхле.

3. Одержано для цілих рядів Діріхле узагальнення теореми Б оре­
ля, з якого випливає справедливість гіпотези та  вирішення однієї 
проблеми сф ормульованої М .М .Ш ерем етою , а також необхідні та 
достатні умови справедливості узагальненого співвідношення Во- 
реля.

4. Вивчено асимптотичні властивості цілих рядів Діріхле та лаку­
нарних степеневих рядів при слабих обмеженнях на швидкість 
зростання та показники, що дало змогу: а) одерж ати необхідні, 
та достатні умови на послідовність лакун для того, щ об лога­
рифм максимума модуля цілої функції скінченного або скінченно­
го нижнього порядку, зображ еної лакунарним степеневим рядом, 
були асимптотично рівні зовні виняткової множини; цим отрима­
но остаточні результати в рамках гіпотези Д .П ойа; б ) вивчити 
поведінку мінімума модуля цілого ряду Діріхле і одерж ати за­
вершені результати; в) отримати дальші узагальнення теореми 
Бореля;

5. Одержано узагальнення теореми Пікара про виняткові значення 
цілої функції принципово нового характеру, як наслідок вперше 
одержано доведення гіпотези Й .В .О стровгького.
А п р оба ц ія  р о б о т и . Основні результати дисертації доповідались

та обговорю вал и сь на Саратовських зимових школах з теорії функ­
цій (1980, 1988), на конференціях з комплексного аналізу в м. Ч ерно­
головка (1985, 1987, 1989), на конференції з теорії цілих і субгармоній­
них функцій (Х арків, 1990), на школі з теорії функцій (О деса, 1991), 
на міжнародних конференціях до сторіччя С. Банаха (Л ьвів, 1992), 
пам’яті акад. М .К равчука (Київ -  Луцьк, 1992, 1995), пам’яті Г.Гана 
(Чернівці, 1994), на семінарах у  Львові (керівник А .А .Г ол ьдберг), в 
М осковському університеті: з класичної теорії функцій (кер. Ю .А . 
Казьмін), з теорії наближень (кер. Є.П .Долженко),- у  Х аркові (керів­
ники Б.Я.Левін, Й .В .О стровський), в Уфі (кер. В .В .Напалков).

С т р у к т у р а  і о б с я г  р о б о т и . Дисертація складається із вступу, 
чотирьох розділів, списку цитованої літератури, що містить 130 най­
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менувань та спи ску.осн овних позначень. Легальний обсяг роботи  
299 с.

Короткий зміст дисертації.
У  вступі дана загальна характеристика роботи , обгрунтован і ак­

туальність теми, мета, теоретичне значення проведених досліджень, 
викладені основні положення дисертації.

Розділ І повністю  присвячений дослідженню співвідношення (6) 
при а —* + оо  зовні множини скінченної міри. Нехай Н (А ) -к л ас всіх 
цілих рядів Д іріхле з фіксованою послідовністю  Л =  (Ап), 0 < А„ | 
+ оо  (п —» + оо ), пд(а,6] =  Е а<А <ь 1. У  §1 встановлено наступну 
теорем у. ~

ТЕОРЕМА 1. Нехай F  Є Н (\ ), ш -  додатна, неспадна на [0, + о о ) функ­
ція з незр о стаючою похідною, а функції фу -  додатні неперервні такі, 
що задовольняють умову

Г °  dt
J W)<+°°' (7)

V’i -  .м онотопко зростаюча. Якщо F  Є Н(А) ,

І  =  0 ( a / ( « ) )  ( t  - +  +О С -), ( 8 )

lim J  In nA(t -  y/%l>2(ty ,t  +  \Л М 0] <  0, (9)
t— * +  00

то співвіднош ення (б ) виконується при a  * + oo  зовні множ ини  
скінченної міри, де п\(а, Ь] =  /С 0<а <(,1-

У  §2 показуєм о, що в ряді важливих випадків ум ова (9) є  необ­
хідною  або близькою  до такої. Як встановлено у зауваженні 1 у 
випадку i«/(t)ln  t —» 0 (f —* + оо ) з умови (9) випливає збіж ність інте­
гралу

А°° fc(ln n(t))
У ....... - —  dt <  + оо , (10)

де k(t)  -  функція обернена до > « (t )  =  1. Н аступна теорема
вказує на необхідність в деякому сенсі умови (10).

ТЕОРЕМА 2. Нехай функція ш -  додатна,зростаюча, двічі диференцій­
ована на [0, +  оо) та к е , що а / -  спадає, при цьому k'(t) -  не спадає і 
In (1 4- k'(t)/t) =  o(t)  (t —* + oo ). Для кож ної Послідовності Л =  (An), 
для якої розбіж ний інтеграл

-в-

f ° °  k(\nn(t)) t
J  --------2------- d t =  + 0 0  (11)



знайдеться функція F  Є Н (А ) така, що

Ц іп  М(<х, F ))  -  w(ln ц {а , F )) >  Ь >  0 (<т >  а0 ) (12)

У  випадку, коли u>(t) така, що для e(t) —* + 0  (t —» + 0 0 )

(m) ( t - +oo)-
(13 )

умови (A) і (10) є рівносильні, а оскільки ум ова (13) виконується при 
виконанні, наприклад, умови

то  з теорем  1 і 2 одерж уєм о теорем у 3.

Т е о р е м а  3. Нехай и> - додатна д о с т а ю ч а , двічі диференційована на 
[0, +  ос) функція із спадною похідною такою, що виконуються умови
(S), (Ц )  і k '(t) -  не спадає. Для того, щоб для кож ної функції F  Є 
Н(Л) виконувалось співвідношення (в ) при а  —* + оо  зовні множ ини  
скінченної міри необхідно і досить, щоб виконувалось (10), де k (t) -  
функція обернена до функції .

Наведемо приклади функцій u>(t), для яких виконую ться умови 
теореми 3. Такими, очевидно, е w(*) =  ( ln t )l + a (a  > 0), и (t) =
t13 (0 <  /J <  I). У  другом у випадку k (t) =  ( f i t ) ' - 0 , а у  перш о;іу  k(t) ~  
(1 a)*(ln f) ° . У  відповідності з цим одерж уєм о наступні наслідки 
теореми 3.

НАСЛІДОК 2. Для того, щоб для кож ної функції F  Є Н( А)  викону­
валось співвіднош ення (4 ) при а  —» + оо  зовні м нож ини скінченної 
міри, необхідно і досить, щоб виконувалась умова (5).

Твердження наслідку 2 показує справедливість гіпотези сф орм у­
льованої М .М .Щ ерем етою  (М ат. сб ., 1979, т.110, N 1).

НАСЛІДОК 3. Нехай 0  <  (і <  1. Для того, щоб для кож ної функції 
F  Є Я (Л ) виконувалось співвідношення

(Зс 6 [—1; 0)) : <  с  (t - + оо ). (14)

(In M  (a, F ) f  -  (In /1(<T, F ) f  / - »  0 

при a -+ + 0 0  зовні множини скінченної міри, необхідно і досить, щоб

/ + о о

t 2 ( l n « ( t ) ) T“ 3 (It < +00.

-в-



При (і =  j  одерж уємо розв ’язок проблеми б сформульованої 
М .М .Ш ерем етою  (М атем. студії, 1904, вип. З, с.118). Якщо ж 
u>(t) =  t, то у відповідності із зауваженням 6 умова (9) і умова

00 1
Т . - ------- ---------- <  + о о„ » 0 АП+1- Л П

(15)

в рівносильні.
Теореми 4 і 6 містять твердження про те, що умова (15) е необ­

хідна і достатня для того, щ об співвідношення

де m(cr, F )  =  inf{|-F’(cr +  *г/)| : у Є R }, виконувались для кожної функ­
ції F  Є Н ( Д) при а —» -foe зовні множини скінченної міри. Вказані 
теореми, а також теорема б посилю ю ть, або узагальню ю ть наступ­
ні результати. Для цілих функцій / ,  представлених лакунарними 
степеневими рядами

оо
/ ( * )  =  5 3  “ n^A" ,  0 =* А0 <  А„ |  + 0 0  (n  -+  + 0 0 ), An Є N (n  >  1), (18)

n = Q

достатні умови для справедливості співвідношення М /(г )  ~  т/(г) 
при г =  rj  t  + оо  вказано вже у статтях А .Вімана та Д .П ойа. В 
1953р. П.Ердеш і А .М акінтайр показали, що умова (15) (з А„ 6 N) є 
достатньою  для справедливості співвідношень

де М/(г)  і т / ( г ) ,  відповідно максимум та мінімум модуля на колі 
радіуса г, а також у певному сенсі -  не покращувана. П.Фентон пока­
зав, що умова (15) є достатньою  для справедливості співвідношень 
М /(г )  ~  /* /(г )> М /(г )  ~  ТП/(г) при Г —> + С Ю  зовні деякої множи­
ни скінченної логарифмічної міри. Для цілих функцій F  Є Я (Л ) 
в 1981р. Ш .С треліц і І.Вейт показали, що якщо (Ап+1 — Ап)2 > 
Аи+і1п9+# Ап+і (п >  п0), 6 >  0, то  співвідношення

M(cr,F)  ~  p( a ,F ) ,  
M(cr, F ) ~  rn(a, F).

(16)
(17)

F(a  +  іт) =  (1 +  о ( і Ж (<7)е(с,+,т?л-'«’ > (19)
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виконується при (Т —» +оо  зовні деякої множини скінченної міри, рів 
комірно по т Є R , де v =  v(a ) — F )  -  центральний індекс ря­
ду Діріхле (3). Із одержаних раніше М .М .Ш ерем етою  результатів 
випливає, що аналогічне твердження справдж ується при виконанні 
умови (А„+ і -  А „)2 > А„+ 11п2+6 Ап+1 (п >  п0), 6 >  0.

У  твердженнях 1 і 2, встановлених в §2, для випадків, доповняль­
них до тих, що розглянуті в теоремах 3-0, встановлю ється остаточ- 
ність умови (9). Крім того, знайдено умови, при яких виковуються 
аналоги нерівності Вімана (2), а також встановлена їх непокращу- 
ваність. М етод дослідження, який використовується при доведенні 
достатності у розділі І, а також в (j4.2 відмінний від варіантів ме­
тоду Вімана-Валірона, що належать У .Хейм ану і М .М .ІІІереметі, і 
є близьким до П .Розенблума. Загальні конструкції функцій, що за­
безпечую ть доведення необхідності ту т  і в інших розділах, вперше 
були побудовані автором  дисертації.

Розділ II, який присвячений вивченню властивостей абсолю тно 
збіжних рядів Діріхле з монотонними коефіцієнтами, починається 
теорем ою , яка показує, що повна аналогія результатів в Н0(\ ) (клас 
всіх абсол ю тн о збіжних в { г  : Йег < 0} рядів Д іріхле) і результатів , 
в класах цілих функцій є не можлива.

Для цілих функцій, представлених як лакунарними степеневими 
рядами, так і рядами Діріхле, а також в цілому мероморфних в усій 
площині функцій, д обре відомо, що наявність обмежень на зростан­
ня зверху, як от: умови на скінченний порядок або  на скінченний 
нижній порядок і т. п., -  надає додаткові (часом  вирішальні) можли­
вості для описання асимптотичних властивостей функцій із відповід­
них класів. Прикладом мож уть служити, як і особл и во характерні 
у цьому плані сов тг/>-теорема та  гіпотеза Пелі, так і велика кількість 
інших тверджень, які можна знайти у будь-якій монографії з теорії 
цілих і мероморфних функцій.

Однак, теорем а 2.1 показує, що ніякі обмеження на показники, на­
віть вкупі з обмеженням на зростання суми ряду Д іріхле ( з класу 
Н0{\ ) ) зверху, не мож уть забезпечувати бажаних асимптотичних 
властивостей.

Нехай L  -  клас додатних, неперервних на {0, + оо ) функцій, що 
зростаю ть до +оо.
Т е о р е м а  2 .1 . Нехай ш(Ь), Ф(*) є  L  -  довільні функції, u>(t) =  0 для 
t <  0. Для кож ної послідовності Л =  (А„)> 0 =  А0 <  А„ | + о о (п  —» 
+ оо) існує функція F  Є Но(Л), для якої

u>(ln M(cr, F )) — u>(ln fi(ff, F )) —» + оо  ( (20)

при а —» —0, а також

sup{|an| : п >  0 } =  + оо, (21)
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і для всіх а Є [сг0; О) -  нерівність

1пМ<т,ґ) ^ ф (jjf)  • (22)

§2.1 присвячений одерж анню оцінок загального члена через мак­
симальний для рядів, як з Н  =  ид1/(Л ), так і з Н0 =  UЛН0(Л). Х а ­
рактерною  у  цьому плані е наступна теорема.

ТЕОРЕМА 2 .2 . НехаЛ F  Є Но = =  UaHo(A), а «(<) н ев ід ’ємна на 
[0, + о о ) і додатна при t —* 4 о с  функція така, що / 0+ °° v(t)d t <  4оо. 
Якщо In п =  о (А „)(п  —* 4 о о ) і sup{|a„| : п >  О =  4 о о } ,  то існує 
функція c i ( t ) f  4 о о  (f —♦ 4 о о ) така, що для всіх п >  О і для всіх

ет <  0(<т Є Е і,10 — т еав(Е і) ==е̂ = / £іП[_, 0) |ст| <  + ° ° )  “  виконується 
нерівність

a * e ,An <  n (er ,F )exp {-\ (r\  f  {fin -  ( 0  v (4 t)d < | , (23)

де ц п =  lna*,^)|(f) -  функція, обернена до функції (t) =  In /і ( — |, F ), 
t >  О, is — v (o , F ) ,  a* - коефіцієнти мажоранти Ньютона функції F .

В икористовую чи  власти вості мажоранти Н ьютона, ми задачу 
одержання оцінок загального члена ряду із Н0 через його макси­
мальний член звели спочатку до аналогічної задачі для ряду Д іріх­
ле із класу Н  (для цілого ряду Д іріхле), спосіб розв'язання останньої 
складає суть  класичного м етоду Вімана-Валірона та його модифі­
кацій. П роте використання тут , у зазначеному колі питань, лога­
рифмічної міри -  є новим і приводить до нових результатів також у 
випадку цілих рядів Д іріхле (F  Є Н ).

Крім того , міркую чи ’’ навпаки” , задачу одержання оцінок для 
цілих рядів Д іріхле зводим о до аналогічної задачі для рядів із Н0{\ ). 
Слід відзначити, що до р озв ’язання останньої застосувати  аналог 
м етоду В ім ана-В алірона нікому, аж до робіт  автора, не вдавалось 
через значні проблеми технічного характеру, що при цьому виника­
ю ть. Зауваж имо, що інша обставина, яка, мабуть, зіграла не остан­
ню роль -  це те, що вівся пошук прямих аналогів (як для лакунарних 
степеневих рядів в одиничному крузі D, так і для абсол ю тн о збіжних 
у півплощині рядів Д іріхле) результатів, відомих для цілих функцій 
та цілих рядів Діріхле. Однак, як показує теорем а 2.1, прямі аналоги 
принципово неможливі (принаймні ті, що стосую ть ся  співвідношень 
вигляду (6), (2) і т. п.’ ).
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Крім того , у цьому ж параграфі встановлено в класі Н  теорем у 
2.3 подібну до теорем и 2.2. Обидві ці теорем и дозвол яю ть одерж а­
ти ряд результатів, з яких буде слідувати, що якісно, послідовність
(In |оп |) у  в и п а д к у  к л а с у  На т а  п о с л ід о в н іс т ь  ( in  j ^ y )  і (^ п ) У в и п а д к у  

к л а су  Н в ід іг р а ю т ь  о д н а к о в у  р о л ь , щ о  п о л я г а є  у  т о м у ,  щ о  д о с т а т н і  
у м о в и  (як і п р и  ц ь о м у  є  н е п о к р а щ у в а н и м и ) д л я  с п р а в е д л и в о с т і  а н а ­
л о г іч н и х  т е о р е м  є  о д н а к о в и м и .

§2.2 присвячений встановленню узагальнень теорем  Б ореля для 
рядів з монотонними коефіцієнтами. Центральними ту т  є  теореми 
2.4-2.7, наслідок 1 з теорем и 2.8 і теорем а 2.4. У  теорем ах 2.5, 2.6 і 
2.7 розглядається  випадок співвідношення (6).

ТЕОРЕМА 2.4. Нехай F  € Но- Якщо для і? маж оранти Ньютона ви­
конується умова

при а —* + оо  зовні деякої множ ини Е\ скінченної логарифмічної міри 
(тобто, l0 — meas (Е і П [—1;0)_) <  + оо  ). Якщо додаткова вимагати 
виконання умови

то справдж уєт ься співвіднош енння (4) при а  —♦ —0 зовні деякої м но­
жини скінченної логарифмічної міри.

На непокращ уваність теореми 2.4 вказує теорем а 2.7.

Т е о р е м а  2.7. Для кож ної послідовност і (о „ )  такої, що 0 <  |п„| | 
+оо,1пп  =  0(1п|а„|)(п —> + оо ) і умова (24) не виконується існує функ­
ція F  Є Н0, для якої

(24)

то

(25)

(Зд >  0) (|а|в 1п/і(<т, F ) t (<т0 <  а  <  0)), (26)

In М (<т, F ) >  1п/і(<7, F ) (сг„ < а <  0 ) , 0 1 >  0,
Кч

а умова (26) виконується з q =  1.

А налогом теорем и 2.4 для класу Н  є наступне твердження.
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НАСЛІДОК 1. Нехай F  Є Н . Якщо для ії' мажоранти Ньютона вико­
нуються умови: !f -  не зростає і

ОО

<  + о о  (2 7 )
, п In ^гп =1  а*

а також ^\пц(сг, F )  Є L то співвідношення (4) виконується при 
а —і + оо  зовні множ ини Е  скінченної логарифмічної міри, тобто

In -m ea s (E )  = =  f s n[i +<х>) ^iacr <  + оо , де L x -  клас тих функцій Ф Є

L, що J ‘ Щ^-dx =  0 (Ф (і)), t —> + оо.
Ha непокращуваність твердження наслідку 1 вказує

Т е о р е м а  2 .9 .  Для кож ної послідовност і ( а п ) такої, що 0  < |ап | |
0 (п —> + оо ), 1іт„_н.+00 і^ЧсГ =  в <  1, і умова (27) не виконується,

існує функція F  Є Н , для якої

У  §2.3 вивчається зростання у горизонтальних см угах рядів з Н
1 Но- Істотно тут  використовується , крім результатів §2.1, лема 
П.ТураНа (Eiue neue Methode in der Analysis tind dfeten Anwendungen, 
Budapest, 1963).

О сновними результатами тут є теорема 2.10 та наслідок 1 з неї, 
а також теорема 2.15 та наслідок 1 з неї.

Нехай йх(ж) і а2(х )  -  додатні на R функції такі, що Яі(аз) < а2(х) 
для всіх а: з Ж, a t j (x )  -  деяка Довільна дійсна функція на 1R. Крім 
того , визначимо

S j(a ,t j ,a j)  =  {z  =  а +  Іу : \у -  t_,(cr)| < а<(ст)},

Sj = и̂ (»,(,,й,)( Sj = U 3j(o, tj, dj),
с т < 0

M (ff,F ,S j)  =  sup{|F(<r +  iy)\ : |у -  tj(or)| <  а^ (а)}.
Т е о р е м а  2 .1 0 .  Нехай F  Є Ho- Якщо для коефіцієнтів мажоранти 
Ньютона ряду (1.3) виконується умова

^ І <+0° (28)
71=0 П

то для будь-яких горизонтальних півсмуг S° С S° (тут aj(cr) =  const, 
tj(cr) s  const) виконується співвідношення

In M {a , F, S2) >  In Af(a, F ,S i ) >
ln(M(er, F, S2) +  o (M(£r, F) ) )  +  o(ln ц(а, F ))  (29)

при a  —* —0 зовні деякої множ ини E\ скінченної логарифмічної міри 
на [— 1; 0). якщо тільки виконується умова (26).
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НАСЛІДОК 1. Нехай F  Є Н0 і виконуються умови (28) і (26), а ко­
ефіцієнти ап =  К І є*'» такі, що

\0п -  в\ <  7  <  ^  (п  >  п0), в Є [-я -; тг) (ЗО)

Тоді для кож ної півсмуги S0 =  Ucr<oS (a ,t ,a ) ,  а >  0, t Є R , при а  —» 
—0(<т ^ Е і,Іо — m eas(E i) <  + оо ) виконуються співвідношення

hi М (а, F )  =  (1 +  о (1 )) In М (<т, F , S). (31)

У мова (28) близька в деякому сенсі до остаточн ої (необхідної). 
На це вказує теорем а 2.13. Теорема 2.15, яка встановлена для класу 
Н є повністю  подібна до теореми 2.10. Це ж стосується  і наслідків.

У  !)2.4 встановлено, що умова

ОО J

] £ ---------------- < + ° °  (32)
п = 0  * ‘ п + ‘  “

є необхідна і достатня для справедливості співвідношень (17), (16):
а) у випадку F  Є Н , цп =  In ]~ г , —* + оо  (cr ^ Е, In —measЕ  <  оо),
б) у випадку F  Є Н о ,  /*., =  In |an|, i t  0 ( a  Е , l 0 — measE  < оо. При 
цьому у випадку F  Є Н  від послідовності Л =  (АП) досить вимагати, 
щоб Л„ < sup{Aj- : j  >  0 } =  Д(м >  0).

У  розділі III продовжуємо дослідження асимптотичних властиво­
стей функцій F  Є Н0, що розпочаті у розділі II. Не зважаючи на 
виявлену там нову якісну картину, що послідовність (цп) У випадку 
класу Н0 відіграє в цілому ряді питань ту ж роль, що і послідовність 
(А„) в класі Н , а також на необхідний і достатній характер одерж у­
ваних при цьому результатів, слід відзначити, що всі твердження 
цього розділу ф ормулюю ться з тими чи інтими додатковими умо­
вами, які стосую ться  певної правильності зростання In ft(cr, F ). І хо­
ча при побудові функцій, які покликані показати непокращуваність 
(необхідність) основних умов, як правило, просто перевіряється ви­
конання додаткових, наявність останніх в певній мірі обмеж ує зо­
ну застосування одержуваних результатів. В теоремі 2.1 показана 
принципова Неможливість в ідейному плані повних аналогій теорем 
про співвідношення вигляду (6) в класах Яо(Л) і В  {А).  Розділ III по­
чинається з теореми 3.1, в якій подібне твердження встановлюється 
стосовно співвідношення ’

L(er,F) =  (1 +  o ( l ) )A 1/(CTtf ) , (33)
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де L(<t,F )  =  ( ln M (a ,F ))+ .
Як випливає із результатів цього розділу, доси ть хорош е описан­

ня умов, що забезпечую ть справедливість тих чи інших асим пто­
тичних власти востей  рядів Д іріхле ізЛ 0, є можливе, якщо швидкість 
прямування (А „) до -foo  певним чином пов ’язувати із ш видкістю  зро­
стання //(<т, F ) до + о о  при а  —> —0. Зокрема, для співвідношення (33) 
слід вимагати апріорного виконання умови (5), т о б т о  збіж ності ря- 
ду , а потім швидкість збіж ності цього ряду пов'язувати із
зростанням до + оо  максимального члена fi(cr,F).

§3.1 м істить оцінки загального члена через максимальний. Х а ­
рактерною  ту т  є теорем а 3.2.

Нехай L0 —  клас додатних неспадних на [0, -І- ос) функцій v(t) та-
Г  +  о о  d v ( t)  .ких , що J —“  <  -f-оо.

ТЕОРЕМА 3.2. Нехай Ф(t) =  Ф-'^І> € L\\ v(t) Є L0 і F  Є Нп(Л). Якщо 
In п — о (А „) (п —*■ + оо ) і виконуються умови

де v =  іу(ст) =  v (f f ,F ) -  центральний індекс ряду (3).

Зауваж имо, що у  випадку теореми 3.2 і теорем 3.3, 3.4, порівняно 
з доведенням подібних твердж ень, як для цілих функцій, зображ е­
них степеневими рядами, так і для цілих рядів Д іріхле, виникають

основі н ового в ідейному плані підходу до одержання таких резуль­
татів.

В §3.2 встановлено подальші аналоги теореми Бореля.

(ЗЬ >  0) : lim
. ^  V )

(и)
> 0 , (34)

1 Ґ ' (1> (  f +°° 1 \
lim ------- - I I I —dv(x ) ) du =  0,

*—H-oo Ф ( f )  J0 \ . l  X  K 4
(35)

т о'для всіх п >  0 і всіх сг є  [—1; 0) \ Е  (dE  =  Ііш(7_ _ ц щ т єа в(Е  П 
[— 1, <т]) =  0) справдж уєт ься нерівність

|a„|eoA" < ^(tr,F)exp j — J A"t ■ * rft>(t) j  , (3 6 )

принципово нові технічні ускладнення, які вдалось здолати лише на

Нехай
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Я „(Л ,Ф ) » ( f f  « „ (Л ) : (Зі. >  0) [ Нш h L ' ' ! " ' F >  >  oj  I
І 1— ° • (і*т) і )

д е Фі(г) =  t<b(t) , Ф Є L.

ТЕОРЕМА 3 .5 . Нехай Ф Є L lt Ф і(( )  =  £Ф(£)- Для того, щоб для кож ної 
функції F  Є / / 0(Л ,Ф ) виконувалось співвідношення (4) при <т —+ —0 
((Т £ Е і, dEi — 0) необхідно і досить, щоб

lim t 2 І(— 1-00 х—
*п >*■(*)

1
п\„

Твердження цієї теореми, а також подібних -  в класі Н0(Л, Ф) 
одерж уєм о із більш загальних теорем, що стосую ться  умов вико­
нання співвідношень (6).

Т е о р е м а  3 .6 . Нехай Ф Є L 1; Фі(*) =  t&(t) і F  Є Я 0(Л, Ф), a u>{t) - '  
неперервно диференційована функція на [0, оо) із спадною похідною, 
для якої виконуються умови  (13) і (tui'(t)) У  (t —* -foo). Якщо вико­
нується умова

то співвідношення (б ) справдж ується при п —+ —0 (а  $ Ex, dE\ =  0).

На непокращуваність теореми 3.6 вказує наступна

ТЕОРЕМА 3.7. Нехай функція ш -  додатна,зростаюча, двічі диферен­
ційована на [0, + оо ) така, що при цьому k(t) -  вгнута від In t, k '(t) не 
спадає

де k(t) -функція обернена до . Для кож ної Ф Є L і кож ної послі­
довност і (А „) такої, що умова (37) не виконується знайдеться функ­
ція F  Є # 0(Л,Ф) т о к а , що нерівність (12) виконується при ег0 < ег <
0.

В раховую чи , що при виконанні умови (14) умови теорем  З.б 1 3.7 
на функції cj(x ) і k(t) виконуються одночасно, .тому з цих теорем 
одерж уємо наступну теорему. ; j

lim t  J Jt-*+oo г~~‘
Л „ > Ф , ( І )

fc(ln(n +  1)) — fc(lnn)
(37)

----  1,  (  k\t)\
lim -  In ( 1 + --------I <  1,

t —> + o o  t \ t J
(38)

- t  T-

-  =  0 .

1

= 0 ,
A n



Т е о р е м а  3 . 8 .  Нехай Ф Є Li, Ф і ( і )  =  £Ф(і), a u>(t ) -  неперервно ди­
ференційована функція на [0,-4-е»), для якої виконується умова  (14), 
(tu /(t)) і k'(t.) не спадають, k (t) вгнута відносно  In t. Для того, щоб 
для кож ної функції F  Є Н 0(Л,Ф) співвідношення (б) виконувалось 
при а —* —0 (а  Є [—1; 0) \ Е {, dEi =  0 ) необхідно і досить, Щаб вико­
нувалась умова  (37), де k(t) -  функція обернена до

Позначення Я 0(Л і,Ф ) означає, клас / Ї 0(Л,Ф) з ф іксованою послі­
довн істю  Л =  Лі, яка задовольняє умову

-----  fc(ln п(())
, ї 1 ------ 7-----------------------------------------------М * )  =  0 ’ (39)t—>+ОС t

-  1 8-

з функцією y>i(f) обернен ою  до Ф і(і) =  £Ф(£).
ТЕОРЕМА 3.9. Нехай Ф € L, Фі(£) =  £Ф(£), в функція ш(х) тика, як в 
теоремі З.в. Якхцо F  Є Н0(А і,Ф ) і виконується умова

то співвіднош ення  (0) справдж уєт ься при о  —» —0 (а  E3,dE 3 =  Ч), 
де k(t) -  функція обернена ■

На необхідність умови (40) в класі Н0(Л,Ф) вказує наступна тео­
рема.
ТЕОРЕМА 3.10. Нехай о>(;г) -  функція така, як в т еоремі 3 7. Для 
кож ної функції Ф Є L і кож ної послідовност і (А „) такої, що умова
(40) не виконується, знайдеться функція F  Є Н0{А ,Ф ) така, Що нерів­
ність (12) справдж уєт ься для всіх а Є [сг0! 0) з деякими гт0 < 0 ,  6 > 0.

З теорем и 3.9 і 3.10 негайно одерж уємо наступний критерій.

Т е о р е м а  3.11. . Нехай Ф є  L, Фі(£) =  їФ(f)> °  <*>(*) -  така як в 
теоремі 3.S. Для того, щоб для кож ної функції F  Є Н 0(А і,Ф ) спів­
відношення (6) виконувалось при а  —♦ —0 (в  Є (— 1; 0) \ Е 3, dE3 =  0) 
необхідно і досить, щоб виконувалась умова (40і), де k(t) -  функція 
обернена до -^ 7 )'

НАСЛІДОК. Нехай Ф Є L, Ф і(ї) =  tФ{t). Для того, щоб для кож ної 
функції F  Є і / 0(Л і,Ф ) співвіднош ення  (4) виконувалось при і* —► —0 
(о  £ Е3, dE3 — 0 ) необхідно і досить, щоб

Н аступна теорем а м істить значно більше інформації про винятко­
ву множину, ніж теореми 3.6, 3.8, 3.9, 3.11.

* V '  fc(ln(n+1))-fc( lnn)  „
hm t 2 - ,  --------------- 1-----------------=  °>

t—»+oo *tl
АЛ> Ф | ( 0

(40)

lim t  ^ 2  — —  -  o.
t—*+oo n * n

А п > Ф , 0

(41)

і



Т е о р е м а  3 . 1 2 .  Нехай Ф Є L, Ф і(і) =  іФ(*)> «  функція ш(х) така, 
як в теоремі 3.6. Якщо F  Є Яо(Л, Ф) і виконується умова  ( 3 7 ) ,  то 
співвідношення (6) справдж уєт ься при а  —► —0 (а £ Е і, D E i =  0).

У §3.3 встановлю єм о умови достатні для справедливості співвід­
ношення (33) при <т —» —0 зовні деякої множини для функцій F  Є 
Н0(Л). Вкажемо на природність задачі про встановлення зв ’язку 
між L (a) і центральним показником. Оскільки, з одного боку, L (a) 
відіграє важливу роль в застосуваннях теор ії В імана-Валірона, а з 
іншого боку, відновити функцію F  (тим паче, обчисл ити  L(cг)) за 
заданими послідовностями коефіцієнтів (о п) і показників А„ доси ть 
складна задача, яка допускає пряме р озв ’язання лише у частко­
вих випадках. Як і в §3.2 для співвідношення (4), важливу роль 
при вивченні співвідношення (33) відіграє поведінка залишку ряду 

7їа~ > який надалі вважатимемо збіжним, т о б т о  таким іцо вико­
нується ум ова (б). При цьому виявляється, що, дк і у випадку цілих 
рядів Д іріхле (див. М ат. заметки, 1085, т. 37, N 1; М ат. сборник,
1988, т.137, N 1), умови, при виконанні яких справдж ую ться  зовні 
виняткових множин співвідношення (4) і (33), в цілому, збігаю ться.

Т е о р е м а  3 .1 3 . -  Нехай Ф Є £ 1,Ф 1(<) =  £Ф(Є). Якщо F  Є //"„(Л ^Ф ) і 
виконуються умови (37) (з k (t) =  t )  та

то співвідношення (33) справдж уєт ься при а —► 0 (а $ Е4.
(ІЕЛ =  о ;.

Т е о р е м а  3.14. Нехай Ф б ' і ь ф ,(()  =  *Ф(і). Якщо F  Є Н и(Л і,Ф ), 
виконується умова (41), то співвідношення (33) справдж уєт ься при 
а - >  0 (а $ Es ,d E s =  0).

Т е о р е м а  3 .15.  Нехай Ф є  L u Ф,(*) =  t$ (t ) . Якщо F  є  Н о(\ і, ф), 
виконується умова (37) (з k(t) =  t), то співвіднош ення (33) справ­
дж уєт ься при а  —> 0 (сг ^ Eg, D E e =  0).

При доведенні цих теорем  викори стовую ться  теорем и з §3.1, дві 
леми з праці Укр. мат. жури., 1979, т-31, N б та  одне твердження 
з книги Ш .И .С трелиц, А сим птотические свой ства  аналитических 
решений дифференциальных уравнений, В ильнюс: М интис, 1972. 
К лючовими у доведенні е леми 3.6 і 3.7, які оп и сую ть поведінку 
F  Є Н0(\ )  та  її похідних в околі точки максимума |F(z)|. Н аступна 
теорема 3.16 показує непокращ уваність теорем и 3.15

-і 9-

. „  lnZ-(cr)Л = Ііш -—Г— > 1 . ■ (42)
о----- О  1*1



Через Лу> =  (Лп) позначимо послідовність Л =  (Лп) 7 для якої існ ує 
границя

« y: Hr" Л ”<—>+oo f(A „
А„>Ф,(0

для фіксованої функції Ф), що визначає клас Я 0(Л,Ф). Справедлива 
наступна теорема.
Т е о р е м а  3.16. Нехай Ф Є L x, Фі(*) =  t$ (t) . Для того, щоб для коле­
ної функції F  Є H 0(AV, Ф) виконувалось при а —* —0 (а $ Ев, D E 6 =  0) 
співвідношення  (33), необхідно і досить, щоб =  0.

Твердження теореми 3.16 одерж уємо поєдную чи теореми 3.15 і 
3.10 (при ш(х) =  'тх ), та  застосовую чи  наступну лему.

ЛЕМА 3.9 . Нехай / ( х )  і g (x ) Т +оо(ж  —» —0) -  н ев ід ’ємні опуклі при 
х  <  0 функції такі, що правосторонні похідні f + (x ), g'+ (x ) У  + о о  х  —> 
—0). Якщо

f ( x ) < g { x ) ,  * є [<т0; 0),
то для кож них К  >  1 і є  >  0 знайдеться множ ина Е  С ( — оо; 0) така, 
що

° ‘ >-Чг
і для всіх х  Є Е  виконується нерівність

/ ' ( * )  <  (1 +  ^ ) К д '( х ) .  (43 )

Доведення леми 3.9 подібне до доведення теореми 1 (Bergweiler W . 
Bull. London Math. Soc., 1989, v.21).

У  §3.4 досл ідж ую ться умови, достатні для виконання співвідно­
шень (16), (17) і т.п. в класі Н0(\ ). Як випливає з теореми 2.1, нія­
ке обмеження на показники (Ап) навіть у сукупності з обмеженням 
зверху на зростання функції F  Є Н0(А) не може забезпечувати вико­
нання співвідношення (6). Якщо послідовність (А„) така, Що умова 
(15) не виконується, тоді ніяке обмеження знизу на ц(а, F) також  не 
дозволяє одерж ати співвідношення (16), (19) і (17) навіть для деякої 
ПОСЛІДОВНОСТІ а  =  CTj —> —0  (для кожного із співвідношень своєї).

ТВЕРДЖЕННЯ 3 .2 . Нехай Ф Є L -  довільна функція. Для кож ної по­
слідовності Л =  (Ап), 0 =  А0 <  А„ f  +ао (м —► -f-oo) такої, що умова 
(15) не виконується, існує функція F  Є Н о(А), для якої співвідношен­
ня (16), (17) і (19) не мож ут ь виконуватись хоча б вздовж  деякої 
послідовност і значень а —+ —0 при цьому
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Із тверджень 3.1 і 3.2 випливає, що баж аного результату (спра­
ведливості співвідношень ( їв ) , (17), (19) при а  —* —0 зовні малої 
множини) можна досягти  лише накладаючи обмеження на зростан­
ня fi(<r,F) знизу, вваж аючи при цьому умову (15) виконаною.

Встановлені у §3.4 теорем и 3.17 -  3.19 містять достатні умови для 
справедливості (19) при а —» —0 зовні множини Е  з D E  =  0 чи dE  =  0 
в класах Н0(Л,Ф),  І / 0(Л, Ф). Х арактерною  тут  є наступна теорема.

Т е о р е м а  3.17. Нехай Ф! € L&, Фі(£) =  іФ(<). Якщо F  Є ііГо(Л,$) і 
виконується умова

£  (А"+1 ~  А »)-1 -  о, (44)
А „ > Ф ,( « )

то співвідношення (19) справдж ується при а  —* —0 (а ф Е7, dE-j — 0)  
рівномірно по г  Є R, де L5 =  {Ф Є L : ip ~  v (t )  (< - »  + oo)},v ? —
обернена до Ф}.

В теоремах 3.20-3.22 містяться твердження про необхідність одер­
жаних в теорем ах 3.17-3.19 умов. З теорем 3.17-3.22 одерж уєм о на­
ступні.

Т е о р е м а  3 .2 3 .  Нехай Ф) є  LB, Фі =  *Ф(£). Для того, щоб для кож ної 
функції F  Є Н 0(Л,Ф) співвідношення (19) виконувалося при а —* —0 
(а  ^ Е7, dE7 =  0) рівномірно по r  Є R, необхідно і досить, щоб 
справдж увалось (44).

ТЕОРЕМА 3 .2 4 .  Нехай Ф €  L 4 , Фі(£)  =  іф(<). Для того, щоб для кож ­
ної функції F  Є # 0(Л,Ф) справдж увалось співвідношення
(19) при а  —» —0 (а  ^ Ев, dEs =  0 ) рівномірно по т Є R , необхід­
но і досить, щоб виконувалась умова (44) із заміною lim на lim. де 
jL4 =  (Ф Є L : In2 t —> 0 (t —» + o o )} , 43 -  обернена до Ф}.

ТЕОРЕМА 3 .2 5 .  Нехай Ф Є L 4 , Фі(<) =  £Ф(£). Для того, щоб для кож ­
ної функції F  Є Я 0(Л,Ф) справдж увалось співвідношення
(19) при аг —» —0 (<т ^ Е9, D E e 0) рівномірно по г  Є R , необхід­
но і досить, щоб виконувалась умова (44).

Функція, яка побудована при доведенні теорем  3.20 і 3.21, крім 
того , що для неї співвідношення (19) не може виконуватись, очевидно 
володіє властивістю  (21) не залежно від будь-яких умов на показники 
Л =  (Ап)- Том у можна чекати, що ця функція може виступати в
якості оптимальної оцінки знизу вигляду
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яка забезпечує справедливість співвідношення (10). Нехай Д n(q) =  
1п а„,а „ -  коефіцієнти ряду, визначеного при доведенні теорем и 3.20.

Т е о р е м а  3.26.  Нехай F  Є Н0(А) і виконується умова  (15). Якщо 
виконується умова

—  1,1 К ІН т +оо,П — + 00 Д „(1 )

т о  співвіднош ення  (19) справдж уєт ься при <г —+ —0 (а  ^ E l4,d E l4 =  
0) рівномірно по т Є R .

Із теорем и 3.26, зокрема, одерж уєм о наступне посилення теореми 
Вімана (W iman A. A cta Math., 1916, v.41, p. 1-28).

НАСЛІДОК 3.2 . (посилення теореми А. Вімана). Для того, щоб для 
кож ної функції F  Є Но(Л) такої, що

lim \(r\p \nM((T,F) >  О,
а —* —0

співвіднош ення  (19) виконувалось при а  —» —0 (а ^ E ,d E  =  0^ необ­
хідно і досить, щоб

^  £ > * + 1  ~ Л* Г ‘ =  о(1) ( п ^ + о о ) .
k > n

У  Розділі IV продовж ую ться  вивчення асимптотичних властиво­
стей цілих функцій F  Є Н(А) .  При цьому, також, уточн ю єм о одер­
жані вище у  розділах І і II теореми у різних підкласах Н(А) .  Ш ере­
мета М .М . ( М ат. заметки, 1987, т. 42, N 2, с. 215-226) показав, що 
якщо послідовність А =  (А „) така, що

то для того, щоб співвідношення (4) виконувалось для кожної функції

F  Є Н а(А,ф)  = =  { F  Є Я (А ) : In К |  <  -А„Ф(АГАП) (п -  + о о ) , К  >  0 }, 
ДЛЯ Ф Є L,  при <Т —» +оо зовні деякої множини нульової щільності, 
необхідно і досить, щоб
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Хомяк М.М. (И зв. вузов. М ат., 1982, N 10, с. 70-81) встановила при 
деяких умовах на гладкість та повільне зростання функції ф Є L , що 
умова

In n(t)  — o(t V’W ) (* ~* + ° o )  (46)

є достатня для того , щ об для кожної функції F  Є Н а(А,ф)  співвідно­
шення

v>(ln М(<7, F ) ~  Ц і п  » ( a , F ) )  (47)

виконувалось при а  —* + оо  зовні множини нульової щільності. Якщо 
ф повільно зр оста ю ч а  і така, що ф^фЩ)  ~  ф(Ь In t) ~  ф(і) ( t —* + °о ) , 
то Ш ереметою  М .М . (М ат. заметки, 1905, т . 57, N 2, с. 283-206) по­
казано, що ум ова (46) є необхідна і достатня для справедливості (47), 
при <Т —* + 0 0  зовні множини нульової щільності, для кожної функції 
F  Є На(А,ф).  Однак, у  випадку, коли функції ф, які виступаю ть 
у співвідношенні (47) і у визначенні класу Н а(А,ф),  є різні, то  така 
умова є не відома. Відкритим залиш ається питання і у випадку оди- 
накових функцій ф, >ікщо ф не є повільно зр оста ю ч ою  (див. також  
щойно цитовані статті М .М .Ш ерем ети). У  цьому розділі розгля­
даємо питання про умови справедливості співвідношення (47) для 
х <  ф(х) < е* або, що те ж саме, співвідношення (6) з In х <  и (х )  <  х  
у наступних підкласах класу Я (Л )

Н(А,  Ф) =  { F  Є Я (Л ) : ІпГОІ(сг, F ) <  0 (а Ф (0 (іт ))) , а  —» + о о } ,

Я(Л,Ф ) =  ( f  Є Я (Л ) : Inm { p s , F ) <  О (а і Ф (О(0гі ) ) ) І а , -4  + о о } ,

Я М(Л, Ф) =  {F  Є Я (Л ) : In ц(а, F)  <  0(<тф (0(ст))), а  —» + о о } ,

Я „(Л , Ф) =  (F  Є Я (Л ) :ln /i(< r ,,F ) < 0( * j * ( 0(<t j ) ) ) ,  c t j  -  + о с } ,  

для Ф Є L,

+ о о

OT(£T,F) =  $3|a„|e<’ A".
n = U

Крім того, розглядаєм о поведінку мінімуму модуля гп(а-, F ) цілих 
рядів Діріхле, та мінімума модуля »?»/(г ) лакунарних степеневих
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рядів вигляду (18). При цьому встановлюємо необхідні і достат­
ні умови для справедливості асимптотичної рівності hi ~
In при Гj —* + 00, які, зрозуміло, містять в собі тверджен­
ня відомої гіпотези Г.Пойа (Math. Zeitschrift, 1020, Bd. 20, S. 540- 
640). Встановлюємо також деякі інші властивості т/(г)  в залеж­
ності від ступеня лакунарності ряду, який зображає / ,  доповнюючи 
один результат У.Хеймана (Ргос. London Math. Soc., 1072, v. 24, 
N 4, P. 500-624) та застосовуючи їх до розв’язання однієї гіпотези 
Й.В.Островського (див. Итоги науки И техн. Соврем, пробл. мат. 
Фундам. напр. /  ВИ НИ ТИ , 1900, с. 5-186).

У  §4.1 встановлено деякі нові оцінки загального члена через мак­
симальний для функцій із Н(А) при слабких обмеженнях на зростан­
ня та на показники. В ідейному плані ці твердження близькі до ре­
зультатів П. ФенТона (Trane. Amer. Math. Soc., 1082, v. 271, N 1, 
P. 183-105). В цьому ж §4.1 встановлюються деякі інші допоміжні 
твердження, які дають змогу встановити в §4.2 теореми 4.1-4.3.

де V *(*) —  функція обернена до ф, -  обернена до Ф. 
Характерною тут $ наступна теорема.

Т е о р е м а  4 .1 . Нехай ф є L, /ф є  Le(ф ), F  Є Н(А,Ф) а функція w(t)
-  додатна/неопадна з незростаючию похідною такою, що задовольняє 
умову (в). Якщо виконується умова

Hm. a>'(V''“ l (0 )ln n A(t -  V ^ (t), t +  vV(*)l < 0,і 1'* I OO

то співвідношення (в) справджується при а —► + 0 0  (cr ^ Е, D E  =  0), 
де D E  =  limtr_ +00 %meaa(E Л [0,сг])..

Теореми 4.4 і 4.5 встановлюють необхідність умов в теоремах 4.2
і 4.3, при додаткових обмеженнях на и> таких, як в §2 розділ І. Основ­
ними в §4.2 в теореми 4.6-4.9 та 4.12. Наведемо деякі з них.

Нехай
І

Le =  {V> Є L : V»(t) o(y>(ty>(t))) (* -*  +оо),

(Vft > О) lim  і / ^  - о Ь<—♦+00 ( /  ж

L7 -  {Vі є  і  : V»(*) S  t2,t -  o(V>(t*>(*))) (< -♦ + 00),

(Vb > 0) Ша і  /  -2L-Li ,  о },
t -* + ®  ► ^ ®
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ТЕОРЕМА 4.6. Нехай w -  функція така, як в теоремі Я, Ф Є L, а 
Л =  (А„) -  послідовність, для якої виконується умова

fc(lnn(a:))
(Vb > 0) : 1ІШ * - > =  0,

I—+оо xtp(bx)

де ip -  функція обернена до Ф.
Для того, щоб для кож ної функції F  Є І /Й(Л, Ф) співвідношення

(6) виконувалось при а  —* +оо зовні деякої множ ини Е  (dE  =  0), 
необхідно і досить, щоб

(Vb > 0) : і і т  7  /
t— » + 0 0  Ь  J

Ь Ф(Є)

+оо  ̂ ^ &

ТЕОРЕМА 4.9. Нехай Ф Є L. Для того, щоб для кож ної функції F  Є 
Н (\ ,Ф ) виконувалось при а  —> -hoc (сг ф Е , dE  =  0) співвідношення 
(19) рівномірно по г  € Ш, необхідно і досить, щоб справджувалась 
умова

(V6 >  0) : Щп 7  1 C  7----- г - = 0 .
t_ +00 t Лп$ьф(|) А„+і -  Ап

ТЕОРЕМА 4.12. Нехай Ф е ї .  Для того, щоб для кож ної функції F  Є 
Ни(\ , Ф) euKonyeajiocb при а +оо  (а  ^ Е, D E  =  0) рівномірно по 
г  € М співвідношення (19), необхідно і досить, щоб справджувалась 
умова

(Vb >  0) : І іт  - і -  С  7----- — Г”  =  °-п-Н-оо tp(b\n) “  Ац+1 -  А*

Для цілої функції /  вигляду (18) в 1929 році Д .П ойа висловив
припущення, що у випадку скінченного порядку для справедливості
співвідношення

_  J
>•— + 0 0  I n  M f(r )  

доси ть, щ об виконувалась умова Фабрі

п =  о(А„) (п —» + оо). (48)

Це припущення Д .П ойа довів У.Фукс, який, базую чись на резуль­
татах Т .К еварі та своїх  оцінках інтегралів по малих дугах від лога­
рифмічної похідної, показав, що якщо для цілої функції скінченного 
порядку виконується умова (48), то  для кожного є  >  0 нерівність

In т/(г) > (1 — є) In М /(г) (49)
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виконується для всіх г Є (1 ,+ оо ) \ E,D\nE  =  0. Далі Л .С он с д о ­
вела, що п р и . виконанні умови (48) для цілої функції скінченного 
нижнього порядку (49) виконується на деякій множині Е  нескінчен­
ної логарифмічної міри, In —measE  =  +оо. Із одн ого результату 
У .Хейм ана випливає, що в ум овах теореми Л .С он с (49) виконується 
для r ^ E,d[„E  =  0. Б азую чи сь на лемах 4.1 і 4.2 встановлю єм о тут 
теорем и, які м істять необхідні і достатні умови для справедливості 
(49). Т у т  всю ди D\nE  та d\„E, відповідно, верхня та нижня логариф­
мічні щільності множини Е  на промені.

Т Е О Р Е М А  4 . 1 3 .  Для того, щоб для кож ної цілої функції вигляду (18) 
скінченного порядку співвідношення (49) з є =  є (г ) —+ + 0  (г —► + оо) 
виконувалось для всіх г Є [ 1 , + о о )  \ Е, d\nE  — 0, необхідно і досить, 
щоб

ТЕОРЕМА 4.14.  Для того, щоб для кож ної цілої функції вигляду 
(18) скінченного ниж нього порядку співвідношення (49) з є  =  
є( г)  —» + 0  (г  —» + 00) виконувалось для всіх г Є [1, +оо)\ і?, d\nE  =  0, 
необхідно і досить, щоб

Зауваж имо, що ум ова (51) (тим паче (50)) слабш а за ум ову Фабрі 
(48). Крім того , ту т  встановлено теорем у 4.15, яка п оси л ю є теорему 
У .Хеймана.

У  цьому пункті, викори стовую чи встановлені вище результати, а 
також деякі результати із цитованої вище книги Ш .С трел іца одер­
жимо твердження про неможливість у різних класах цілих та ана­
літичних функцій однієї функціональної тотож н ості, що узагальню є 
теорем у Пікара про виняткові значення цілих функцій. Д обр е  відо­
мо, що ця теорем а еквівалентна до твердження про неможливість 
тотож н ості

ея.(*) +  еяА*) = F ( z ) ,  (52)

де gj -  довільні цілі функції, при цьому gl (z) ф 3 ](0 ), a F (z )  =  1. 
Й .В. О стровський в 1983р. на конференції з теорії функцій і диферен­
ціальних рівнянь (м. Ч орноголовка) сформулював задачу, виясни­
ти. при яких ум овах на лакунарність степеневого розвинення функції 
F  тотож ність (52) залиш ається неможливою, при цьому він висловив 
припущення, що тотож ність (52) неможлива, якщо степеневе розви­
нення функції F  м ає адамарівські лакуни, тоб то  і А„+1/А п >  в >  1

1 1
—  З Г  =  ° -I —> + о о  l e t  t -А„

(50)

1 1 
lim -—  2  —  =  0.

« -+ 0 0  In t ^  \п 
A„<t

(51)
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(п >  1). Із встановлених в цьому параграфі результатів одерж и­
мо, зокрема, справедливість наступного твердження, яке очевидно 
містить твердження гіпотези И .В. О стровськ ого .

ТЕОРЕМА 4.16. Якщо ціла функція F  вигляду (18) задовольняв умову 
+ ° ° ;  то тотожність (52) немож лива, як 

тільки F( z )  ф 0, ffi(z) ф Si(0).

В и сн овк и . Д исертація містить нові науково обгрун тован і тео ­
ретичні результати в теор ії цілих та  аналітичних функцій, предста­
влених рядами Діріхле та  лакунарними степеневими рядами. С у ­
купність одерж аних результатів дозволила розвинути напрямок, що 
базується  на комплексному дослідженні основн ої частини відомих 
асимптотичних співвідношень у внутрішній теор ії таких рядів, та 
дає новий підхід до р озв ’язання ряду класичних задач та  їх уза­
гальнень. Ефективність такого підходу продем онстровано при до­
веденні гіпотез Й .В .О стровського , М .М .Ш ерем ети , та  остаточном у 
вирішенні Проблеми, що випливає з гіпотези Д .П ойа, а також  при 
одержанні, як посилень відомих теорем , так і при доведенні принци­
пово нових.
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Основні положення, Які виносяться на захист. 1. Зв’язок 
між максимумом модуля і максимальним членом рядів Діріхле 
зовні виняткових множий. Узагальнення теорем Вореля і 
ІНеремети. 2. Мінімум і максимум модуля функцій, зображених 
рядом Діріхле. Узагальнення теорем Фентона і Вімана. 3. Кри- 
теріальне узагальнення теореми Фукса про гіпотезу Пойа. 4. Но­
ве узагальнення теореми ІІікара. Гіпотеза Островського.
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Скаскив О .Б . А симптотические свойства  аналитических 
функций, представленных степенными рядами и рядами Дирихле.

Д иссертация на соискание ученой степени доктора  физико-мате­
матических наук по специальности 01.01.01 -  математический ана­
лиз. Львовский государственный университет, Л ьвов, 1996.

Для рядов Дирихле абсол ю тн о сходящ ихся в полуплоскости раз­
работан аналог классического метода Вимана-Валирона. Изучено 
асимптотическое поведение таких рядов и целых рядов Дирихле, 
при этом  получены решения известных задач как во внутренней те­
ории таких рядов, так и в приложениях. И сследованы асимптоти­
ческие свой ства  рядов Дирихле с монотонными ковффициентами. 
Получено новое обобщ ение теоремы Пикара.
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Skaskiv О.В. Asymptotic behaviours analytical functions represented by 
power series and by Dirichlet series.

The D octor’s Degree (Physics and Mathematics) thesis in speciality 
01.01.01 -  mathematical analysis, Lviv State University, Lviv, 1996.

For Dirichlet series absolutely convergent in half-plane, an analogue of 
classical Wlman-Valyron method is developed. Asymptotic behaviours of 
such series and entire Dirichlet series is studied. Furthermore, the solutions 
o f well-known problems, both in the internal theory o f such series and in 
applications, is obtained. The asymptotic properties o f Dirichlet series with 
monotone-coefficients are investigated. A new generalization o f the Picard 
theorem is obtained.

К лючові слова: ціла функція, аналітична функція, ряд Діріхле, 
лакунарний степеневий ряд, метод Вімана-Валірона.
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