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ЗА ГА Л ЬН А ХАРА КТЕРИ СТИКА РО БО ТИ

Актуальність тематики

В зв'язку а розвитком обчислювальної техніки ланцюгові дроби і, 
тісно пов'язані з ними, наближення Паде, знаходять багаточисель- 
ні застосування в обчислювальній математиці і теоретичній фізиці 
(Дж.Бепкер, ІІ.Грейвс-Моррис"АппроксимацииПаде” .-М.: Мир, 1986- 
502 с.). Проте, активно ведуться дослідження по самій теорії ланцюго­
вих дробів, про що свідчать праці регулярних міжнародних конферен­
цій ('’Nonlinear Numerical Methods and Rational Approximation”, Univer­
sity of Antwerp, Belgium, "Ortogonality, Moment Problems, and Continued 
Fractions”, Delft, The Netherlands).

Теорія ланцюгових дробів розвивається в двох напрямках: теорети­
ко-числовому і аналітичному. Різні узагальнення ланцюгових дробів в 

теоретики-числовому напрямку розглядались Л.Ейлером, К.Якобі, О.Пе- 
рроном, Г.Ф.Вороним. В аналітичному напрямку таким багатовимір­
ним узагальненням с гіллясті ланцюгові дроби, запропоновані В.Я.Ско- 
робогатько. Деякі часткові випадки гіллястих ланцюгових дробів зустрі­
чались і раніше: в роботі І.Пратьє -  при розгляді композиції відобра­
жень Жуковського, у В.П.Терських -  при дослідженні механічних коли­
вань в валопроводах різних енергетичних установок в суднобудуванні.

Аналітична теорія гіллястих ланцюгових дробів розвивалась, зо­
крема. в роботах П.І.Боднарчужа, Д.І.Боднара, Х.Й.Кучмінської, An­
nie Cuyt, W.Siemaszko,J .Murphy, M.R.O’Donohoe (Скоробогатько В.Я. 
Теория ветвящихся цепных дробей и ее применение в вычислительной 
математике. - М.: Наука. 1983. -  312 с., Боднар Д.И. Ветвящиеся 
цепные дроби. -  Киев: Наук.думка, 1986. -  176 с.).

Однією з важливих задач аналітичної теорії гіллястих лашхюго- 
впх дробів с розвинення аналітичних функцій у багатовимірні узагаль­
нення ланцюгових дробів, дослідження їх відповідності та збіжності. 
Х.Й.Кучмінською (1978), J.Murphy і M.R.CDonohoe (197S). VV.Siemasx.ko

■ ‘ '* 3
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(1980), A.Cuyt і Verdouli (1985), Д.I.Боднаром (1988) були запропоно­
вані алгоритми р оо к ладі в кратних степеневих рядів в багатовимірні 
узагальнення ланцюгових дробів різних конструкцій.

Так як підхідні дроби відповідних багатовимірних узагальнень лан­
цюгових дробів дають Дробово-раціональні наближенныя аналітичних 
функцій від багатьох змінних, то актуальним € дослідження властиво­
стей, встановлення ознак збіжності, стійкості, оцінок похибок набли­
жень різних кострукпій, запропонованих відповідних гіллястих ланцю­
гових дробів.

В дисертаційній роботі досліджуються відповідні гіллясті ланцюгові 
дроби відповідні двовимірні ланцюгові дроби, введені Х.И.Кучмін- 
ською, J.Murphy і M.R O’Donohoe.

М етою  роботи  є розвиток аналітичної теорії двовимірних лан­
цюгових дробів : дослідження їх елементарних властивостей, встано­
влення ознак збіжності, абсолютної стійкості, дослідження їх локально- 
апроксимативних властивостей.

М етодика досліджень. В дисертаційній роботі використовують­
ся методи математичного аналізу, теорії функцій комплексної змінної, 
аналітичної теорії ланцюгових дробів.

Н аукова новизна роботи  полягає

-у  дослідженні властивостей відповідних двовимірних ланцюгових 
дробів;

-у встановленні достатніх ознак збіжності двовимірних ланцюгових 
дробів, зокрема, дослідженні різних аналогів теореми Ворпітського;

-у встановленні необхідної ознаки збіжності двовимірних ланцюго­
вих дробів, аналогу Теореми Коха;

у дослідженні найбільшої кругової області абсолютної стійкості;

у побудові деяких локально-анрокспматпвніїх властивостей двови­
мірних ланцюгових Дробів.
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Наукова т а  п ракти чна цінність роботи . Робота має теоретич­
ний характер і її результати сформульовані у вигляді теорем. Отри­
мані результати можуть бути використані для подальшого розвитку 
аналітичної теорії відповідних двовимірних ланцюгових дробів.

Основні положення дисертац ії, що виносяться на захист

-встановлення аналогів теореми Ворпітського для двовимірних лан­
цюгових дробів;

-встановлення необхідної ознаки збіжності для двовимірних ланцю­
гових дробів ;

-дослідження областей абсолютної стійкості та локально-апрокси- 
матииішх властивостей безумовно збіжних двовимірних ланцюгових 
дробів.

О собистий вклад дисер тан та

Всі наведені в дисертації основні результати одержані самостійно. 
Із спільних робіт використано лише ті результати, які одержані дисер­

тантом.

А пробація роботи . Результати дисертаційної роботи доповіда­
лись на семінарах з аналітичної теорії ланцюгових та гіллястих лан­
цюгових дробів (керівники: доктор фіз.-мат. наук Д.І.Боднар, та ироф. 
В.Я.Скоробогатько), на школі молодих вчених ’’Чисельні методи ро­
зв'язання задач математичної фізики' (Львів, 1983 p.), на Саратовсь­
кій зимовій школі по теорії функцій та наближень (1988 p.). на школі 
“Теорія наближення функцій” (Луцьк, 1989 p.), на міжнародній кон­
ференції. присвяченій пам’яті акад. М.П.Кравчука (Київ, 1992 p.), на 
міжнародній конференції ’’Ланцюгові дроби, їх узагальнення та засто­
сування" (В.Синевндне, 1994 p.), на Всеукраїнській конференції ’’Роз­
робка та застосування математичних методів в науково-технічних до­

слідженнях” (Львів, 1995 p.).

П ублікації. Основні результати дисертації опубліковано в роботах

м Г ~
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Структура й обсяг. Дисертація складається зі вступу, 11-ти иа- 
раґрафів, об’єднаних у три розділи, та списку літератури, що містить 
64 посилань. Загальний обсяг роботи 123 сторінки.

ОСНОВНИЙ ЗМ ІСТ РОБОТИ
У вступі дано коротиш огляд результатів, що мають безпосереднє 

відношення до теми роботи, викладено основні результати дисертації.
П ертий роодід ’’Означення та елементарні властивості дво­

вимірних ланцюгових дробів” присвячений вивченню властивостей 
двовимірних ланцюгових дробів.

В першому параґрафі дається означення двовимірних ланцюго­
вих дробів оа допомогою дробово-лінійних відображень.

Нехай {ву}, {bij}, i , j  = 0 ,1 ,...  -задані послідовності комплекс­
них чисел, причому всі аі; ф 0.

Двовимірним ланцюговим дробом називається послідовність {/„},

Де
tV i  .

/ п -  D  П-2І-1 - П-2І-1
<=0 D  D  I і

j=i+l UJ> j=i+1 U 'J

і [^ І -ц іл а  частина числа
Елементи — 0 ,1 ,...)  двовимірного ланцюгового дробу (1)

називаються частинними чисельниками, а елементи 6,-Ді, j  =  0, 1, . . . )  -  
частинними знаменниками цього дробу.

Для запису безмежного двовимірного ланцюгового дробу викори­
стовуємо позначення

б -------- — І ?  ' -  а .. (2)
і=0>«+ D  D  £

j=i+ 1 j= :+ 1 U 4

Скінчені двовимірні ланцюгові дроби вигляду (1) називаються п- 
і;мп підхідними дробами двовимірного ланцюгового дробу (2) або його 
!(-пмл наближеннями.
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Звичайні ланцюгові дроби

f \ lJ) = D  Ъ  = б  ^  *>j — 0, 1,...
*5+i %  k=i+i 6>*

називаються одновпмірними залишками двовимірного ланцюгового дро­
бу (2). а двовимірний ланцюговий дріб

' - * ■ +  D  af +  б  gf
J=1+1 І=.'+1 °ч

називається його загальним залишком.
При вивченні властивостей двовимірних ланцюгових дробів 

необхідність у введені наближення //
виникла

- Iv7-4
fl=  D  ІУГГЙГІ] " (̂ ГГ5Ї=2І (3)

ь +  D  r + D  г>=І+1 °іі J=,+1

І — 1 ,2 ,. . . ,  [.4J- ціла частина від виразу А і
Означення 1.1. Двовимірний ланцюговий дріб

________ ___________  г ч ________ аіі'г1 Ч_______
0 0  п  ОО _  v  . 1 )  ОО л  „  ОО _  „

і + б ^  + б 2! ^  ^  б  ^ Г +  б>=і 1 j=i 1 j=i+i 1 j=i+i 1

називається відповідним до формального подвійного степеневого ряду
ОО

£  яа*і4>
'J-0

якщо розвинення його кожного п ото підхідного дробу (п =  1, 2, . . .)

[ —  ]_________ о̂о_________ А  _________ а;,гігг
ч-1 _ „ п~ 1 _ _ і U  n -2*-i _ г п - 2 і - 1 „

i + D ^ t  + D ^ t 1 1+ D  ^ f 1 + D  -т1
і =  1 1 >= 1 1 JV .+ 1  1 ;= і+ 1
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в формальний подвійний степеневий ряд 

i j - 0

співпадає а вихідним рядом до всіх членів степеня і + j  > п -  1.
В другому параґрафі описано клас еквівалентних двовимірних лан­

цюгових дробів.
О значення 1.2. Двовимірний ланцюговий дріб (2) і двовимірний 

ланцюговий дріб

б — -  *  .  («)
“•»;■+ D jf + D f

j=j+l °і і j=i+l Ч 

називаються еквівалентними, якщо співпадають їх підхідні дроби /„ =  
/*, п =  1, 2, . . . ,  які визначаються за формулою (3).

Теорема 1.1. Двовимірні ланцюгові дроби (1) і (6) у яких ау ^  
0, а у /  0 еквівалентні тоді і лише тоді, коли існують відмінні від нуля
сталі pij, i , j  =  0, 1, . , . ,  p. і,-і =  1 такі, що виконуються умови

Лу =  b y =  1 =  1, 2, . . . ;  j = 0, l , . , .

aji — PjiPj,i-*\ajii bjj=  bjiPji, і = 1, 2, . . . ;  j  =  0, 1, . . .

<*« — P n P i - \ , 6‘, —baPu, P-i.-i =  1, * =  1 ,2 ,----

В цьому параґрафі показано, що підбираючи сталі py,(t,jf =  0 ,1 ,...) , 
=  1 певнпм чином, двовимірний ланцюговий дріб (2) можна зве­

сти до двовимірного ланцюгового дробу з частинними знаменниками, 
рівними 1

б — — -  е : <7>
' " і +  D ^ + D t

>=і-И 1 j=,+i 1
та до двовимірного ланцюгового дробу з  частинними чисельниками, 
рівнями '

б ------- Г-----------=5 ~с~ (8)
,=0*.+ D j:.+ D j-

j— t+l U J* ;= і+ 1
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В третьому параграфі встановлюються рісші типи формул різ­
ниці між підхідними дробами (1) двовимірного ланцюгового дробу (2).

Алгоритм перетворення подвійного степеневого ряду у відповідний 
двовимірний ланцюговий дріб, аналог методу Вісховатова, побудовано 
в четвертому параграфі цього розділу.

Другий розділ ’’Збіжність двовимірних ланцюгових дробів” 
присвячений вивченню збіжності відповідних двовимірних ланцюгових 
дробів з комплексними елементами. В основу дослідження збіжності 
покладено формулу різниці між підхідними дробами двовимірного лан­
цюгового дробу. Ця формула оцінюється за абсолютною величиною і 
за одержаною нерівністю робиться висновок про збіжність чи розбіж­
ність двовимірного ланцюгового дробу.

Означення 2.1. Двовимірний ланцюговий дріб (2) називається збіж­
ним, якщо існує та скжчена границя послідовності його п-их підхідних 
дробів (1) при п —► ос.

Означення 2.2. Двовимірний ланцюговий дріб (2) називається бе­
зумовно збіжним, якщо для всіх к > і + 1, і =  0, 1, . . .  ланцюгові дроби

£> $  р В
j =k °3> j— k

є збіжними і для всіх т > 0 двовимірні ланцюгові дроби
ОО п
D ------ се

+ D D;=і+1 j—i+l иЧ

є також збіжними.
Означення 2.3. Функціональний двовимірний ланцюговий дріб (4) 

рівномірно збігається на деякій лножтті Е  С D, якщо, починаючи з 
дєяеого номера п0 всюди на Е Qk{z\,:i) Ф 0 (к > >і0) і для довільного 
є > 0 існує такий номер тії > щ,  що для всіх п,т > п і і довільних 
zj,22 Є Е  виконз'ється нерівність гг) — /т(*і.гг)| < £•

В першому параграфі сформульовано і доведено теорему
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Теорема 2.1. Двовимірний ланцюговий дріб (7), частинні чисель­
ники су, ( i , j  =  0, 1, . . . )  якого задовольняють нерівності

Іси| ^  g> Ісі+і,і| < , і =  0, 1, . . .

\сі+к,іj < J , |сі,і+*І < * > 2, * = 0, 1—

с збіжним.
В ц араґраф і 2 встановлено необхідну ознаку збіжності для дво­

вимірних ланцюгових дробів вигляду (8), анаалог теореми Коха для 
ланцюгових дробів.

Творема 2.2. Якщо у двовимірному ланцюговому дробі (8), всі

Ф. = 4 +  D  Т + б  т  (* = 0,1,...}
“я  >=І>1 ®*і

€ збіжні та

п —1 , 2 , . . . ,  « = 0 , 1 , . . .  

а також
| > < о о
і=0

Ь а £ г * і т - * - 1, « Ф І - * - ,)| =  °, т  > п, 
і=0

то такпй двовимірний ланцюговий дріб є розбіжним.
В третьо м у  цараґраф і досліджується збіжність до функції її фор­

мального розвинення у відповідний двовимірний ланцюговий дріб ви­
гляд)' (4).

Теорема 2.3. Якщо функція в області .

Us, =  {: Є R2, І < М, \гг\ < М, | r , 23| < М )

де Л/-додатна стала, мас розвинення у двовимірний ланцюговий дріб
■ 4) елементи якого задовольняють умову jayj <  А <  i , j  —

!Ф["-ІІ- ,)| =  І 4 + ” D"1 
,=.+1

1
—  1 J=i+1 “І1
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л  і # (»*-2»-l,») f(n— 2i—  І,і)  • л  f г»— 11 т0, 1, . . . ,  а залишки , f t  , , і =  0, 1— ], i TciM-
ШО

|i  +  / l J1, l > | ,  |i +  / f ’l > ^  л  =  2 ^ 7 2 - 1 ) ,

|i  +  T(b_i] +  11 > f

то двовимірний ланцюговий дріб збігається до функції / ( r t , с2) в області 
Dm і мають місце такі оцінки швидкості обіжності: а)/? < -

г2) -  /(*ь* ,Й  < А' •
і2? 1]

де А'-стала, що не залежить від п;

3v/2
| / п(*і,г2) -  /(•=!, ;j) | < 7^7 • рі^гп4 А/ [йуі ] + 2 ‘

В третьому рооділі ”Стійкість та локально-апроксимативні 
властивості двовимірних ланцюгових дробів” досліджується аб­
солютна стійкість та обіжність двовимірних ланцюгових дробів за до­
помогою формули для обчислення абсолютної похибки, а також вив­
чаються лок.ільно-апроксимативні властивості безумовно збіжних дво­
вимірних ланцюгових дробів.

В першому параграфі цього розділу для двох скінчених двовимір­
них ланцюгових дробів

[j t ] т- - [Sfil а
D  n - l i - l  Я-2.-1 ’ /  = D  п-2.-1 - п--.‘
1=0 *« + D  г +  D  г  і=0 ьи+ D  г + D  ?

і*»+і і* і=«+1 *і і=«+1 і* і=*+і

для яких область 12 С С х С є областю елементів,тобто {а^, 6,j} є  5} 
та {a,j, 6,-j} Є П, встановлюється формула для обчислення абсолютної 
похибки ІА /| =  І/ -  / | .
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Нехай

Д « У  =  а ч  ~  <‘ i j . ДЬу =  bij -  b,j, t =  0, l ^ y ^ ] .  j  =  о, n — 2i — 1

похибки елементів ay, by, і =  0, f2—], j  =  0, n — 2t — 1 відповідно.
О овачення 3 .1. Область елементів Q навивається областю абсо­

лютної стійкості двовимірного ланцюгового дробу (1), якщо існує дійс­
на додатня стала А’. що залежить від П і не залежить від п, така що

о , /і -  йі -  і

В п ар аґр афі два вивчається збіжність двовимірних ланцюгових 
дробів па допомогою встановлених в попередньому параґрафі формул 
для обчислення абсолютної похибки. Сформульовано і доведено

Т еорема 3.1. Двовпмфшш ланцюговий дріб (7) елементи су, (i . j  = 

0, 1, . . . )  якого задовольняють умову ]сі;) < З, 3 < j  е 1) збіжним і
О

мають місце наступні оцінки швидкості збіжності

де А =  тах{шахі шах, jAayj, шах. тах, |ДЬу|}, І = j  =

а^ < 8

І / п - / ™|  < М -
( 1  ,  r f ) < Р у 1 ! ~ t ^ f 1 ]  +  1 )  _  -  \* ? \ + 1 )

(1- ^ 1̂  + 2) - ^ 1  +  2)

де<* = — — • м ~ 
6) 0 -  1

, А/-абсолютна стала;

І/п -  U  < с
i-;Jl - m  + 1

а ^ ] + 2) ( [ ^ ]  + 2)

де С- стала.
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2) значення двовимірного ланцюгового дробу (7) і всіх його набли­
жень міститься в області

1= -  s  т г ж -
В третьо м у  параграф і встановлено
Теорема 3.2. Область Е  =  {і Є С; |г| < З < 5} с областю абсо­

лютної стійкості двовимірного ланцюгового дробу (7), прілому

де Да =  max; |Да,-,|, Лаг = max, max, |Д«;і|, Даг =  max, max, |Дя,,|.
Ч етв ер ти й  параграф  присвячений вивченню локально-апроксп- 

мативнпх властивостей безумовно збіжних двовимірних ланцюгових 
дробів.

Нехай двовимірний ланцюговий дріб (7) є безумовно збіжним дво­
вимірним ланцюговим дробом і для його залишків f \ 'J), ^ \ Т ,  ( i . j  —
0, 1, . . . )  виконуються співвідношення

/(»>) _  CH1,J М )  _  • • n  1
" 1  +  /} i+ IJ>’ h  “ 1

Ті Жі + і ї  + ')ї+тш ' , = 0’1” ”

Якщо залишки ,T, ( i , j  =  0 ,1 ,...)  є такими, що двовимір­
ний ланцюговий дріб (7) можна подати у скінченому вигляді

!Л ! с,І
Й 1  + / , (i<) +  / f ) +  1 ’ 

то, розглядаючи двовимірний ланцюговий дріб як функцію F  від його 
елементів с,-j , ( i , j  = 0, 1, . . . ) ,  можна ввести перші частинні похідні по 
цих елементах.

Теорема 3.3. Якщо функція F  визначена безумовно збіжним дво­
вимірним ланцюговим дробом (7), то

dF  _  f i U) r r  - Т ,  A  -/<*>
to# с» М  1 +  + f t *  +  Гр+1 *ІД, 1 +  }їк))



1-ї

причому« =  1, / =  і, г = /  —1,_;.12 J >  іт а *  = 2 , / =  j ,  г = г — 1,
ДЛЯ ./ < » і

^  = То А __________ ______________ ■
д і « г » М  1 +  ТР ' .........

Якщо елементи Сі,, i . j  -  0 . 1__ двовимірного ланцюгового дробу

(7) можна визначити як су  =  а + £у, i . j  = 0 ,1 , . . . ; я g (—ос,----],
8

то будується лінійне наближення такого двовимірного ланцюгового дро­
бу за допомогою двовимірного ланцюгового дробу

D — (9)
- ° ^  D г+ D і >=і+і j >=,+і 1

Нехай облас ть ft — (ю — с| < /? це область збіжності двовимірного 
ланцюгового дробу (7), а круг |«- -  Р\ < А/ містить його всеможлнві
значення, коли с,, Є ft, i . j -  0.1.......

Нехай Г =  j( ч/1 +  4а -  1 )- це значення періодичного ланцюгового 
дробу Y +  ^ +  . н 7 = |(vTT8<7 -  у/Г+1a)- up значенні двовимі;>-
ного ланцюгового дробу (9).

Теорема 3.4.Якшо а 0 (—зс, — £]. R .M .T .  Г є визначеними више і. 
крім того, існують такі додатні числа г,, 0 < г, < R. і = О .  шо

SUpStip |б у J <  гь  і >  j ,  s u p s u p |f ,j | <  г ,. і <  j .  s u p |f , . | <  r3 
> j > i  <

тоді 1) функція

л / ч fv  в +  ейї ,Ф(гі.гг,г») =  D
« 1 + 0  + D  і ± м *

І=|+1 1 ;=>+1

с голоморфною в полікрузі V  — {г Є С3, |;,j < * =  173};

2 )

i * V - }  - i t г £ »V /  (0,0,0) 1+1 і=о *г=0
- г  1‘ f - г  >*--------- т) ( ;• "."г * £**’1 + 2Г +  Г V1 + Г '



прігишу к, =  і =  173.
В И С Н О В К И

В дисертаційній роботі встановлено аналоги теореми Ворпітського 
про найбільші кругові області пбіжності для двовимірних ланцюгових 
дробів та досліджено кругову область абсолютної стіп кості, одержано 
необхідну ознаку збіжності — аналог теореми Коха. побудовано метод 
перетворення відношення двох подвійних степеневих рядів у двовимір­
ний відповідний ланцюговий дріб.

Дисертація містить нові обгрунтовані теоретичні результати, які е 
певним внеском в аналітичну теорію відповідних двовимірних ланцю­
гових дробів і можуть бути використані для її  подальшого розвитку.
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