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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы и гтрприі. ее ИССЛ е тгоиютая. В настоящее вре- 
мя наблюдается контраст между высоким уровнем развития 
теории ортогональных многочленов и слабым применением этой 
теории в физике. В диссертации показано, что использование 
некоторых моментов этой теории приводит к упрощению решения 
ряда важных задач физики твердого тела. Важный шаг 
в исследовании этой тематики был сделан 25 лет назад
В.И.Псресадой [1-6] с разработкой метода якобиевых матриц 
или рекурсивного метода [7]. Метод сразу же нашел многие 
применения как в физике твердого тела, так и в других областях 
науки [8]. Дальнейший прогресс в методологическом плане 
был ограничен исследованиями асимптотического поведения 
элементов якобиевых матриц (т.е. бесконечномерных матриц вида 
L =  (Lij), Lij =  L)i, где Lij =  о, если |t -  j\ >  1) [9].

Основные задачи ис^л  ̂ггпвария Основной целью работы явля­
ется обобщение метода якобиевых матриц на блочно-трехдиаго­
нальные, что позволит точно решить некоторые задачи о линейной 
цепочке со взаимодействием нескольких ”сфер” ближайших сосе­
дей а также некоторые двух- и трехмерные задачи. В ходе работы 
выясняется, что мы можем привести решения ряда задач, в кото­
рых гамильтониан есть функция от якобиевых матриц с добавкой 
конечномерного возмущения. В этом смысле предлагаемый в дис­
сертации подход развивает теорию возмущений в случае, когда 
возмущение не обязательно мало.

Методы исслелоиатгиА Исследования опираются на теорию 
трех- и блочно-трехдиагональных матриц, и теорию ортогональ­
ных многочленов.

Научная новизна диссертационной работы заключается в том, 
что в ней разработано и использовано при решении конкретных 
задач новое обобщение метода якобиевых матриц.

Впервые метод якобиевых матриц применен для численного 
решения задачи о двухмагнонных связанных состояниях ферро­
магнетика Гайзенберга.

Впервые доказано утверждение об отсутствии связанных 
двухмагнонных состояний с энергиями выше зоны непрерывного
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спектра дд» широкого класса гамильтонианов Гайэенберга, 
описывающих простую ферромагнитную решетку.

О с н о в н ы е  ППЛПЖ РНИИ. к о т о р ы е  ВЫ НОСЯТСЯ на з и п п г г у ;

1. Метод, позволяющий точно находить величины Sp { f (H  +  W]
(в частности в этом виде представляются измене­

ния термодинамических функций, обусловленные возмуще­
нием W)  и спектры гамильтонианов Н  в случае, когда Н  
и Н  +  W  —  (2n -I-1)-диагональные матрицы, представимые 
в виде Tn(L) +  V, где L —  якобиева матрица с известной 
спектральной плотностью, Т„(х) —  полином степени n, а V
—  конечномерная матрица. Полученный метод также обоб­
щен на случай, когда оператор Tn(L) заменен более общей 
функцией якобиевых матриц.

2. Применение указанного в предыдущем пункте метода 
к исследованию спиновых систем, которые описываются 
гамильтонианом Гайэенберга. Рассмотрены следующие две 
задачи:

• Дана ферромагнитная решетка с точечным спиновым 
дефектом. Задача состоит в том, чтобы найти: а) об­
условленные дефектом изменения термодинамических 
функций в приближении невзаимодействующих магно- 
нов; б) дискретные уровни энергии в пространстве од- 
номагнонных состояний.
Решение этой задачи выполнено в случаях линейной це­
почки спинов со взаимодействием между ближайшими 
и следующими за ближайшими соседями, простой ку­
бической решетки со взаимодействием ближайших со­
седей, а также в случае линейной цепочки с бесконеч­
ным радиусом взаимодействия между спинами.

• Вторая задача состоит в нахождении энергий связан­
ных двухмагнонных состояний идеального ферромаг­
нитного кристалла.
Решение этой задачи дано в случае линейной цепочки 
со взаимодействием между ближайшими и следующими 
за ближайшими соседями.

4



3. Численное рассмотрение задачи (методой якобиевых ма­
триц) о нахождении энергий связанных двухмагнонных 
состояний ID, 2D и 3D ферромагнетиков (или анти- 
ферро(ферри)магнетиков в сильном магнитном поле), опи­
сываемых моделью Гайзенберга со взаимодействием ближай­
ших соседей. Рассмотрены случав: а) простой решетки оди­
наковых спинов; б) кристалла из двух простых подрешеток 
двух различных спинов. Сходимость результатов численной 
процедуры к энергиям оптически активных связанных со­
стояний в системах б) оказывается особенно быстрой.

4. Теорема об отсутствии связанных двухмагнонных состоя­
ний с энергиями выше зоны непрерывного спектра одноосно- 
анизотропного гамильтониана Гайзенберга, который описы­
вает простую ферромагнитную решетку, при условии что 
каждый атом взаимодействует с несколькими (тп) сферами 
ближайших соседей и >  0, і =  1 , . . . , т ,  где J{ и а,
—  соответственно постоянные обмена и анизотропии для *- 
й сферы соседей. В частном случае а* =  0, і =  1 , . . .  ,m  
связанные двухмагнонные состояния отсутствуют вообще.

Теоретическая значимость работы состоит в дальнейшем 
развитии приложений теории ортогональных многочленов к 
физическим задачам и развитии теории возмущений в случае 
произвольных конечномерных возмущений. В работе даны новые 
строгие доказательства некоторых формул метода якобиевых 
матриц, в частности, важной формулы для функций сдвига. 
Практически, предлагаемый метод позволяет упростить точное 
решение ряда важных задач современной физики твердого тела 
и дать более общую, чем в обычном методе якобиевых матриц, 
процедуру приближенного решения более широкого класса задач.

Личный вклад соискателя. Автор диссертации предложил и 
разработал обобщение известного метода якобиевых матриц и 
применил это обобщение к решению задач о ферромагнетике 
Гайэенберга с точечным спиновым дефектом и о двухмагнонных 
связанных состояниях идеальной ферромагнитной решетки. 
Также автором диссертации с помощью метода якобиевых матриц
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проведен численный расчет энергий двухмагнонных связанных 
состояний ферромагнетика и доказана теорема об отсутствия 
таких состояний с энергиями выше зоны непрерывного спектра 
для широкого класса гамильтонианов Гайэенберга.

Апробация работы- Результаты работы докладывались на 
"Международной конференции по магнетизму” (Варшава, август 
1994), ”Международной школе по магнетизму” (Харьков, сен­
тябрь 1994) конференции "Физические явления в твердых телах” 
(Харьков, февраль 1995), семинарах в Физико-техническом инсти­
туте н т м п  температур им. Б.И.Веркина НАН Украины.

Структура и объем писсептмтии- Диссертация состоит из Вве­
дения, ірех глав, Заключения и списка цитируемой литературы. 
Она содержит 111 страниц текста, включая библиографию из 58 
наименований.

і

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во Введении дана краткая характеристика предлагаемого метода, 
приведены примеры задач, которые этим методом решаются, 
указана близкая по тематике литература.

В первой главе с помощью обычного метода якобиевых матриц 
рассматривается задача о приближенном вычислении характери­
стик двухмагнонного спектра ферромагнетиков Гайэенберга на 
примере расчета энергий связанных двухмагнонных состояний. 
Также в этой главе доказывается теорема об отсутствии таких 
состояний над зоной непрерывного спектра для широкого класса 
гамильтонианов Гайэенберга, описывающих простую ферромаг­
нитную решетку.

Во в т о р о й  главе развивается обобщение метода якобиевых 
матриц.

Ряд задач для линейной цепочки частиц со взаимодействиями 
каждой частицы с несколькими (п) ’’сферами” соседей могут 
быть сформулированы следующим образом: известна матрица Н 
гамильтониана, которая имеет (2п +  1)-диагональный вид (Н  =
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(#)*)» где Hjk =  0 если Ij  — Л| >  n), и чьи строки одинаковы
(т.Є. Hjj =  Oq\ Hjj+i =  H jj - i  =  ai\ •••; Hjj+n =  # j'i-n  =  °n)i 
начиная с г’й строки. Задача состоит в нахождении спектра 
матрицы Н  и изменений термодинамических функций (вызванных 
конечномерным возмущением W, таким что матрица Н  +  W  
остается (2п +■1)-диагональной). Два важнейших обстоятельства, 
которые дают возможность получить нижеследующее общее 
решение этой задачи, состоят в Том, что:

1. Как нетрудно проверить, матрица #  представима в виде 
Н  =  Тп (L) +  V. Здесь L —  якобиева матрица с одинаковыми 
элементами на каждой из диагоналей (Ьц =  a, L jj+ 1  =  
Ь, j  =  0,1, . . .) .  Такая матрица связана с многочленами 
Чебышева, она имеет только непрерывный спектр, и ее 
спектральная плотность известна. Т„(х) —  полином степени 
п. Матрица V  конечномерна.

2. Матрица Н  имеет блочно-трехдиагональную структуру с 
блоками п х п, т.е.

/  Яоо Hoi 0 \
tfx о Яц Я12 

^ — H21 H22 Яга ’

\  0 •>

где блоки Нц, —  п X п матрицы.

В диссертации рассмотрен общий случай, когда L —  
некоторая якобиева матрица со спектральной плотностью p(/i). 
Пусть Н  =  Tn(L) +  V  (Hij =  0, если |г — j| >  п)
—  матрица самосопряженного оператора в ортонормированном 
базисе Ы £ 0 гильбертова пространства, Тп(х) —  полином 
степени п, а V  —  ((2n +  1)-диагональный) оператор, такой что 
Vei = 0 , если і >  г. Предположим, что матричные элементы 
и коэффициенты полинома Тп{х) вещественные.

Для дальнейшего понадобятся матричные полиномы 1-го и 2- 
го рода —  Pf(z)  и Qf(z)  соответственно, связанные с блочно­
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трехдиагональной матрицей А (размерность каждого ее блока —  
т х т), которые, как известно, определены формулами:

Pq =  1\ р ?  =  ^ ( z l  -  АооУ,

Рі+і =  — +  А п - I ^ l i ) ;  * =  1 ,2 , . . .

Qo — 0; Qi =  An1» 
Qi+i =  ~ —ZI)Q ?  + * =  i»2,

где An, —  блоки матрицы А  (причем блоки Ац+ 1 , і =  0 ,1 ,... 
невырождены), а /  —  единичная m X m матрица.

В диссертации установлено, что для построения решения 
сформулированной выше задачи важное значение имеет следу­
ющий определитель:

Д(*) =
[г/п] а-1кJ=0 к —О I V

*{е <;
lm = 0

P f («)‘и+ЕЕІч p ' w  11 x
•n+kj

Rim =  Г
J—o

L£,m a . +<-,<,1,w }|  ,
J lo

где R(z) =  (Tn(L) — z l ) -1, a V  умножается на вектор, 
составленный из матричных полиномов Р ?  (z), по обычным 
правилам вычисления произведения матриц.

Как показано в диссертации, дискретный спектр {гj disc} 
оператора Н  находится из условия Д(е) =  0.

Обусловленные оператором V  изменения термодинамических 
функций вычисляются по формуле Лифшица [10]:

Sp{f{Tn(L) +  V ) - f ( T n(L))} =

/ ОО 1 е

- j ^ - £ ( l ) d x +  ^  (̂ / ( g « d i » c )  — / ( с «  bou n d )),
■ОО j

где е,- bound —  ближайшая к e ,d i*c граница спектра оператора 
Tn(L) (для определенности здесь предполагается, что спектр
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оператора Tn(L) состоит из одного интервала) и в нашем случае, 
как показано в диссертации,

((х) =  ^  А (х +  *У)>

(  =  0 вне спектра оператора Tn(L).
Иногда в таких задачах как, например, о нахождении 

рамановского спектра, важно знать спектральные функции 
("локальные” плотности состояний), т.е.

„ю.й&ма.
где Е\ —  разложение единицы оператора Н. В терминах метода 
цяя них получается следующее выражение:

P n .+i,n t+j(x) =  ^T P ,Him(x)PtHtjl(x)pml(x), 
m,l

где

Pmi(x) =  +  0 <  m, / <  n — 1,
7Г y J O

и матричные элементы резольвенты Д(г) =  (Н — гГ)~1 
определяются следующим образом:

QS w

в д - £ М  0 ? w

■'  /  П»+Л

«(е ^ + Ф і)].
где Ajm(z) —  алгебраическое дополнение элемента X jm матрицы, 
от которой берется определитель А (г). Суммирование по 
индексам t,j, к ограничено п слагаемыми.

Во второй главе также получено обобщение всех приведенных 
выше результатов на случай, когда полином Тп(ж) заменяется ин­
тегрируемой функцией д(х\,. . . ,  xj.). Это, в частности, позволяет
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рассматривать двух- и трехмерные задачи в рамках разработан­
ного метода, так как некоторые из соответствующих гамильтониа­
нов могут быть представлены в виде Н  =  Но +  V, где возмущение
V конечномерно, а Но —  функция от нескольких якобиевых ма­
триц. Например, пространство одномагнонных возбуждений фер­
ромагнетиков Га&зенберга с точечным спиновым дефектом рас­
кладывается в ортогональную сумму подпространств, в которых

• для (двумерной) квадратной решетки со взаимодействиями 
между ближайшими и следующими за ближайшими сосе­
дями Я  =  Li®L2 +  /® Г і(і2) +  V,

• для (трехмерной) простой кубической решетки со взаимо­
действиями между ближайшими соседями Я  =  +

+  /<8>/®£з +  V,  где Li —  якобиевы матрицы. 
Соответствующие функции g(xi,. .. ,Xd), d — 2,3 в этом случае 
являются полиномами по своим переменным. С другой стороны, 
функция д(х) =  —е” +  Тп(х) например, связана с моделью 
линейной цепочки с бесконечным радиусом взаимодействий.

Два очевидных преимущества предлагаемого метода по 
сравнению с методом функций Грина [11] состоят в том, что:

—  размерность определителя Д(г) не зависит от размерности 
г X г матрицы возмущения, тогда как в методе функций Грина 
размерность соответствующего определителя равна г X г;

—  для нахождения матричных элементов Дт /(г) требуется 
знать спектральную плотность р(ц), тогда как в методе функций 
Грина при вычислении величин Rml(z)  используется больший 
набор спектральных характеристик —  спектр и собственные 
функции невозмущенного гамильтониана.

В третьей главе рассмотрены примеры приложений метода, а 
именно:

(Для определенности в работе рассматриваются ферромаг­
нитные спиновые системы, описываемые гамильтонианом Гайзен- 
берга, однако соответствующие задачи для систем колеблющихся 
частиц, например, решаются совершенно аналогично.)

1. Линейная цепочка спинов со взаимодействиями ближайших 
и следующих за ближайшими соседей.
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(a) Рассмотрена задача о дискретных уровнях энергия и 
локальных плотностях состояний непрерывного спек­
тра гамильтониана Гайэенберга в одномагнонном про­
странстве этой цепочки с точечным спиновым дефек­
том, а также задача о вызванных дефектом изменениях 
термодинамических функций в приближении невзаимо­
действующих магнонов. В пределе когда учитывается 
взаимодействие только ближайших соседей воспроизве­
дены ранее известные результаты [12].

(b) Рассмотрена задача об анергиях двухмагнонных свя­
занных состояний в идеальной линейной цепочке. 
Опять-таки в пределе взаимодействия только ближай­
ших соседей получены ранее известные результаты (13].

2. Линейная цепочка с бесконечным радиусом взаимодействия 
между спинами (7<, і =  1 ,2 ,. . .  —  соответствующие кон­
станты взаимодействий) при наличии в ней точечного спи­
нового дефекта. Здесь предполагается определенный закон 
убывания взаимодействия, который позволяет регулировать 
скорость убывания. Константы взаимодействия дефекта с 
соседними атомами полагаются такими, что Ji =  •/,’ » >  г, 
где г —  некоторое число. Спин атома дефекта предполага­
ется совпадающим со спинами атомов идеальной решетки. 
Для такой системы ищутся те же величины, что и в пункте 
1(a).

3. Рассмотрена та же задача, что и в пункте 1(a), но для 
простой кубической решетки со взаимодействием между 
Кли«»йшшп> соседями при наличии в ней точечного 
спинового дефекта.
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neering of the Ukrainian National Academy of Sciences, Kharkov, 
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A new method is proposed for exact calculation of the energy 
levels, spectral functions of Hamiltonians H  and the quantities 
Sp { f ( H + W ) —/( f f ) } , where Ж is a finite-dimensional perturbation, 
in the case when both H  and H  +  W  are (2n +  l)-diagonal and may 
be represented in the form Tn(L) +  V, where Tn(x) is a polynomial 
of degree n, L is a J-matrix with a known spectral density, and
V is finite-dimensional. The method also allows a generalization 
when Tn(L) is replaced by a more general function of J-matrices. 
As one of the examples, an impurity problem is considered in a 
simple cubic lattice and a linear chain with short-range and in 
a linear chain with long-range interactions. Also in the work, the 
problem of calculation of the energies of two-magnon bound states 
in Heisenberg ferromagnets is considered by the J-matrix method, 
and the statement is proved about the absence of two-magnon bound 
states above the band of the continuous spectrum for a certain class 
of ferromagnetic systems.

Красовсысид І.В. "Узагальнення 
теорії твердого тіла” .
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Дисертація у формі рукопису на здобуття наукового ступеня 
кандидата фізико-математичних наук за спеціальністю 01.04.02. 
(теоретична фізика).

Фізико-технічний інститут низьких температур ім. Б.І.Вєркіна 
НАН України, Харків, Україна, 1996

Пропонується новий метод для точного знаходження енерге­
тичних рівней, спектральних функцій гамільтоніанів Н  та вели­
чин S p { /( #  +  W) — /(Я ) } ,  де W  —  кінечновимірне збудження, 
у випадку коли гамільтоніани Н  і Н  +  W  —  (2п +  іУдіатональні 
та можуть бути зображені у вигляді Tn(L) +  V, де Тп(х) —  полі­
ном степені п, L —  якобієва матриця з відомою спектральною 
густиною, а матриця V  —  кінечновимірна. Метод також узагаль­
нюється на випадок, коли Tn(L) замінюється на більш загальну 
функцію якобієвих матриць. Як один із прикладів, розглянуто 
проблему дефекту у простій кубічній решітці та лінійному лан­
цюжку з малим і в лінійному ланцюжку з великим радіусом взає­
модії. У роботі також розглянуто за допомогою метода якобієвих 
матриць проблему знаходження енергій двохмагнонних зв’язаних 
станів у феромагнетику Гайэенберга та доведено ствердження про 
відсутність двохмагнонних зв’язаних станів над зоною неперерв­
ного спектру для певного класу феромагнітних систем.

Ключові слова: якобієва матриця, ортогональні поліноми, 
феромагнетик Гайэенберга, двохмагнонні зв’язані стани.
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