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ЗА Г А Л Ь Н А  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  Р О Б О Т И

А ктуальність роботи . Дана робота пов’язана о таким ак­
туальним напрямком сучасного етохастичного аналізу, як теорія 
стохастичного інтегрування випадкових процесів із випереджен­
ням та оа процесами, для яких відсутні мартингальні властивості.

Вивчення стохастичних інтегральних та диференціальних рів­
нянь як природного апарату для дослідження систем, які зна­
ходяться під впливом випадкових обурень, було започатко­
ване на початку 40-х років нашого сторіччя Н.Н.Воголюбовим,
Н.М.Кризовим та Й.І.Гіхманом, та розвинене Й.І.Гіхманом і
А.В.Скороходом на основі введеного К.Іто поняття стохастичного 
інтегралу. Теорія стохастичних інтегральних рівнянь, заснована 
на понятті стохастичного інтегралу Іто, виявилась тісно пов’я­
заною о теорією мартингалів, детально розвиненою Дж.Дубом, 
П.Мейером та багатьма іншими. Так, використання мартингаль- 
них властивостей вінерівського процесу дозволило отримати для 
стохастичних інтегральних рівнянь за вінерівським процесом такі 
фундаментальні результати, як існування та единість розв'язїу 
(Гіхман, Іто). теореми про великі та малі ухилення (Вентцель, 
Крилов), опис топологічного носія рооподілу розв’язку (Струї, 
Варадан), тощо.

Останнім часом великого значення набуло вивчення рівнянь із 
стохастичним інтегруванням процесів, для яких відсутні умови 
невипередженості, що унеможливлює застосування стохастичного 
інтегралу Іто і вимагає побудови теорії стохастичного інтегру­
вання для випереджуючих процесів. Однією о вихідних точок у 
цьому напрямку с введене А.В.Скороходом у 1975 році поняття 
розширеного стохастичного Інтегралу за вінерівським процесом.



Стохастичні рівняння із розширеним інтегралом Скорохода мо­
жуть виникати, наприклад, як аналог рівняння Ійлера у дея­
ких задачах непараметричного оцінювання. Рівняння з інтегра­
лом Скорохода розглядали А.Ю.ШевляКов, H.Kunita, R.Buckdahn,
A.А.Дороговцев, D.Nualart, A.-S. Ustunel та інші. У даній роботі 
розглядаються лінійні інтегральні рівняння з розширеним стоха­
стичним інтегралом за логарифмічними процесами гладких мір, 
який був введений у роботах Ю.Л.Далецького,-М.В.Норіна, А.А. 
Дороговцева та інших, і е узагальненням поняття інтегралу Скоро­
хода, у деяких випадках такі рівняння також можна розглядати як 
аналог рівняння Ейлера.

Другою важливою констружцкяо стохастичного інтегралу від 
випереджуючих процесів е введен*' у 1984 році С.Огавою поняття 
симетричного стохастичного інтегралу га тісно з ним пов’язане 
поняття розширеного інтегралу Стратоновича, які е узагальнен­
ням визначеного для семімартингялів стохастичного інтегралу 
Стратоновича-Іто. Стохастичні рівнини* з  розширеним Інтегра­
лом Стратоновича-Огави вивчали, зокрема, E.Pardoux, D.Ooooe,
B.Мацкявічус, D.Nualart, M.Sanz, A.Millet. У дисертації розгля­
дається підхід до розв’язання симетричних стохастичних ін­
тегральних рівнянь із випередженням, заснований на викори­
станні рівнянь з випадковими операторам* Цей підхід дозволяє, 
попри відсутність будь-яких мартинГальних властивостей, отри­
мати існування ta  сдиність ропв'япку та дослідити деякі його вла­
стивості, зокрема отримати опис носія розподілу розв’язку, ана­
логічний до теореми Струка-Варпдана.

М ета роботи . Відомо, що симетричнії^ стохастичний ін­
теграл Огавп за вінерівським процесом можна визначити як си-

2



з

метричну суперпозицію а інтегральним випадковим оператором, 
породженим цим процесом. Метою даної роботи є побудова 
для деякого класу випадкових процесів операторів стохастичного 
інтегрування оа цими процесами, вионачення симетричного ін­
тегралу оа цими процесами, аналогічного до інтегралу Огави та 
опис його області вионачення, а також розгляд лінійних стоха- 
стичних рівнянь іа введеним симетричним інтегралом. З цією 
метою ми вивчаємо рівняння типу Фредгольма о випадковими 
операторами Гільберта-Шмідта, розподіли яких квааіінваріантні 
відносно щільно вкладених у лінійні носії простори напрямків, і 
отримуємо для них існування та сдиність розв’язку, а також такі 
властивості цього розв'язку, як абсолютна неперервність скін- 
ченноввмірних розподілів та опис топологічного носія розподілу, 
«■алогічний до теореми Струка-Варадана, після чого аналогічні 
результати можна довести і для симетричних стохастичних рів­
нянь типу Фредгольма. Крім того, у роботі розглядається за­
дач» вивчення стохастичних рівнянь типу Вольтери з розшире­
ним стохастичним інтегралом оа логарифмічними процесами глад­
ких мір, у зв’язку з чим виникає потреба у доведенні аналогу 
теореми Коші-Ковалевської для иескінченновимірних лінійних ди­
ференціальних рівнянь у частинних похідних першого порядку та 
отрнмаані оцінок росту кратних інтегралів від логарифмічного 
процесу.

Загал ьн а  м етодика досліджень. У роботі використову­
ються методи теорії операторів, нескінченновимірного аналізу 
Та інші методи функціонального аналізу, метод характеристик 
розв’язання лінійних диференціальних рівнянь у частинних похід­
них першого Порядку.
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Наукова новиона результатів роботи:
*

• Для широкого класу випадкових процесів визначені випадкові 
оператори стохастичного інтегрування за цими процесами і 
визначений симетричний стохастичний інтеграл, аналогічний 
до інтегралу Огави.

\ * Отримані умови, достатні для того, щоб був визначений си­
метричний стохастичний інтеграл від випадкового процесу, 
зокрема, отримані нові достатні умови для існування ін­
тегралу Огави.

• Доведено існування та единість розв’язку лінійного симетрич-*
ного стохастичного інтегрального рівняння типу Фред- 
гольма,для розв’язку такого рівняння доведено абсолютну не­
перервність скінченновимірних розподілів та отримано опис 
носія розподілу, аналогічний до теореми Струка-Варадана.

•  Для стохастичних інтегро-диференціальних рівнянь па ло­
гарифмічними процесами гладких мір доведена теорема існу­
вання та єдиності розв’язку.

•  Отримано явний вигляд та оцінки росту для кратних ін­
тегралів від логарифмічних процесів гладких мір,

•  Для лінійного інтегрального рівняння типу Вольтерв а роз­
ширеним стохастптним інтегралом за логарифмічним проце­
сом доведено існування та единість розв’язку.

Т еоретична т а  практична цінність. Дисертаційна робота 
носить теоретичний характер. Всі результати, одержааі у  дис­
ертації, f  новими і можуть бути використані у, теорії випадкових 
процесів та і тохастичному аналізі.
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А пробація роботи . Основні положення та результати, ви­
кладені в дисертації, доповідались на міжнародній математичній 
конференції пам’яті Ганса Г&на (Чернівці, 1994), на IV міжнарод­
ній конференції ім. акад. М. Кравчука (Київ, 1995), на всеукраїн­
ській науковій конференції "Сучасні фізико-матеадатичні до­
слідження молодих науковців України” (Київ, 1994), на Другій все­
українській науковій конференції "Сучасні фізико-математичні до­
слідження молодих науковців України” (Київ, 1995), на семінарі 
’’Числення Малявена та його застосування”, на семінарі відділу 
теорії випадкових процесів Інституту математики НАН України.

П ублікації. Основні результати дисертації опубліковані у ро­
ботах [1-6).

С тр у кту р а  і об ’єм р об ота . Дисертаційна робота обсягом 
116 машинописних сторінок складається із вступу, трьох розділів 
та списку цитованої літератури, що містить 55 найменувань.

О С Н О В Н И Й  З М ІС Т  Р О Б О Т И

У вступі обгрунтовується актуальність та важливість питань, 
що розглядаються у дисертації, проводиться стислий огляд близь­
ких оа напрямом робіт, дається опис змісту та результатів дис­
ертації.

У  рооділі 1 наведені визначення та доведені технічні резуль­
тати, необхідні для подальшого розгляду.

У пертому пункті розділу вводиться та досліджується клас 
випадкових елементів, регулярних відносно гауссівського білого 
шуму:

Вионачення 1.1.5. Нехай на ймовірнісному просторі (Н, f ,  / ’) 
падалий гяусгівгькшг білий шум Н ** (Н, £), де Н дійсний стара- 
бсльнпй гільбертіп простір, я { упагАЛЬНРНіт гауссівськпп тгпяд



повнії елемент у  Н  о нульовим середнім та одиничним кореляцій­
ним оператором. Випадковий едемент ц іо (значеннями у  банахо- 
вому просторі В називається регулярним відносно білого шуму Н, 
якщо існує вкладення j  простору Н у деякий сепарабельний бана- 
хів простір W  таке, що норма ||| • ||| = ||j • ||tv на Н с вимірною від­
носно розподілу елементу (  (або, що еквівалентно, відображення j  
задає у  W  звичайний випадковий елемент j  і) , та існує неперервна 
функція Ф : W  —► В, для якої 17 =  Ф(І{) м.н.

Поняття регулярного випадкового елемента вводиться як засіб 
для отримання у другому розділі опису носія розподілу розв'язку 
стохастичного симетричного рівняння типу Фредгольма. Крім 
того, вивчення регулярних функціоналів е корисним при до­
слідженні деяких статистичних задач, зокрема задачі оцінюван­
ня невідомого кореляційного оператора гауссівського випадкового 
елемента. У п.1.1 отримано необхідні та достатні умови регу­
лярності випадкового елементу у термінах його коефіцієнтів роз­
кладу Камерона-Мартина, доведений важливий для подальшого 
розгляду критерій питання регулярності гауссівських операторів 
відносно сумісно з ними гауссівського білого шуму:

Теорема 1.1.23. Нехай на просторі (П, Т . Р) заданий обмеже­
ний гауссівський випадковий оператор А у  сепарабельному гіль- 
бертовому просторі X . Для того, щоб для будь-якого сумісно a 
А гауссівського білого шуму ( # , £ ) з <г(£) Э ст(А) існував такий 
регулярний відносно (Я , £) випадковий елемент Д із значеннями у  
С(Х),  що

V.r g .V (Ar)(w) = i4(w)x P -  м.н.,

необхідно і достатньо, щоб існував замкнений сепарабельний під-
О

простір <5 простору С( Х ) такий, що А Є <5 м.н.
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Наведений приклад обмеженого гауссівського випадкового 
оператора, не зосередженого у будь-якому сепарабельному підпро- 
сторі простору £(ЛГ),

Другий пункт присвячений визначенню для деякого класу 
випадкових процесів стохастичного інтегралу оа цими проце­
сами, аналогічного до інтегралу Стратоновича-Огави оа процесом 
Вінера. Для цого вводиться наступний клас сильних випадкових 
операторів у просторі i j ( [0 ,1]).

Теорем а 1.2.4. Нехай на просторі Lj((0,1]) оаданий узагаль­
нений випадковий елемент £, розподіл якого має тип р > 0, ядро 
{K(t,  s), t, s, Є [0,1]} належить класу

іс =  \ к  I litftkoc ■  /0‘ IIщ *, ОНЬю.п)dt <  +<*} •

Над» відображення А к,

{ А к № )  -(* ,* (* ,•)/(■ )) /€ і , ( [ 0 ,1 ] )

є сипьнйм випадковим оператором у  просторі £-а((0,1]), неперер­
вним у  середньому степені р.

Оператор .4л Можна розглядати як оператор стохастичного 
інтегрування о ядром К  відносно випадкового процесу »/(/) =  

Є {0,1]. Доведений опис класу процесів які можна 
отримати у такому вигляді.

Теорем а 1.2.7. Нехай і : І?((0,1]) Э /(•) —> !Qf (s )ds  € 
Іг([0 ,1]), поояачимо черео |)| • Щ — ||г* ■ ||t , норму, породжену у 
І/2(|0,1)) оператором і*. Для того, щоб випадковий процес г/ мав 
представлення у  вигявді г/(і) *  (£, \[0|і]), t Є |0,1], де { .уяя- 
гальнеяий випадковий елемент у  І 2((0,1]), ропподіл якого мне тип 
р > 0, необхідно і достатньо. Шоб траєкторії гі(-) були м.н. ква­

■f-
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дратично інтегровниии та для деякого С < +оо

V/ 6 Ls([0, 1)) Е\ /0‘ г?(<)/(*) dt\> < СШ /ІГ

(або, що еквівалентно, щоб простір Камерона-Мартина 
Н/с =  {/(•) =  f0 f (s)ds,  І  Є Іг([0, 1))} був неперервно вкладеним у  
простір вимірних лінійних функціоналів від т/, інтегровних у  сте­
пені р ).

Аналогічно до вионачення Огавп вводиться симетричний сто- 
хастичний інтеграл за процесами гі(-), які задовольняють умови 
теореми 1.2.7: для випадкового процесу х(-) а квадратично ін- 
тегровними траєкторіями визначений симетричний стохастичний 
інтеграл /0‘ /і  (-, л)х(я) о dtj(s) відносно процесу г? о ядром К  Є 1C,t *■
якщо визначена симетрична суперпоаиція випадкового оператора 
Ак  та випадкового елемента х у просторі Li =  LjfJO, 1]), тобто 
для довільного ОНБ {/і*} у Lj([0,1]) ряд

52(*,Л*)л: ■ Аціік 
к= і

збігається за ймовірністю та його сума Ак  о х не залежить від 
вибору базису, та /0* К (‘, а)х(а) о dtf(s) S  {Ак о *)(•). Отримана 
наступна достатня умова існування симетричного інтегралу від 
випадкового процесу.

Теорема 1.2.6 Дня довільного процесу х з класу

М  — {х — Т у , Т  Є Cj(Li), у випадковий елемент у  L?}

визначена симетрична суперпозиція Ац о ж я довільним о ін­
тегральних операторів А к, введених у  теоремі 1.2.4.

Показано, що аналогічно до війерівського випадку, якщо визна­
чена суперпозиція А к о Л то для майже всіх t € [0,1) відносно міри 
Лебега випадкова вгличинн (Ак ox)(t) є аналогом розширеного ін­
тегралу Стратоноппча від процесу К (і. - )х(-), тобто для довільної
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послідовності розбиттів {А„ =  (0 =  t ® < t i < . . . < t J J * "  =  l)} 
відрізка {0,1] такої, що |А„| — supt 1 -  <*_І| —» 0 при п —* +оо, має 
місце збіжність

£  Л ' \ к - і  І І к (*> *)*(*)<И (•?(<*) -  v(tk„~1)) -> j K ( t ,  s)x(s)dtf(a) 
І - 1 tn ~  п \̂ »-і J о

аа ймовірністю.
Крім того, у п.1.2 досліджені умови, при яких розподіл про­

цесу г/ квапі інваріантний відносно зсувів на елементи простору 
Камерона-Мартина. Отриманий ряд технічних результатів, 
зокрема, наступний аналог теореми Сарда для гладких відобра­
жень у банаховому просторі о диференційованою мірою.

Теорема 1.2.11. Нехай на сепарабельному банаховому про­
сторі В  пядано міру fi, дифереиційовну воовж напрямків о мно­
жини jH , де Н деякий сепарабельний гільбертів простір, щільно 
вкладений у  В  оператором j ,  і для деякого С  < +оо мас місце 
нерівність

V* € Н JB pl(u)ti(du) < С||А||д,

де рь -  логарифмічна похідна міри р у  напрямку jh .
ЇЬді для довільного відображення F  : В  —* В, що має виглад

F ( u ) m u + j -  ф(«), Ф є С '(В ,Я ) ,

міра ц множини F ({u|(VF)(«) не має оберненого }) дорівнює 
нулю.

У п.1.3 досліджуються стохастпчні інтеграли за логарифміч­
ними процесами гладких мір. Для довільного випадкового еле- 
мента (  на (її, f , Р) із значеннями у дійсному сепарабельному 
банаховому просторі В. який породжує ff-алгебру Т , та розподіл
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якого диференційований водовж напрямків о щільного гільберто- 
вого підпростору Н  С В, вводяться визначений на щільній підмно- 
жині простору Li(Sl ,T,Р)  оператор стохастичного диференцію­
вання відносно елемента £ іо значеннями у Р, Н)  та оператор 
стохастичного інтегрування І  — D* : Lt(Q,P,H)  —» £з(0, Р).

Доведені деякі технічні результати, що стогуються введеного
А.А. Дороговцевим методу розширення області визначення опера­
торів D  та І, заснованого на їх локалізації на гладких відкритих 
множинах, тобто множинах вигляду

А — {« Є G} м.н.,

де а -  стохастично диференційована випадкова величина, G С ft
-  відкрита підмножпна. Зокрема, доведена наступна теорема, що 
встановлює існування достатньо великого палату гладких відкри­
тих множин:

Теорем а 1.3.4. Для довільної відкритої множини S С В  мно­

жина {£ Є S} є гладкою відкритою множино»).

Розглянутий випадок, коли В — Со({0,1 ]),// =  7Іг({0, її), де 
j f ( - )  — /0 /( s )  d,s, /  Є jL2([0, 1)). Доведено, що якщо розподіл як 
узагальненого випадкового елемента у із((0, 1]) логарифмічної по­
хідної міри // р L-i([П. 1]) Э А —* мас тип 2. то існує випадковий
процес т (  ) з квадратично інтегрпвніши траєкторіями, такий, що 
m(t) =  (р, Х(о,і])'f Є [0,1] м.н. Пропес гп напиваєтеся логарифміч­
ним процесом міри /-і та через /,) г(») dm (я) позначається значення 
оператора І  на випадковому елементі т у Li( [0. 1]).

У термінах стохастичної похідної процесу (•) отримані умови, 
достатні для стохш тичної інтеї ройносгі процесу .т( ).

Теорема 1.3.12. Нгхягі для логарифмічного процесу т(-) ви­
конується умови
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В. Д ля довільного f  Є Li([0,1]) випадковий елемент 
fg f(a) dm(s) є стохастично диференційованим і відображення

В : S -  £>(/„' /(*) dm{s)), /  Є L,([0 ,1]),

е ,обмеженим випадковим оператором та існує зростаюча по­
слідовність гладких відкритих множин {С„,п Є IN}, що прямує 
до П, така, що на кожній з множин С„ оператор В рівномірно 
обмежений за нормою як елемент простору £(La([0, 1])).

Тоді д л я  д о в і л ь н о г о  К  Є /С для д о в і л ь н о г о  стохастично диферен­
ційованого випадкового процесу х Є W X(H) визначений стохя 
стичний інтеграл

А к ■ *(•) =  £  К(-, s)x(s) dm(s).

Якщо випадковий спешит Dx in значеннями у  просторі Я йі = 
Сч(Н) такий, що з ймовірністю 1 оператор Dx ядерний та по­
хідна Dx, як елемент із значеннями у просторі С\(Н) ядерних 
операторів на Я , рівномірно обмежена на кожній множині з де­
якої послідовності гладких відкритих множин, що монотонно збі­
гається до Я, то визначена введена у  п 1.2 симетрична суперпо­
зиція /0* А'(-, s)x(s) о dm(s) s  А к о х ( )  і

Ак  о x(t) =  А к  ■ x(t) +  £  К(і,  e)Dx(s, *) ds, t Є [0,1].

У розділі 2 досліджуються інтегральні рівняння іо симетрич­
ним стохастичним інтегралом, введеним у п.1.2 (оокрема, п ін­
тегралом Огави оа вінерівським процесом).

У першому пункті рооділу 2 встановлено існування та сдиність
розв’язку рівняння типу Фредгольма для широкого класу випад­
кових інтегральних операторів, введених у п.1 .2; при цьому вп-
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являється корисним розгляд рівнянь типу Фредгольма
•<*

х = у + А о  х  (1)

о обмеженими випадковими операторами А  у деякому сепарабель­
ному гільбертовому просторі X  (у -  випадковий елемент із значен­
нями у X) .  Для деяких класів обмежених випадкових операторів 
А доведено існування та єдиність розв’язку рівняння (1).

Теорема 2.1.2. Якщо А -  гауссівський випадковий опера­
тор у сепарабельному гільбертовому просторі X , компактний о 
ймовірністю 1, та оператор Ех -  ЕА  має неперервний обернений, 
то оператор Ех -  А о ймовірністю 1 має обернений.

Тккож у п.2.1 доведені твердження, аналогічні До теореми 2.1.2 
для випадкових операторів Гільберта-Шмідта. які є аналітичними 
функціоналами від Гауссівського білого шуму та випадкових опера­
торів Гільберта-Шмідта, розподіли яких квазіінваріантні відносно 
зсувів на елементи деякого щільного підпростору лінійного Носія 
оператора.

Доведено, іцо у тому випадку, коли ядро К  належить до класу 
Kq тих ядер на {0. 1]2, які мають представлення

ОО

K(t.s) -  Y.

де ряд збігається у середньому квадратичному, причому
ОО

Ьк >  о. £  Ч < +00 < а г  < +ос ; I I < С\ к 6 JV 
k~\

(кожне з  таких ядер наложить К І ) .  розв'язання інтегрального рів­

няння вигляду

Т(і) ~v( l )  + /j' /«.'(<.*)*(*) О liri(s), °<Є(0,1] (2)
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можна овести до роов’япання рівняний вигляду (1) о обмеженим 
оператором, отримана наступна теорема існування та єдиності 
роов’яоку рівняння (2).

Теорема 2.1.5. Нехай К  Є 1Cо, випадковий процес т/( ) задо­
вольняє умову теореми 1.2.7 та його розподіл у  Lj([0,1]) іваal- 
інваріантний відносно зсувів на елементи простору Камерона- 
Мартина Ніс ■

ТЬді для довільного у Є М  рівняння (2) мас єдиний розв’язок у 
класі М .

У другому пункті розділу 2 досліджуються властивості 
роов’яоку стохастичних рівнянь вигляду (1) та (2). Отриманий, 
зокрема, наступний результат.

Розглянемо гауссівський компактний оператор А, котрий є. 
сумісно гауссовим о білим шумом (# ,£ ), тоді А  мас розклад від­
носно цього білого шуму

Ах =  а(х) +  0(х, () ,  * Є X,

а Є С{Х), іЗ Є С(Х х Н.Х) ,  для h Є Я  позначимо Д(Л) Є С(Х) : 
13(h)x =  /3(x,h),x g А'.

Т еорема 2.2.1. Нехай оператор £ *  -  а  мас обернений. Тоді 
рівняння (1) має єдиний розв’язок х, причому

1) якого випадковий елемент у, що приймає значення в X , е 
регулярніш відносно білого шуму (#,£)> І/ — Y(iO> то НОСІЙ роз­
поділу елемента х у  X  дорівнює замиканню множини
{ \  Є Х \ Х =  Y(jh)  +  а(х) +  /?(*, Л). * Є Я 0}, Де

Н° = {h Є Н\ оператор (Ех — a -  Д(Л)) має обернений };

2) якщо у Є X  невипадкове, то для довільних { z i , ..., zm} С X  
таких, що існують

.......hm} С Н : det({([(£.v -  а ) -2/?(Л,)|у, г* Ы £ ,=4) ф О,
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розподіл випадкового вектора {(*, z i ) * , (х, гт )х} абсолютно не­
перервний відносно міри Лебега у  Ш"'.

Доведення твердження 1) істотно базується на результатах 
п.1.1, оскільки розв'язок рівняння (1 ) мас вигляд ф =  (Ех -  А)~1ір,
і А  - регулярний відносно (# ,£ ) елемент у К.(Х).

Аналогічні результати доведені для розв’язків інших рівнянь ви­
гляду (1), побудованих гі. 2.1. Для розв’язків рівнянь типу Фре- 
гольма (2) доведено абсолютну неперервність скінченновимірних 
розподілів та отриманий опис носія рооаоділу, аналогічний те­
оремі Струка-Варадана.

Т еорема 2.2.4. Нехай випадковий процес г/(-) задовольняє 
умову теореми 2.1.5, К  Є /С0, у( ) € І»((0,1]) - иевипадкова функ­
ція та х -  єдиний у  класі М  розв'язок інтегрального рівняння (1). 
Тоді

1) носій розподілу процесу х (■) у  i j ( |0, 1)) дорівнює замиканню 
множини

Ш )  = »(■) + л е я 0),

де Н° -  множина таких А € ij((0 , lj), для яких оператор 

Г(Л) : /(•) ~  /(•) -  £  К ( ,  s \ f (s)h(s)ds

у  Zj(|0,1)) мас обернений;
2) для довільних С £г(|0 ,1}) таких, що існують

{hh ...,/i„} С £*(|0,1)), для яких

det«  /  і *  m  * °-
роаподіїї випадкового вектора {(я, * і)і„  (*, абсолютно
неперервний відносно міри Лебега у

У оетаииьому пункті другого розділу розглядаються нелінійні 
стохпгтичяї диференціальні рівняння із симетричним інтегралом
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оа логарифмічними процесами. Використовуючи достатню умову 
існування симетричного стохастичного інтегралу оа логарифміч­
ним процесом, доведену у п.1.3, побудований розв'язок стохастич­
ного диференціального рівняння

x(t) =  у + Jo b(x(s),s) о dm(s) +  jf a(*(s), s)ds, t Є [0, 1 |,

a,b € CjCR x [0, lj), та для розв'язку доведений аналог теореми 
Струка-Варадана.

У рооділі 3 проводиться вивчення стохастигчних інтегральних 
рівнянь типу Вольтери о розширеним інтегралом за логарифміч­
ним процесом гладкої міри.

У першому пункті розділу 3 досліджуються стохастичні інте- 
гро-диференціальні рівняння вигляду

*(<) =  »(<) + Л  £  #(*> Т) Ф )  dm(T) ds~

-  f '  £  r)Dx(s,  r )  drn(r) da, t Є [0,1], (3)

де m -  логарифмічний процес, що відповідає деякому випадковому 
елементу £ із значеннями у Со((0,1]), розподіл якого диференцій- 
овний водовж напрямків з простору Камерона-Мартина Н Такі 
рівняння с аналогом нескінченновимірних диференціальних рів­
нянь у частинних похідних першого порядку і далі використову­
ються для апроксимації розв'язків стохастнчних диференціальних 
рівнянь а розширеним стохастичним інтегралом за логарифміч­
ним процесом. Зазначимо, що вивчення рівнянь вигляду (3) має й 
самостійне значення, оскільки такі рівняння виникають у деяких 
задачах непарамстричного оцінювання.

У припущенні, що логарифмічний процес т (  ) задовольняє 
умову
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А. Логарифмічний процес т( ) має вигляд т = М (() м.н., де 
функція М  : Со([0,1)) —* С0([0,1]) аналітична, тобто існують М„ Є 
£(С0([0,lj)\Co([0, l])),n  € IV, такі, що

Чд  Є В  М ( д ) =  М 0 +  £  М „ (д ...... д),  U m ( ||M „ ||) i  -  О,
П=1 *

для рівняння (3) побудований оа допомогою методу характеристик 
розв’язок та доведена теорема единості розв’язку, аналогічна до 
теореми Коші-Ковалевської.

Теорем а 3.1.1. Нехай процес у( )і мас вигляд К ((), Y  : 
Со([0,1]) —* С 1([0,1)) - неперервно диференційовиа по Фреше функ­
ція, процес m задовольняє умову А  та К  €  С*((0, 1)а).

Тоді випадковий процес

аг(І) =  У(( -  A',0)exp{j[‘ p‘(r)A ii(r)+

+  £  r) Jrn (r» isJ+

+  /  -  **■% / * ( Г)*М Г)+

+  £  ...* > { £  K ^ T ) d m ( T ) ) J » ) d s ,  (4)
fsft **

де / • ( • )  «  Є С !(|0 ,1}), У  =  11 та Л"( ) «  А і ^ ( г ) * ,
г  роов’яожом рівняння (3).

І^ о р е м а  3.1.2. Н п яв шиковуються умови теореми 3.1.1 та 
процесу має вигляду =* У ((),дрУ  - аналітична функція на В .  Тгщі 
випадковий пронеся, оаданий формулою (4), є єдиним роов’яокоМ 
рівяяняя (3), ю т р п  можна п р е д г и ю м  т вигляді аналітичної 
функції від елемента

У другому пункті ропяіяу 3 дл* лінійного стохаетяЧнотЛ ди- 
фрртвпіаігевого рівняні** «а потарифмічням Процесом

arf*)» +  І *Ц » )т (*)4 т (» ) , і Є [0,1) (5)

І
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отриманий розв'язок за допомогою апроксимації цього рівнянні 
послідовністю інтегро-диференціальних рівнянь

*»(<) =  y(t) +  j ‘ Ц*)*п(») £  qn(a -  r)dm(r)ds—

~ Jo Jo 9в̂  ~ T)Dxn(s, r)dr ds, і €[0,1], (6)
де послідовність функцій {?„, п Є IV} С С 1 (ЗІ) задовольняє умови 

Ql: Vn Є IV qn > 0;
Q2: V n € l V  /«* ,(< )*  « 1 ;
Q3: 3{a„} Є J?+,a„ -* 0,n -» +oo : supp<j„ С [0,a„], n Є IV.

Теорема 3.2.2. Нехай b g С 1 ([0,1]) та процес m задовольняє 
умову

V . Існує процес обмеженої варіації V, який має вигляд V — 
V((), d e V . B —> Ніс - аналітична функція, такий, що для довіль­
ної послідовності функцій {</„}, яка задовольняє умови Q1-Q3, 
для послідовності випадкових процесів

V„(t) ш £  jf1 jf1 Dm(r, 0)q„(s -  r)qn(s~- в) dr d6 ds t £ [0,1], n € IV 

має місце збіжність

VC € Я+ suP[^ ||D * V  -  £ > Ч ||я*0н»‘1 -  0, п -  + 00,
4>0 к!

рівномірно на кожній множині вигляду {||£|| < R \.
Т о д і  д л я  будь-якого випадкового процесу у( ), що має в и г л я д  

у =  У(£), Y  Є С*(В,С 1([0,1))), п о с л і д о в н і с т ь  розв'язків х„( ), по­
будованих у  теоремі 3.1.1, вбігається за ймовірністю у  С([0,1]) до 
процесу х(-), котрий є розв'язком рівняння (5).

Доведено, що цей розв’язок є єдиним у тому сенсі, що набли­
ження Пікара збігаються до цього розв’язку, якщо початкове на­
ближення є аналітичним функціоналом від елемента £. .



Показано, що сім’я розв'язків стохастігших диференціальних 
рівнянь

*А(і) =  y(t) + \ j ‘ h(s)xx(a)dm(s), t Є |0 ,1), А Є £  

є породжуючою функцією для послідовності {/„(>), п > 0},

= /„ Г -  • • С ь^  ■ • -6(r i ) dm(r i) • • • dm(r»)

кратних інтегралів оа логарифмічним процесом та, як наслідок, 
отримані наступні оцінки росту кратних інтегралів.

Теорема 3.2.3. Яехай 6 Є С*((0,1J), процес у е аналітич­
ною функцією від (  і для т  виконані умови А, V . ТЬді дам будь- 
якого R  < +оо існує послідовність {ch(R),k Є Лг) С Я+, для якої 
{с*(й)|ї -*♦ 0, k +оо та на множині {|[£|| <  Я}

sup J < с*(Я) М.Я., k Є IV.
<е[0,1]

У пункті 3 оцінки кратних інтегралів використовуються для 
оцінювання росту степенів стохастичного інтегрального опера­
тора типу Вольтере, доведені оцінки, аналогічні до твердження 
теореми 3.2.3. Основним результатом даного пункту t  наступна 
теорема існування та єдвпості розв'язку стохастичного рівняння 
типу Вопьтерв

*(0 = »(‘) + £  К(1, »)*(*) dm(в), і € fO, 1). (7)

Теорема 3.3.2. Нехай процес »*(•) задовольняє умови А, В, 
та V, у( ) е аналітичною фупуцкю від адро АГ мас неперервну 
похідну Л 'і  на множині {0 <  * < f < 1} ТЬді випадковий процес 
*(•), наданий різністю .

*(<) *  £,(<) +  j£  F ( r ) r ( f , I) rfr, # Є [0, 1],
/~

18
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де £v(t ) ,£(T, t) ,0 <  г  < і  <  1 -  побудовані у  п. 3.2 роов’яоки 
стохастичних диференціальних рівнянь

£„(t) -  y(t) +  J ‘ K(s, s)£y(s) dm(g), t Є {0,1]

та
S(t, t) =  1 +  j *  K(s, s)£(r, e) dm(s), t Є [r, 1),

а процес F(') задовольняє інтегральне рівняння типу Вольтери п 
випадковим ядром

F (f) =  1о К '^*' dw(*> +  /о' F (r)f/r *)f  (*' Г) <М*)1 dr,

t Є (0,1), задовольняє рівняння (7), причому для будь-якого про­
цесу z вигляду z — Z(t), Z  : В  —» С'({0,1)) -  аналітична функція, 
послідовність наближень

Іо “  ** in (<) =  ?/(<) + J0 K (t , в)ж„_і(в) rfm(s), f Є (0,1], п Є IV
І»

обігаеться оа ймовірністю до процесу х у  L j([0 ,1]).
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Основні результати та висновки

1. Для широкого і  пасу випадкових процесів визначені випадкові 
оператори стохастичного інтегрування оа цими процесами 
та введений симетричний стохастичний інтеграл, аналогічний 
до інтегралу Огави, отримані умови, достатні для існування 
симетричного стохастичного інтегралу від випадкового про­
цесу.

2. Доведено існування та сдиність розв’язку для лінійних си­
метричних стохастичних інтегральних рівнянь типу Фред­
гольма.

3. Для розв’язку симетричного рівняння типу Фредгольма дове­
дено абсолютну неперервність скінченновимірних розподілів 
та отриманий опис носія розподілу, аналогічний до теореми 
Струка-Варадана.

4. Побудований розв’язок симетричного стохастичного дифе­
ренціального рівняння оа логарифмічним процесом гладкої 
міри та отриманий опис носія розподілу цього розв’язку, ана­
логічний до теореми Струка-Варадана.

б. Для стохастичних інтегро-диференціальних рівнянь оа лога­
рифмічними процесамигладких мір доведена теорема існу­
вання та единості розв’язку.

6. Отримано явний вигляд та оцінки росту для кратних інте­
гралів від логарифмічних процесів гладких мір.

7. Для лінійного інтегрального рівняння типу Вольтери о роз­
ширеним стохастнчним інтегралом оа логарифмічним проце­
сом доведено існування ta  едпніеть розв’язку.
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Кулик A .M . "С лучайны е операторы  ■ стохастические 
интегральны е уравнения”
Диссертация на соискание ученой степени кандидата фиоико-ма- 
тематических наук по специальности 01.01.05 - теория вероятно­
стей и математическая статистика. Институт математики НАН 
Украины, Киев, 1996.

Защищается диссертация, шжмщеакая исследованию стохасти­
ческих интегральных уравнений е упреждавшем. Для стохастиче­
ских уравнение типа Фредгольма с симметрическим стохастиче­
ским интегралом докапаны существованию? и « я и с т м я ю е п  ре­
шения, абсолютная непрерывность п я еи к к к р в и х  распределений 
■ теорема Струка-Варадана дат ност еяя  распределения решения. 
Построено решение r r a o m m n t f t  уравнение типа Вольтерра с 
расширенным стскжтичеепсм ипетрню м по логарифмическому 
процессу гладкой меры.

KaKk А.М  ’’R andom  Operators m d  Storkartfc Integral 
Equations.
Doctor of Philosophy thesis, speciality 01.01.06 - ряоЬаЬййу :heory 
and mathematical statistics. Institute of Mathematics, National Aca­
demy of Sciences of Ukraine, Kiev, 1996.

This thesis is devoted to the investigation of stochastic integral 
equations wrtfc anticipation. The existence and uniqueness of the so- 
hrtw>B‘ of the- stochastic IVedholm-type equations with the symmet­
ric stochastic integral м proved and the absolute continuity of finite- 
ейиеивкт»]! dSstrabwtkH» and the StrookA'aradhan theorem for the 
sepport of the «fistribtttioe of this solution is demonstrated. The solu­
tion of stochastic Voltefra-type equation with the extended stochastic 
integral by the Bogarrfhmrk process Is also got.

К лю чом  слов»: внйадковий оператор, симетрична cynepno- 
тпвя. стамтнваріавтна міра, топологічний носій, диференційована 
мір», логарнфтчпяй процес, гладка відкрита множина.
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