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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

АКТУАЛЬНОСТЬ ТИШ. Развитие теплотехники высоких и низких тем­
ператур постоянно выдвигает задачи по расчету сложного теплообмена, 
в котором наряду с кондуктивным и конвективным существенную, если не 
главную, роль играет теплообмен излучением. В связи с этим особенно 
актуальными становятся вопросы разработки эффективных математических 
методов исследования сложных задач теплообмена излучением в сочета­
нии с теплопроводностью.

Для многих технических приложений важны задачи по определению 
температурного поля u (P , t ) в твердых выпуклых телах П, с поверхности 
которых S осуществляется отвод тепла излучением по закону Стефан 
Больцмана. Это приводит к необходимости решения линейного уравнения 
теплопроводности при нелинейном краевом условии.

Другой класс задач связан с расчетом только лучистого теплооб­
мена между диатермически разделенными нагретыми телами. В рамках ге­
ометрической оптики последние сводятся к решению линейных интеграль­
ных уравнений лучистого теплообмена относительно интенсивности пото­
ков падающего полусферического теплового излучения E(P,t), PtS когда 
температура теплоизлучакицих поверхностей предполагается известной.

Наконец, в наиболее сложных задачах для систем диатермически 
разделенных тел, а также тел с вогнутой частью поверхности S.c S оп­
ределению подлежат как температурное поле u(P,t),P€0, так и падающие 
потоки теплового излучения E(P,t), PeS,. При постановке таких задач, 
нелокальных по своему существу, приходится рассматривать уравнение 
теплопроводности при нелинейном краевом условии совместно с интег­
ральным уравнением лучистого теплообмена. Математическое исследова­
ние таких интегро-дифференциальных задач сложно, требует привлечения 
разнообразного аппарата и до сих пор в общем виде не выполнено. Сре­
ди этих задач особое место в практическом отношении занимают стацио­
нарные и нестационарные одномерные задачи переноса тепла излучением 
и теплопроводностью в тонких оболочках, а также нелинейные задачи 
кондуктивного, конвективного и радиационного теплообмена для ограни­
ченных и неограниченных цилиндрических тел.

В настоящее время практически отсутствуют аналитические или 
проотнё численные метода и алгоритмы, позволяющие с достаточной для 
практики точностью и быстротой выполнять тепловые расчеты задач кон-



дуктивного, конвективного и радиационного теплообмена. В связи о вы­
шеизложенным особую актуальность приобретают численно-аналитические 
методы исследования температурных полей и интенсивностей потоков па­
дающих излучений в тонких оболочках, ограниченных и неограниченных 
цилиндрических телах, представляющих собой конструктивные элементы 
высокотемпературных агрегатов. Разработке таких методов и посвящена 
настоящая работа.

ЦЕЛЬ РАБОТЫ. Целью работы является разработка и исследование 
новых по постановке нелинейных нелокальных задач кондуктивного и ра­
диационного теплообмена в телах сложной геометрической формы приме­
нительно к запросам энергонапряженной, в том числе космической, тех­
ники. Наряду с вопросами разрешимости полученных задач значительное 
внимание уделено построению алгоритмоё отыскания их приближенных 
численно-аналитических решений.

ОБЩИЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ. В работе используется метод нелиней­
ных интегральных уравнений, вариационный и проекционно-сеточные ме­
тоды, основанные на использовании финитных функций, асимптотические 
и численные методы. При доказательстве теорем существования и единс­
твенности решений применялись методы последовательных приближений, 
монотонных операторов, априорных оценок и другие методы функциональ­
ного анализа.

НОВИЗНА И ПРАКТИЧЕСКАЯ ЦЕННОСТЬ. В диссертационной работе рас­
смотрены новые по постановке задачи кондуктивно-радиационного тепло­
обмена с нелокальностями как в краевых условиях, так и в дифференци­
альном уравнении, а также нагруженные нелинейные интегральные урав­
нения типа Гаммерштейна по координате и Вольтерра по времени. Разра­
ботаны приближенные численно-аналитические методы решения нелокаль­
ных нелинейных задач кондуктивного и радиационного теплообмена. Осу­
ществлена редукция рассматриваемых задач к система^ нелинейных ал­
гебраических уравнений или к системам нелинейных уравнений Вольтер­
ра. Получены условия, при которых нелинейная краевая задача теплоиз­
лучения имеет единственное решение на множестве положительных функ­
ций, а приближенные решения; построенные методом последовательных 
приближений, образуют вилку.Изучена двумерная нелокальная задача для 
несимметрично разогреваемого бесконечного полого цилиндра. Получены 
априорные оценки в энергетической норме и доказаны теоремы существо­
вания и единственности обобщешюго решения из класса w’2'° (Q T). Полу­
ченные результаты доведены до алгоритмов численных расчетов и могут
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быть использованы при исследовании процессов теплопередачи в топках 
и печах, различных теплообменник аппаратах, а также в космосе.

АППРОБАЦИЯ РАБОТЫ. По материалам диссертации сделаны доклады на 
научном семинаре отдела математической физики и теории нелинейных 
колебаний (руководитель семинара академик Ю.А.Митропольский), на от­
чётных научных конференциях и научных семинарах кафедры дифференци­
альных уравнений ^ функционального анализа математического факульте­
та Кабардино-Балкарского госушгаерситета. Результаты диссертации 
представлены на двух Международных научных конференциях по уравнени­
ям математической физики (г.Киев,1995; г.Тернополь, 1995).

ПУБЛИКАЦИИ. Основные результаты проведенных исследований опуб­
ликованы в семи работах.

СТРУКТУРА ДИССЕРТАЦИИ. Диссертация состоит из введения, трех 
глав, списка литературы из 85 наименований и содержит 135 стр. ма­
шинописного текста.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обоснована актуальность и практическое‘значение те­
мы, приведен обзор существующей литературы, изложена структура и со­
держание диссертации.

Первая, вводная, глава посвящена постановкам основных задач по 
исследованию температурных полей теплоизлучающих тел. Принимается, 
что внутри выпуклого тела П температура удовлетворяет уравнению теп­
лопроводности, а на части его поверхности S имеет место излучение 
тепла по закону Стефана-Больцмана, приводящее к нелинейному краевому 
условию. Дана общая характеристика задач сложного теплообмена, вклю­
чающая интегральные и дифференциальные постановки задач. Особое вни­
мание уделено выводу условий сопряжения на поверхностях раздела сос­
тавных сред и рассмотрены импеданснне, локальные и нелокальные крае­
вые условия. С помощью формул и функций Грина осуществлен переход от 
начально-краевой задачи•

dlv{\gractu) -  cput * - w, Р*П, £>0,

и(Р ,0) - и0(Р ) ,  Р (П, (1)

\ щ  + оси + Cuf -  q (P , t ,u ) ,  P‘ S, t >О
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к интегральным уравнениям минимальной размерности типа Гаммерштейна 
по координате P«S и Вольтерра по времени t

t l'
u(P,t) - I ^G(P,Q;i-t)w(.Q,x)d4Qd'r: +■ cp|G(P,Q;0-'t)uo(C3)civ(;3 +

+ C|G(P,Q;0-t)u0(Q)d3g + J Jff(P,Q;T-t)q(u(Q,i;)]daQdT, PeS. (2)

Здесь же рассмотрены вопросы разрешимости соответствующих ста­
ционарных задач (1), когда u=u(P), начальное условие исчезает, импе- 
дансное краевое условие становится нелинейным краевым условием, а 
уравнение (2) - нелинейным интегральным уравнением типа Гаммерштейна

и(Р) .= /(Р) - g JG(P,Q)te(u)u4(Q)-6(u0)^(Q)]dai;3, pjg. (3)
» 9

При определенных ограничениях установлены теоремі1 единственнос­
ти и существования положительного решения задачи стационарного теп­
лоизлучения. Рассмотрен вопрос построения обобщенной функции Грина 
для оператора Лапласа.

Во второй главе рассматриваются различные постановки задач кон- 
дуктивного и радиационного теплообмена для невыпуклых тел и оболо­
чек, когда на вогнутой части S (<=S поверхности имеет место теплообмен 
излучением. Дан вывод интегрального уравнения радиационного теплооб­
мена и с помощью резольвенты R(P,Q) его ядра K(P,Q) получены выраже­
ния для интегральной полусферической интенсивности падающего излуче­
ния £(Р) через температуру поверхности S, -

Е(Р) = F(P,u) + rjR(P,Q)FlQ,u{Q)ldaQ, PzS., (4)
af •

где г=1-є;

PCP.uCP)] = гист(Р) + ea jK iP .Q ^ iQ X ls -,
а1

coe(PQ,nv ) •йоа(0?.йл)
K(P,Q) =

it \P -  «|г
Осуществлена конкретизация ядер K(P,Q) интегрального уравнения 

лучистого теплообмена для тел, ограниченных параллельными, плоскими 
или цилиндрическими поверхностями.

Рассмотрена общая естественная постановка задач кондуктивного и 
радиационного теплообмена, сводящаяся к совместному решению нелиней­



ной начально-краевой задачи для уравнения теплопроводности в Q и ин­
тегрального уравнения лучистого_теплообмена на S ( -

<Hv(\gradu) - cput = -ш, Pen, t>0,

и(лг,0) » u0(x ) , РеП, (Б)

\  ^  + o(u + Cut= e%(P)E(P,t) + ф0(P ,t ) -  ф ,(Р ^ .и ), PeS, t>0;
>

E[P,t)=EJfC4,(Pt t)+jK{P,Q)lrE(Q,t)+<p1 {Q ,t ,u (Q ,t ) ) lda0, P«S(1 (6)
3f

где x(P) - характеристическая функция поверхности S (, представляющая 
собой одну из сложных практически не исследованных задач математиче­
ской физики. С помощью полученного выражения для E (P ,t ) через u(P,t) 
(4) осуществлен переход к начально-краевой задаче для уравнения теп­
лопроводности (5) о нелокальным нелинейным краевым условием

\ g|| ♦ сш + Cut. 6X(P)[E„0T(P.t) +-(1-є)|R(P,Q)EKor(<3,t)aeCl +

+ |«{P,Q)(p,(Q,t#u«,t))dee] + <p0(P,t) - <pf(P,t,u), PtS, t>0. (7)

В этой же главе рассмотрены задачи кондуктивного и радиационно­
го теплообмена в термически тонких оболочках, когда изменением тем­
пературного поля по их толщине можно пренебречь. Здесь введено поня­
тие оболочки переменной толщины и получены дифференциальные соотно­
шения, связывающие срединную Ф и ограничивающие такую оболочку по­
верхности Ф_,Ф+. Осуществлено усреднение температурного поля по тол­
щине оболочки, в результате чего получены новые постановки сущест­
венно нелинейных начально-краевых задач с нелокальностями как в кра­
евом условии, так и в дифференциальном уравнении -

atv,(Kgroaxfm) + + c+ut] + a s s e n t  + c.utJ - cut «

теаф , , . . ■» иеэф г ,
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+ r£R(P,Q)EK0T(Q,t)<isQ + |Я(Р,<3)Ф,«3,{,и(д,П''*><}] + 

♦ ф (F,t) - ф (P,t,u)j Р<Ф, t>0;
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u(P,О) = U0(P), P € Фиі=Ф,

X ^  + оси + Cut= (p0(P,t'> - <pf(P,t,u) + i-

г mesZ
+ ex(P)[^oT(P.t) + (1-e)*!«(P,Q)2WQ.t) ^  dZ +

+ hfH(P,Q)<p,(C}.t,u«3,t>) cil] P a ,  t>0. (9)

Кроме интегро-дифференциальной (5) и нелокальных (7)-(9) поста­
новок рассмотрена интегральная формулировка задачи, объединяющая ин­
тегральное уравнение минимальной размерности и интегральное уравне­
ние лучистого теплообмена

w(P.t) = w (P.t) - ej$G(P,<2;t-t)[ow4(Q.t;) - x(Q)E(Q,i;) Icfe d%,
03 4

P.QtS, t,1>0, (10)

E(P.t) = ВИ0Т(Р,ґ) + J-K(P,Q)[rB«3.t)+eow4(Q,t)]d3Qf P<eS (, t,T>0. 
э»

Осуществлено усреднение полученных интегральных уравнений за­
дач кондуктивного и радиационного теплообмена (10) для термически 
тонких оболочек. Это достигнуто посредством усреднения функций Грина 
G(P,Q) й ядра K(P,Q). С помощью такого усреднения и последующего 
учета симметрии получены простейшие одномерные нелинейные интеграль­
ные уравнения стационарных задач кондуктивного и радиационного теп­
лообмена вида

*2
«>(х) = шлСг) - g(?,x)[0iD4(?)-B(5)5dC , Х (<Х<Х2,

1 • (11 ) 
2 А ■Е(х) = ЕИ0Т(х) + f  fc(?tx)treE(E)+eoa>*(?)]d£ , х 1<х<хг . 

x i
Приведены явные выражения для g(z,'£) и k(x, £) в случае конечной 

и •бесконечной цилиндрических, оболочек.
В последнем, пятом, параграфе второй главы рассматривается ме­

тод конечномерной аппроксимации решения получек, шх интегральных 
уравнений, основанный на использовании финитных функций. Приближен­
ные решения разыскиваются в виде линейных комбинаций в классе кусоч- 
но-непрерывных функций
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w(P) a w*(P) = J (W{xt(P), £(P) a ̂ (P) =Д®<Х{(Р). (12)

где й{ и Е( - средние значения искомых функций на подобластях разби­
ения S{ области S. Метод Бубнова-Галеркина для системы интегральных 
уравйений соответствующе (10) стационарных задач приводит к системе 
нелинейных алгебраических уравнений вида

WJ = %  " I v 0®? - V -
is1 (13)

h  = E0J +j fV rEi + єо^ ]> J=T^ -

Конкретные задачи кондуктивного и радиационного теплообмена в 
цилиндрических оболочках и системах параллельных пластин рассмотрены 
в третьей главе диссертации. Для конечной цилиндрической оболочки 
осуществлено усреднение температурного поля по толщине, применен ме­
тод Ротэ и для определения безразмерных температуры и(х) и интенсив­
ности падающего потока теплового излучения е(х) на каждом временном 
слое получена следующая система нелинейных интегральных уравнений 
типа Гаммерштейна:

о
е(х) = <р(х) + J Jt(x-£)/,£u(E),e(5)ld{,

о

л Х°и (х ) = ф(х) - Sfeu4(x0)x - JG(x,5)/2[(u(g).e(S)]d5,

(14;

где

ф(х) « 1 +і= r°GU,E)u(£)d£, Ф(х) = ІГ-^— ----х). '

/ f(u,e) = 1?(єи.4 + ке), /г (и ,е ) = Sd(ti4-  е) +

К(х-С) = 1—|х—51 + 6 , G(x,5) = х + (5-х)т)(х-Є).
[(x-g) +41э/2

Исследованы свойства ядра К(х-£), построена его резольвента и с 
ее помощью разрешено первое из интегральных уравнений (14).После ис­
ключения е(х) из второго уравнения (14) получено нагруженное интег- 
ро-степенное уравнение типа Ляпунова-ІШидта для определения и (г)
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4 1 0u(x) = f ( x ) - Shu4(x0)x ~ sk ^ G(x,S)u(|)d5 -

(15)

где At -  временной шаг; Sfc, Sd - коэффициенты Старка; f ( x ) - извест­
ная функция; Ф(х,£) определяется по G(x,£) и сверткам ядер G(x,%), 
K (x - t ) и R(x ,Z ).

На каждом временном слое получена система нелинейных интеграль­
ных уравнений минимальной размерности для определения усредненного 
по толщине нестационарного температурного поля u(<p,t) и интенсивнос­
ти падающего излучения E(cp,t) несимметрично разогреваемой бесконеч­
ной цилиндрической оболочки

г%
Е(<Р) = ®И0Т(Ф) + J й(<Н>КгЕ(ф) + /Си(ф)])сі|>,

2% (16)

где

U«p> = g«p) + J С((И»<РВ(ф)-7/[и(ф)]}0)),

а Ея с і(q>),g(<p) - известные функции. Построение приближенного решения 
системы (16) проекционно-сеточным методом,использующим финитные фун­
кции-крышечки и линеаризацию функции /(ы) на интервале uetu^,, u,I, 
сведено к решению следующей системы нелинейных алгебраических урав­
нений относительно узловых значений и В{ искомых функций ы и S:

X a*nUn - й о С^  = * '  "  -

~ j f , J / i n < V ui-»*u« > V

j 0aJnSr, - І *  г A  = ei - 

-1 b

(t9)

* J n e V Ut- r Ui > V

M0=UN* BeT®W’ I-O, fl- І .
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Элементы матриц и правые части системы получены в виде интегра­
лов от произведений ядер К(ф—ф) и на функции-крышечки ш{(ср).
Выполнено простое, но довольно трудоемкое вычисление таких интегра­
лов. Решение системы (19) может быть получено методом Ньютона.

Изучена двумерная нелокальная задача для несимметрично разогре­
ваемого бесконечного полого цилиндра. Получены априорные оценки в 
энергетической норме и доказаны теоремы существования и единственно­
сти обобщенного решения из класса Wg'°(Qт) .

Два последних параграфа третьей главы содержат исследования за­
дач радиационного и кондуктивного теплообмена в системе двух неогра­
ниченных и ограниченных диатермически разделенных параллельных плас­
тин. В случав неограниченных пластин задача сведена к системе четы­
рех нелинейных интегральных уравнений типа Гаммерштейна. Проекцион­
но-сеточным методом в сочетании с методом Ротэ осуществлена их ко­
нечномерная аппроксимация к системам нелинейных алгебраических урав­
нений на каждом временном слое. Предложен итерационный процесс реше­
ния таких систем. Результаты численных расчетов проиллюстрированы 
графиками динамики температурных полей в конкретных системах беско­
нечных параллельных пластин.

Рассмотрены также нелокальные постановки задач кондуктивного и 
радиационного теплообмена в системе двух тонких параллельных плас­
тин. В простейшем случае они представлены следующей нелокальной за­
дачей:

ихх -  а ~ \  - S"'u - C~7(u> - «Є"'/ Я(я.Є)/(и({))<*5 = - ш,
11

и(£,0) = и0(х), (20)

их -  Пи = 0, х = lf; их + Ш = 0, х = 1г ,

где R(.x,Z) - резольвента ядра K(x,£)=(d2/2)ld2i-(x-t,) 2]~3/2. Методом 
Ротэ эта нелокальная начально-краевая задвча сведена к нелокальной 
краевой задаче относительно значений и(х ) на данном временном слое. 
Решение последней можно получить проекционно-сеточным методом.

Получены нагруженные нелинейные интегральные уравнения двумер­
ных задач кондуктивного и радиационного теплообмена в случае парал­
лельных пластин конечных размеров. В частности, в простейшем слу­
чае, - следующее уравнение:
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u (P . f )  = ил (Р , { )  -  SJ NliP.Qit - т )u4(Q,‘i)daQdt -  

t
-  a j jG(P,Q;t-%)u (.Q,%)dlj}^t I  = l(x,y):x=±otUy=\). (21)

о L w • • ,
Предложен специальный проекционно-сеточный метод построения 

приближенного решения этого уравнения, основанный на использовании 
конечномерных аппроксимаций с помощью финитных функций как в облас­
ти О, так и на ее границе L -

u (P . t )  *  |  SJO x^P ),  Р«0, w(P,t) в f (sj ( t ) “ j ( P ) .  Р€І. (22)

Методом, Бубнова-Галеркина получены следующие системы нелинейных 
интегральных уравнений типа Вольтеррэ относительно средних значений 
й4(t) и (г) соответственно в подобластях П{ и Lj разбиения облас­
тей П и L:

- “л  “ j “J,|bjfe(t-T>Wj('c)d't- fe=T̂ >

= «л* - Ь Т ^ -

Для решения этих систем применимы итерационные методы.

Основные результата диссертационной работы могут быть сформули­
рованы следующим образом:

- Разработаны новые по постановке задачи кондуктивного и радиа­
ционного теплообмена с нелокальностями как в краевом условии, так и 
в дифференциальном уравнении.

- Исследованы ядра K(P,Q) интегральных уравнений лучистого теп­
лообмена и их резольвенты R(P,Q) и установлена однозначная разреши­
мость линейного относительно Е интегрального уравнения лучистого 
теплообмена.

- Развит метод нелинейных интегральных уравнений применительно 
к построению приближенных решений одномерных и двумерных задачокон- 
дуктивного и радиационного теплообмена.

- Рассмотрены вопросы конечномерной аппроксимации решений полу­
ченных нелинейных интегральных уравнений кондуктивного и радиацион­
ного теплообмена, основанные на использовании финитных функций (ха­
рактеристических и функций-крышечек). Проекционно-сеточным методом,
•чользущим такие аппроксимации, метод Ротэ и предложенную линеари-
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вацшо нелинейностей на отрезке u{], задача сведена к нахожде­
нию решений систем нелинейных алгебраических уравнений как для ста­
ционарных, так и для нестационарных задач, или к решению систем не­
линейных интегральных уравнений тала Вольтерра.

' - Изучена двумерная нелокальная задача для несимметрично разо­
греваемого бесконечного полого цилиндра. Получены априорные оценки 
в энергетической норме и доказаны теоремы существования и единствен­
ности обобщенного решения из класса H1,0(QT).

- Рассмотрены двумерные задачи кондуктивного и радиационного 
теплообмена в системе двух параллельных пластин. Методом интеграль­
ных уравнений в простейшем случае задача сведена к двумерному нагру­
женному нелинейному интегральному уравнению относительно температуры 
u (x , t ) . Предложен вариант проекционно-сеточного метода, использующий 
аппроксимацию решения как в области, так и на ее границе.
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