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Загальна ха pa кте ри с т ш ^ т б о т и

А ктуальність теми. Роз'язгння різноманітних задач математич­

ної фізики, механіки суцільного середовища, аеромеханіки, теорії по­

тенціалу і т. п. призводять до спеціальних функцій різної природи та 

складності. Кількість спеціальних функцій за останні півстоліття різко 

зросла в зв'язку з широкими проблемами застосування теорії дифе- 

рен , \льних та інтегральних рівнянь, я розвитком обчислювальної 

математики тощо.

Розвиток теорії спеціальних функцій стимулює розвиток теорії 

відповідних інтегральних перетворень з ядрами, що містять ту чи ін­

шу спеціальну функцію. Як відомо, метод інтегральних перетворень 

виявився одним із найефективніших аналітичних методів розв'язання 

широкого класу крайових задач.

З практики розв'язання конкретних задач виникло питання про 

зображення функцій не тільки у вигляді тригонометричних рядів, а й 

у вигляді рядів за іншими спеціальними функціями. Це особливо 

стимулювало розвиток теорії спеціальних функцій (циліндричних та 

сферичних, гіпергеометричних функцій, еліптичних функцій, -функцій 

Мятьс, поліномів Ерміта, Лагерра, Чебишева, Якобі, Лежандра та ін.).

Гіпергеометричні функції відіграють особливо важливу роль як 

в теорії, так і в застосуваннях, при розв'язанні широкого класу кра-- 

йових задач різноманітних галузей прикладної математики та фізики. 

Гіпергеометричне рівняння -  одне із найвідоміших в аналізі -  було 

предметом досліджень багатьох математиків протягом більше двох 

сторіч. Це рівняння належить до фуксового класу рівнянь з двома 

особливими точками, є найпростішим прикладом лінійного дифе­

ренціального рівняння, що не інтегрується елементарними методами. 

Це єдине з рівнянь порядку вище першого з трьома особливими точ-
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Ками, інтеграли якого визначаються положенням його особливих то­

чок та коренями відповідного фундаментального рівняння.

Дослідження гіпергеометричного рівняння перепліталось з вив­

ченням гіпергеометричного ряду, що є одним із інтегралів вищезгада­

ного рівняння. Треба відзначити пращ Гаусса, Куммера, Рімана, 

Якобі, Шлефлі та ін. Зображення гіпергеометричних функцій у формі 

визначених інтегралів було предметом цікавих досліджень Ейлера, 

Гурса, Шафхейтліна, Похгаммера, Ваєрштрасса та ін. Цикл робіт Го­

бсона, Гурса, ВатсЬна та ін. стосувався теорії квадратичних і кубіч­

них перетворень гіпергеометричних функцій. На початку X X  сторіччя 

посилюється розвиток гіпергеометричних функцій від двох та бага­

тьох змінних. Розглядаються та досліджуються і різкі випадки вирод­

ження гіпергеометричних функцій.

В останні десятиріччя посилився інтерес до узагальнених гіпер­

геометричних функцій по Райту, вивчаються та досліджуються окре­

мі випадки, які мають не тільки теоретичне, але й практичне значен­

ня.

Аналіз робіт, що мають відношення до узагальнень гіпергеомет­

ричних функцій, інтегральних перетворень з ними, дає змогу зробити 

висновок, що теорія цих гіпергеометричних функцій, розширення 

сфери їх застосувань потребує подальших досліджень. У  зв’язку з 

цим та з дедалі частішим застосуванням саме узагальненої гіпергео­

метричної функції по Рейту виникла потреба у подальшому дослід­

женні розмаїтих випадків узагальнених гіпергеометричних функцій.

Дисертаційна робота присвячена подальшому розвитку теорії 

та застосувань узагальнених гіпергеометричних функцій (по Райту).

М ета роботи та задачі дослідження. Метою роботи є запровад­

ження нові.х узагальнень гіпергеометричних функцій, ношіх узагаль­

нених функцій Лежандра, вивчення їх властивостей, подання



з -

прикладів застосування. Для досягнення поставленої мети сформу­

льовано такі задачі дослідження:

довести формули інтегрального зображення узагальненої гіпер­

геометричної функції 2 Ь; с; & д  z) = i R “ 'u(z);

вивчити властивості узагальненої гіпергеометричної функції

л в Л *

побудувати інтегральне перетворення з функцією 3 Л1а> ’^(z) в

ядрі;

обчислити визначені інтеграли з функцією *)< нові в на­

уково-довідковій математичній літературі;

аналогічні дослідження провести для нової узагальненої кон-

флюентної гіпергеометричної функції с; сл /а z) *  \ z),

запровадити нові узагальнення (по Рейту) приєднаних функцій 

Лежандра І та II роду (z), (z)>

побудувати аналог формули типу Мелера -  Дірихле для уза­

гальненої функції Лежандра р  (* ) ;

дати приклади застосування вищезапроваджених узагальнених 

гіпергеометричних функцій до розв'язання інтегральних рівнянь, до 

обчислення нових визначених інтегралів складнішої конструкції;

провести обчислення значень узагальнених гіпергеометричних 

функцій за конкретними значеннями параметрів та змінних, провести 

розрахунки для скінченного інтегрального перетворення.

Достовірність основних наукових положень та одержаних ре­

зультатів забезпечується узгодженістю їх з числовими даними; ро~ 

гісгю постановки задач й застосовуваних математичних методів при



-  4 -

доведенні основних формул; порівнянням одержаних нових резуль­

татів з раніше відомими частинними випадками.

розроблені в дисертації методи побудови нових узагальнень різних 

типів гіпергеометричних функцій, схема проведення досліджень вла­

стивостей цих функцій, що містять ці узагальнені гіпергеометричні 

функції. Широко використовуються також методи математичної фі­

зики, теорії спеціальних функцій, чисельні методи математичного 

аналізу.

До захисту, виносяться

побудовані нові узагальнені гіпергеометричні функції b;

с; од д' г), узагальнені конфлюентні гіц»ргеометричні функції 

іФ\Ф '^{а; с; ох )х г) , узагальнені приєднані функції Лежаьдра І роду

досліджені основні властивості запропонованих нових узагальне­

них функцій гіпергеометричного типу;

побудовані інтегральні перетворення відповідно з функцією

та з функцією в-ядрі;

виведена формула типу Мелера -  Діріхле для узагальненої при­

єднаної функції Лежандра (z);

розв'язання інтегрального рівняння Фредгольма І оду з уза- 

гальненою гіпергеометричною функцією 2 * 1  (2):

Методи досліджень. Основу методології досліджень складають

О  (-•). П роду .  М ;

доведені формули основних інтегральних зображень для

л ' - ' »  (* ). .  с » ;



обчислення нових визначених інтегралів, відсутніх у наявній 

науково-довідковій математичній літературі;

таблиці з обчисленнями узагальнених гіпергеометричних функ­

цій за конкретними значеннями параметрів і змінних, а такозк з 

обчисленнями одного типу скінченного інтегрального перетворення з

Л Г Л г ) .

Наукова новизна. Запропоновано нові узагальнення практично 

важливих функцій гіпергеометричного типу: гіпергеометричних

функції Гаусса, конфлюентних гіпергеометричних функцій, приєдна­

них функцій Лежандра І та П роду, досліджено їх основні власти­

вості, доведено формули для основних інтегральних зображень цих 

функцій. Побудовано нові інтегральні перетворення з узагальненими

функціями гіпергеометричного типу з подано вико­

ристання одержаних теоретичнх результатів для розв'язання інте­

гральних рівнянь Фрєдгольма І роду, для обчислення визначених ін­

тегралів, що відсутні у  відомій науково-довідковій математичній літе­

ратурі.

Практична цінність. Запропоновані в дисертації нові узагальнені 

функції гіпергеометричного типу, досліджені властивості їх, 

побудовані нові інтегральні перетворення мають значення для 

подальшого розвитку теорії спеціальних функцій, обчислювальної 

математики, для практичного розв'язання достатньо широкого класу 

крайових задач, інтегральних рівнянь, обчислення нових визначених 

інтегралів складнішої конструкції.

Апробація результатів. Основні результати дисертації допові­

дались на International Conference "Constructive theory of function - 91 (Varna, 

1991), The Second International Colloquium'on Differential ernations (Plovdiv, 

1991); 5-th International Conference on Complex Analysis and Applications with
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Symposium on generalized functions (Varna, 1991); Міжнародній науковій 

конференції “Дифференциальные и интегральные уравнения. 

Математическая физика и специальные функции” (Самара, 1992); 

Міжнародній науковій конференції “Вырождающиеся уравнения и 

уравнения смешанного типа” (Ташкент, 1993); The Fourth International 

Conference on Differential equations (Plovdiv, 1993); Об'єднаному міжву­

зівському семінарі “Диференційні рівняння та їх застосування" (Київ, 

1994), четвертій Міжнародній науковій конференції ім академіка

Кравчука (Київ, 1995). Міжнародній науковій конференції, присвя­

ченій 150-річчю від дня народження видатного українського фізика і 

електротехніка Івана Пулюя (Тернопіль, 1995); The Sixth International

системи моделювання проблем екології та енергетики"' Інституту 

кібернетики НАН України (Київ, 199Е).

Публікації. За матеріалами дисертації опубліковано 13 робіт.

вступу, трьох розділів, додатків, містить 148 сторінок машинопис­

ного тексту і список літератури з 69 найменувань.

У  вступі викладено основні питання, шо складають предмет до­

слідження, обгрунтовується їхня важливість та актуальність. Вказано 

мсту дисертаційної роботи та сформульовано положення, що вино­

сяться до захисту, подано короткий зміст роботи.

Перший .роадід присвячено узагальненій гіпергеометричній

функції j R™ Ь: с; m /t  :)  = 3/?1ш я(і), узагальненій конфлюентній гі­

пергеометричній функції і Ф ^ '\ а ; с; ик /х z) “  і д о с л і д ж е н о  їх

Colloquium on Differential equations (Plovdiv, 1995); Conference “Different
Ці

aspects of differentiability II" (Warsaw, 1995); Семінарі; ві,цділу “Математичні

Структура та обсяг роботи. Дисертація складається із

Зміст роботи



основні властивості, побудовано інтегральні перетворення- відповідно з 

функціями 2я Л ''( г )  і в ядрі.
і

Узагальнена гіпергеометрична функція з ,fJ(z) визначається 

формулою

# Г(в + я}Г(& + - я )  .

, Ь; е; ах * г )  * <]>
Г(а)Г(6) .-о г ( с + ® я) «І

И

де а, Ь, с можуть 6vth і комплексними, — e R , — > 0 ; причому а+я г  0,
V М

- і ,  -2 ,... , Ь + — п *  0, -1, -2 ,... , с + — п *  0, -1, -2 ,... , коли я = 0, 1, 2 ,... , ,  а. Ь, 
И И

С такі, що Г(а + п), Г(Ь + — п), Г(с + — я) - скінченні для п “  0, 1, 2, ... .
М Я

Очевидно, що при — = 1 ( 1 )  буде функцією Гаусса jF\ (о, b; с; z).

Лема 1.1 дає основне інтегральне зображення для функції 2 R\° ** ( z), 

а саме: якщо Rec > Reb >  0, то має. місце такий аналог формули Ейлера 

для узагальненої гіпергеометричної фуїс.ції гЛі

(2)

Установлено також формули диференціювання, зв'язок з / гДа, Ь, 

с< Ф х, у), з у  - функцією, з С -  функцією Меєра тощо.

У §3 побудовано інтегральне перетворення з функцією iR \ °'\ z)  

у  такому вигляді

К ас ' ^ Л І х ) = Х к \ х т"  С l m>' ‘ Ь; с: ах / І  (3 )
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При — = 1 із (3) одержимо інтегральне перетворення Habibul-
f*

lah’i  Далі вивчено деякі властивості інтегрального оператора а

також одержано формулу обернення. Справедлива

1 2  1
Теорема. Якщо 0 < — 5 1, 0 5 .fr + ------1 <  с -  Ь <  к  +  — <  1,

Р Р Р

Ь -  а <  — <  с -  Ь, тоді має місце така формула обернення для (3):
Р

А » * »  ■
Fix) - X  JC®) ”  ї т Ц * " *  Г*' Ііш U  [s(x)]t (4)

і [а)

де

<5)

*<*) -  х Т а У{ х * ?  £  { A  — » , х ^ ' ф ) ) ) (6)
Г(с) ах

Узагальнена конфлюентна гіпергеометрична функція і 

визначається формулою (§4)

г /  ї .  Г(я + - л )  .
с  охр: 2 ) -  ]Фі“ Л г )  “  ---------- “ — з  ■ «

Р

Лема 1.3 дає основно' інтегральне зображення для функції

, ,  Л е ” а (8)
Г (а )Г (с -а )і

(Rcc > Rea > 0).



Розглянено інтегральне перетворення Лагшаса для функції

х < Л Н ) -

L с; о* ц  **)} =  Г(Ь) я* ,R  а; с; <* *  ks l), (9)

де R eb  >  0, R es >  max{0, Пек), |sj >  [А).

Інтегральне перетворення з узагальненою конфлюентною функ­

цією 10 iW,fi(z) запропоновано у вигляді

Й <101
о

(х > 0, с >  а >  0).

Вивчено властивості інтегрального оператора fCcJc'^' а також

одержано формулу обернення.

У  ігругому розпілі запропоновано узагальнені ( по Райту) приєд­

нані функції Лежандра р  (z), р  (z), досліджено їх основні

властивості, подано приклади застосування.

Лема 2.1 дає інтегральне зображення для узагальненої приєдна­

ної функції Лежандра І роду, а саме:

якщо Re(\~fi) >Л «(И  1) >  0, о), /і  е  R, й)> 0, 0 >  0, то

F v # * <2> Р Г \ ^ \ ] Г \ - ^ *

а 2

Зазначимо, що можна одержати велику низку формул для ін­

тегральних зображень узагальненої функції Лежандра р^1 „  (z)

Лома 2.2 дає інтегральне зображення узагальненої приєднаної 

функції Лежандра II роду:

-  9 -
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якщо /te(v+|) >Re( —  У-— ) >  0, v > ^  а», /?е  Л, <u> 0, /ї>  0, to

fiJUj (2) - x
к Г(у*-/Я-1) Г 1 ( ^- - 2— ) +  1)х

к j f *  * ( 1 - Л  2 О - * " 1/ ' )  1 Л .  (12)
»

Подано також деякі інші форми інтегральних зображень уза­

гальненої приєднаної функції Лежандра f0 р  (г).

Побудовано аналог формули типу Мелера -  Діріхле для узагальненої 

приєднаної функції Лежандра „ (z) (§2):V/Dyfj

Р$Р№>л]ш****Хе-е9)~і ~ 4'-(Є~ ~ - У ] М 2 (13)2sha

де Ren < і  й>>0, /7 = 1 , z =* сЛ а,

А -  2М *■ (О Г (1 -Я )Г  (^ -^ )Г (1 -2 /іХ іЛ а ) ^  2ш

Третій розділ присвячено застосуванню вищезапроваджених 

узагальнених спеціальних функцій гіпергеометричного типу.

Розв'язано інтегральне рівняння Фредгольма 1 роду у вигляді

(§ U

«• / '  ’
І p.-Г  гЩ я, Ь; с; т, /і. - — ) f(t) dt ~  g( х) , (14)
. Г(с’) х

де f(x) -  шукана функція; g(x) - сідома функція; а Ь, с можуть бути і
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комплексними; Пес >  О, ео, Ц є R, а) >  О, ц >  0; j R f  г) -  узагальнена 

гіпергеометрична функція (1).

Доведено три леми, що дозволило записати розв'язок рівняння 

(14) у  вигляді композиції дробового інтегралу та інтегрального опе­

ратора Стілтьєса.

У  § 2 цього розділу обчислено декілька нових визначених інтег­

ралів, що містять узагальнену гіпергеометричну функцію j R ^ ’^ z ) .  

Зокрема

v/4axm)dx-D JR “ ,fi(a,bidm с ,« » ч д а ) ,  (15)
ь

де Д  dm ем мають відпозідно вигляд

Г(Г)
D ~  ,  Г  „  --------• (16)

Sm „  , Е  + Г + г 

Р Р— + Г — + У+Г
« т “  --------. Єш” -4----------- . (1?)т т

s  >  0, Дер >  0, /?еу >  0.

У  цьому jk папи графі подано приклад обчислення визначеного 

інтегралу з узагальненою конфлюетною гіпергеометричною функцією

§ 3 містить приклад застосування узагальнених приєднаних 

функцій Лежандра, зокрема, обчислено інтеграл у вигляді

чім-’
j s h lMr (cbr +1) " 2d t

• [(cha + sha)-  2sha ( - - - ) ' Г "  
rh r + 1
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A-z/'a Р ка? (  cha) (18)
■ЛГ(1 -  2/j )

Додатки, що знаходяться з кінці дисертації, містять 

кілька визначених інтегралів, значення яких подано через 

узагальнені функції Лежандра; 

доведення рівності

9 таблиць, в яких подано обчислення узагальнених гіпергеомет-

парамєтрів та змінної, а також обчислення одного типу скінченного 

інтегрального перетворення.

Розрахунки проводились на машині IBM P S /A T , процесор -  

INTEL 80386 Реалізацію виконано за допомогою пакета програмного 

забезпечення МСАДІ

і. Побудовано основні узагальнені гіпергеометричні функції

(19)

де І*'а -  оператор дробового інтегрування, Rea>  0.

ричних функцій "“( а, Ь; с; at, ц, z), при конкретних значеннях

Основні результати роботи

тЯ\°,/U(z), узагальнені конфлюентні гіпергеометричні функції іФ\ '^(г), 

узагальнені приєднані функції Лежандра І роду Р^. а  р  (z), II роду

& V , O ) , 0  ( z ) -
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2. Одержано формули основних інтегральних зображень для 

нових узагальнених спеціальних функцій гіпергеометричного типу

о . («).

3. Досліджено основні властивості вищезгаданих узагальнених 

спеціальних функцій гіпергеометричного типу.

4. Побудовано інтегральні перетворення ьідповідно з функцією

іЛі® '^(z), з функцією г), в ядрі. Знайдено для них відповідні

формули обернення.

5. Виведена формула типу Мелера -  Діріхле для узагальненої

приєднаної функції Лежандра „ (z).
Ка>,Р

б. Дано застосування одержаних теоретичних результатів до 

розв'язання інтегральних рівнянь Фредгольма J роду, до обчислення 

нових визначених інтегралів складнішої конструкції, що відсутні в 

наявній науково-довідковій літературі.

Користуючись нагодою, висловлюю щиру подяку своєму нау­

ковому керівникові Василю Васильовичу Скопецькому за пості.іну 

уваїу та допомогу в роботі.
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