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загальна характеристика роботи

Актуальність проблеми. Теорія деформування твердого тіла одержа­
ла значний розвиток в зв"язку з комп"ютерІзацІею. Застосування ЕОМ

призвело до виникнення принципово нових підходів й обгрунтованих) 
чисельних методів, таких як метод кінцевих елементів (МКЕ).

Серед багатьох чисельних методів МКЕ й метод кінцевих різниць

(МИР) займають по праву перші місця. Однак, подальше удосконалюван­
ня і̂ожливостей ЕОМ й пошук альтернативних -ЩЕ, МКР піходів знов при­
вели до суто математичних методів розв'язування задач Коші та край­
ових задач. Це відноситься до різних варіантів метода граничних еле­
ментів (МГЕ), котрий має й Інші назви - метод граничних Інтеграль­

них рівнянь (МГІР), метод потенціале, метод функції Гріна й т.І.

Розвиток цих методів почався з кінця 60-х років XX століття. Знач­
ний вклад в створення нового наукового напряму внесли західні й 
вітчизняни вчені. Серед яких можна відзначити П.К.ВенерджІ, Р.Бат- 
терфілда, К.БреббІа, Д.Телеса, Л.Броуйела, С.Крауча, А.СтарфІлда, 
Ф.РІцо, Т.Крузо, С.Ускера, С.КобаяшІ, Н.І.МусхелІшвІлІ, С.Г.МІхлІна* 

В.Д.Купрадзе, Ю.В.Веражского, А.Г.УгодчІкова, Н.М.Хуторянского,
А.І.ЦейтлІна, А.Я.Александрова, П.І.ПерлІна, Я.Л.Нудельмана й Ін,

Поява й прогрес МГЕ в значній мірі зобов'язано тому, що великий 
клас крайових задач, які описуються діференційними рівняннями пара- 
боличного й еліптичного типів, можуть бути зведені .до Інтегральних 
рівнянь Вольтера й Фредгольма. Методи розв'язування крайових задач 

.за допомогою Інтегральних рівнянь вважаються більш точними й экоко- 
мічними ніж методи, які базуються на апроксимації діференційних опе­
раторів (МКЕ, МКР й Ін.).

З МГЕ діскретизації підлягає тільки границя об"екту, а в МКЕ - 
уся область,.яку займає объект. З цього факту МГЕ одразу переграе 
МКЕ тому що значно зменшується порядок рс.зглядаемого прострру. Далі 
МГЕ математично строго обгрунтован, оскількі використуе фундамен­
тальні рішення діференційних рівнянь, достовірно моделюе вихідну 
задачу, дозволяє здобувати точні, як правило, значення унутрішних 
зусиль й переміщень, значно спростовує підготовку вихідних данних, 
характерізуеться стійкістю чисельних операцій, в змозі зменшити 
розмірність задач. Усі ці факти дозволяють створити вельми гнучний 
й володіючий багатьма можливостями алгоритм розв'язування різнома­
нітних задач. Звісно (П.К.ВенерджІ) й співвідношення витрат часу
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гграпі ЕОМ на розв"язання-однакових задач різними методами

^мкє/ іцгє  ~ 4 -  І О '
Можна передбачити, що МГЕ (МГІР) володіє серед Інших чисельних ме­

тодів найкращими характеристиками: найпростіша логіка алгоритму, 
висока стійкість та сходимість чисельних операцій, значна точність 
результатів, проста підготовка вихідних даних й т.п. Інші переваги 

залежать від особливостей конкретних задач. З цього приводу кожна 
зазначити, що створення й розвиток різноманітних варіантів МЛР е 
актуальною задачей механіки деформованого твердого тіла незважаючі 

на Існуючі й добре відпрацьовані методи розрахунку конструкцій й 
окремих елементів.

Суттєвим вилученням науково-технічної літератури по МГЕ СМГІР) 

е недостатнє висвітлення задач розрахунку лінійних систем, які ма­
ють важливе практичне значення. В якісті примірників лінійних сис­
тем вибрані лінійно-пружні тонкостінні системи стержнів, пластин Я 

оболонок, ЯЙІ Іспитують дію статичних й динамичних навантажень, • 
температури, змікення форми (біфуркації), неконсервативних слідкую­

чих сил й т.п. Ця робота зменшує вказаний недолік.
Ціль роботи. Розробка й розвиток нового чисельно-аналітичного 

методу розрахунку різноманітних лінійних систем на базі одномірних 
Інтегральних рівнянь Вольтера й Фредгольма, а також виявлення й 

розробка можливостей чисельної реалізації МГІР для розв"язання но­
вих прикладних задач стержнів, пластин й оболонок.

Наукову новику роботи складають слідуючі положення.

1. Розроблени основи теорії, дано обгрунтовання й практичне зас­
тосування нової схеми зведення граничних Інтегральних рієнянь Фред- 
гольма 2-го роду в систему лінійних алгебраїчних рівнянь.

2. Виявлені позитивні Й негативні фактори, які вносять в розра­
хунки лінійних систем Інтегральні рівняння.

3. Побудовані системи фундаментальних ортонормированих функцій 

й вантажних членів Інтегральних рівнянь Вольтера для різноманітних 
задач. Нри цьому одержані нові рішення для:

- поперечних коливань прямолінійного стержня з урахуванням поез» 

довжньої сили;
- площинного деформування кругового стержня з урахуванням дєфор 

мацій згину й розтягу;

- поперечних коливань, й стійкості прямокутних пластин;

- статики, динаміки й стікості круглих пластин;
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- площинної задачі теорії пружності прямокутних пластин;
- статики пологових оболонок.

4. Розроблена ефективна метода розв"язання неконсврвативних за­
дач стійкості складних пружних систем стержнів й пластин.

5. Запропонована й реалізована нова схема розподілу перемінних 
діференційного рівняння згину круглих пластин.

6. Поставлені й розв"язанІ нові задачі статики, динаміки й стій­

кості круглих пластин й пластик з комбінованим контуром, який поєд­
нує прямокутні й круглі елементи.

7. Одержані нові дані про поведінку пружних систем при дії некон- 
сервативних й концентрації напружень від зосереджених сил.

8. Побудовані загальні рівняння деформування елементів пружних 
стержневих, пластінкових та оболонкових систем в статиці, динаміці 

й стійкості.
9. Виконано аналітичне Інтегрування рівнянь статики пологових 

оболонок при производящих умовах опірання.

10. Розвинена область застосування врриаційного методу Канторови- 
ча-Вдасова розрахунку площинних й просторових систем пластин й обо­
лонок, які мають складну геометрію та змішані крйові умови.

Достовірність результатів роботи забезпечується коректністю пос­
танови задач, використанням звісних методів Інтегрування діферен- 
ційних рівнянь, строгістю математичних перетворень, розробкою на­
дійних алгоритмів чисельної реалізації, постановкою чисельних екс- 
періментів, перевіркою сходкмості чисельних результатів, використа­
нням Індуктивних прийомів доказу окремих положень, порівнянням з 
відомими рішеннями аналогічних задач, розв"язанних Іншими методами.

Практична цінність роботи полягає в створенні ефективного мето­
ду розвізування задач статики, динаміки й стійкості лінійних сис­
тем стержнів, пластин й оболонок произволящеі топології.

Дисертація виконувалась в рамках держбвджетних та госпдоговірних 
тем кафедри динаміки, міцності машин й опіру матеріалів Одеського 
державного політехнічного університету. Окремі розділи дисертації 
використовувались при створенні методик розрахунку елементів кра­
нових конструкцій б Українському Інституті кранобудування (м.Оде- 
са) й Одеському науково-дослідному відділі сталевих канатів ОАО 
"Стальканат".

Результати дисертації можуть бути використані проектними, науко­
во-дослідними й науково-виробничними установами для створення е$ек-



тивних програм розрахунку, аналізу й проектування різноманітних лі­

нійних систем.
Апробація роботи. Результати роботи доповідались й обговорюва­

лись на слідуючих наукових семінарах й конференціях: Республиканс­

кий міжвузівський науково-методичний семінар з опіру матеріалів й 
будівельної механіки Київського політехнічного Інституту під керів­
ництвом академіка АК УРСР Г.С.ПІсаренко (Київ,1982,1939); Семінар 

кафедри математичного моделювання Московського автомеханічного Інс­
титуту під керівництвом чл.-кор. АН СРСР З.І.ГрІголюка (Москва, 

1983); 4 Республіканська нарада з проблем динаміки твердого тіла 

АН УРС? (Донецьз, I9S4); Тематична конференція "Проблеми чисельного 
моделювання й автоматизація проектування Інженерних конструкцій 
Ленінградського будинку вчених АН СРСР (Ленінград,1986); Всесоюзна 

шкояа-семінар "Системи аналітичних обчислювань на ЕОМ та їх засто­
сування в механиці" Інституте проблем механіки АН СРСР (Москва, 
1987); Республіканська науково-технічна конференція "Удосконалюван­

ня залізобетонних конструкцій, працюючих на складні види деформа­
цій, та їх впровадження з будівельну практику" (Полтава,IS89); Все­
союзний науковий семінар "Методи потенціалу й кінцевих елементів 

в автоматизованих, дослідженнях Інженерних конструкцій" Ленінградсь­
кого будинку вчених АН СРСР (Ленінград, 1990,1991); Бсесоюзна нау­
ково-методична конференція "Проблеми підготовки й перепідготовки 
фахівців в галузі створення виробів з композіційних матеріалів 
(Луганськ,1990); Семінар кафедри САПР Московського Інституту Інже­
нерів залізничного транспорту під керівництвом М.М.ШапошнІкова 

(Москва,1990)j Республіканська конференція "Динаміка твердого тіла 
й стійкість руху" АН УРСР (Донецьк,1990); Всесоюзна науково-техніч­

на конференція "Методи потенціалу й кінцевих елементів в автомати­
зованих дослідженнях Інженерних конструкцій (Київ, КІІЦА.І99І); 
Всесоюзна конференція "Актуальні проблеми прикладної математики" 

Союзу наукових й Інженерних спільнот СРСР (Саратов, СДУ.І99І); 
Науково-технічні конференції політехнічного університету й акаде­
мії холоду (Одеса,1989-95).

Публікації. По темі дисертації надруковано ZC праць, в тему числі 
З монографії (усі депоновані), .17 статей (3 депоновані;, 8 тез до —  

повідіз.
На захист винесено;

- розробку основ теорії, Обгрунтовання й практичне застосування 

нової схеми розв"язання крайових задай лінійно-пружних систем егерж-
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нів, пластин й оболонок произволящеі топології;

- нові рішення звичайних й в часткових похідних діференційних 
рівнянь лінійного деформування стержнів, пластин й оболонок;

- створення й апробацію ефективної методи розв”язання неконсер- 
вативних задач стійкості пружних систем стержнів й пластин;

- реалізацію нової схеми розподілення перемінних в задачах де­
формування круглих пластин;

- постанову й розв"язання нових задач статики, динаміки й стій­
кості круглих пластин й пластин з комбінованим контуром;
• - результати дослідження поведінки пружних систем при дії некон- 

сервативних сил й кінцентрацЦ напружень в сіигулярних точках тон­
ких пластин;

- загальні рівняння дефсцрь*ування елементів стержневих, пластів- 

них й оболонкових систем щ статиці, динаміці й стійкості;
- результати Інтегрування рівнянь статики пологових оболонок при

производящих умовах опїрання; .
- розвинення області застосування вариадійного методу Канторови- 

ча-Нласова розрахунку площинних й просторових систем плаотин Із 
змішаними крайовими умовами й складною геометріею в плані.

Структура й обсяг роботи. Дисертація складається Із вступу, 8 
розділів, розбитих на 3 поділа (стержні, пластини, оболонки), зак­

лючения, приложения й списка літератури, який вміщує 130 наймену­
вань. II обсяг становить 377 сторінок машинопісного тексту, 71 ма­
люнок, 21 таблиця.

ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ

В кінці 60-х, початку 70-х років XX сторіччя працями північно­
американських й європейських вчених був створен новий чисельний 

метод розв"язання діференційних рівнянь математичної фізики - ме­
тод граничних елементів. Цей метод вважається більш досконалим, 
ніж створені раніше методи кінцевих елементів й кінцевих різниць.

В теперішний час достатньо добре розвинен варіант МГЕ, заснован­
ий на чисельном розв"язаннІ Інтегральних рівнянь. Однак, форми пред­
ставлення Інтегральних рівнянь дозволяють розробляти різноманітті 

модіфікації МГЕ. Найбільш перспективним серед них е метод, який по­
єднує чисельний й аналітичний підходи. Виконати це поєднання доз­
воляє одномірний варіант методу граничних Інтегральних рівнянь. 
Особливості» метода даної роботи є застосування виключно одномірних 

Інтегральних рівнянь. Це дозволяє мати аналітичне рішення для унут-
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рішньої точки об"екту, а чисельну модель формувати тільки для гра­
ничних точок. При цьому схороняються усі переваги класичного варі­
анту МГЕ й додаються нові, пов"язанІ з аналітичним рішенням діферен 
ційних рівнянь.

Аналіз праць з МГЕ посвідчив, що Існуючи Інтегральні співвідно­
шення одномірних задач виявились невдачними. ЦІ співвідношення ма­
ють більш об"ємні рівняння, ніж аналогічні вирази МКЕ. Був зроблен 

висновок, що "...применение МГЕ к одномерным системам вообще не яв. 
ляется эффективным" (П.К.Бенердкї). Помилковість цього висновку 
полягає в тому, що Існує багато варіантів фундаментальних рішень 

діференційних рівнянь й висновки по якомусь варіанту не обов'язко­
во справедливі для Ікаих варіантів. З цієї причини в літературі з 
МГЕ недостатньо освітлені задачи одномірних систем.

В I поділу роботи розглядаються одномірний модуль й системи мо­
дулів з производящим вітвленням. Під модулем розуміється стержень 
й узагальнений стержень (пластина, оболонка), НДС котрих зеодиться 

до розв"язання звичайних й в часткових похідних діференційних рів­
нянь з постійними та перемінними коефіцієнтами. Цім вимогам відпо­
відають багато задач розрахунку пружних стержневих, пластинкових й 
оболонкових конструкцій. У стержня, як одномірного тіла, е тільки 
дві граничних точки CC-Q й X -  і  . Тому о дискретизації границь 
стержня казати ке варто й МГЕ одномірних систем логічно Іменувати 
МГІР.

Хіія розрахунку подібного роду лінійних систем запропонован одно* 

мірний варіант МГІР, який використовує нову схему перетворення гра­
ничних Інтегральних рівнянь в систему лінійних алгебраїчних рівнянь 
відносно початкових Й кінцевих параметрів НДС модулів. Суттевість 

запропонованого методу - в початковій дискретизації лінійної систе­
ми на першоцеглики (модулі). Потім виконується аналіз стану усіх 

модулів, вибір відповідних рівнянь й зворотний сінтез модулів в за-, 

дану систему. Така схема нагадує схему розв"язання задач по МКЕ, 
однак застосування Інтегральних рівнянь в багатьох випадках дозво­
ляє більш ефективно крокувати до наміченої цілі.

Будування співвідношень одномірного варіанту МГІР починається з 
розгляду відповідних звичайних діференційних рівнянь й початкових 
умов в символьній формі (задача Коші з невизначеними початковими 

умовами). Рішення задачі Коші можна представити в матричної формі

Y  ( * ї » А г * ) Х  (о) +  В(0С>, (І)
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Де Y  - вектор НДС модуля в поточній точці; А. •» квадратна мат­
риця фундаментальних ортонормірованих функцій діферекційного рівнян- 
не. Вид фундаментальних функцій залежить від коренів характеристич­
ного рівняння 2 унутріииий зміст матриці Д становить набір функ­
цій від поліномів до гиперболотригонометричних функцій, тобто порів­
няно простих, достатньо гладких функцій, які можна багато разів ді- 
ференціюзати та Інтегрувати. X  ~ вектор початкових параметрів;

- вектор навантаження, який записується в Інтегральний формі
елементами типу

Тут Ьг[0С )̂

( 2. )

функція Гріна чи II похідна по СС . Дл.я одномір­
них Інтегральних рівнянь функція Гріна е вырождении ядром, залеж­
ним.від різниці аргументів, й яко не має сингулярних особливостей. 
Вираз (2) Інтегрується без якихось труднощів. Запис (2) також вима­

гає, цоб навантаження було задано на£о, І ]  • Включення зо­
середжених й кусочно-неперервних навантажень до [о ) gj виконується 
одиничною функцією ХевІсайда, дельта-функцІею ДІрака та II похідни­
ми.

Для системи одномірних модулів з производящею топологією можна 
скласти шляхом матричного додавання рівняння, яке об"еднуе рівнян­
ня типу (I). При цьому вектори Y,X,B будуть мати параметри 
НДС усіх модулів, а матриця А квааідіагоналізуеться таким чином

А =

At . ...
1

ч
А і

Ч
/ц

(3)

де А  і  - матриця фундаментальних ортонорміруваних функцій 1-го 
модуля; 17] - число модулів в системі. Будемо мати матриц» стріч­
кового типу, у якій стрічка має суттєву розріженість іцілком нєнудьо- 
вими будуть елементи тільки головної діагоналі) в порівнянні з мат­
рицею жорсткості МКЕ.

При граничному значенні перемінних кожного модуля ^  Інтег­
ральне рівняння Вольтера 2-го роду (I) став граничним Інтегральним
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рівнянням Фреді'ольма 2-го роду, для якого можна зробити ланцюжок 

перетворень (виключення вектору кінцевих граничних параметрів f ( t )

Y Ш=АНЯС(‘) +В W -»AIDX (о) -  Y f  г) = -  ВЮ ->
(4)

А(«)Х,- СХ» =-в(А-» [AW-C]Xv=-BfO-» '
^  4-Х * =  .

В цієї схемі перетворень кінцеві граничим параметри вектору Y  

переносяться на вектор початкових параметрів X  й матриця Y  
виключається з розглядання. Утворюється система лінійних алгебраїч­
них рівнянь відносно початкових й кінцевих параметрів НДС модулів 

конструкції. Матриця Д відрізняється від матриці Д тільки набі- 
ром ненульових компенсуючих елементів, які забезпечують переніс па­

раметрів з. Y  Д° X  * Для наочності схеми перетворень (4) ком­
пенсуючі елементи зведені е окрему матрицю С , яка названа топо­

логічною. її елементи відображають співвідношення статичних, кіне­
матичних й жореткових параметрів, кути нахилу модулів, зв"язок фі­
зично однакових й різних величин й т.ін. Слід відзначити, що запро­

понований метод не має аналогів в науково-технічної літературі. Том 
Еведена низка термінів й означень, які дозволяють подати теорію 
МГІР в завершеному стані.

Процес перекосу кінцевих параметрів заснован на двох операціях:
І. ббнулення стовпціе матриці А » пов"язаних з нульовими почат­
ковими параметрами вектору ^  ,2. Введення в обнулену в окремих
стовпцях матрицю Дс компенсуючих елементів. Коли їх звести в то- 
пологичну матрицю, то

т

Вектори лінійної системи X  й у  ПРИ граничному значенні пере­
мінних ОС •= t[_ будуть мати 3 групи граничних параметрів. Перша гру­
па - нульові гранични параметри, що визначається умовами опірання. 

Друга група - залежні параметри, зв"язок між котрими визначається 
рівняннями рівноваги й сумісности переміщень вузлів системи. Третя 
група граничних параметрів ніяк не зв"язанІ проміж собой. ЦІ пара­

метри умовно можуть бути названі незалежними. Наявно, що перекіс 

■параметрів з Y  Д° X  повинен компенсуватись ненульовими еле*
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ментами матриці С . Незалежні параметри вектору Y  повинні бу­
ти перенесені на місця нульових параметрів вектору X  • а залеж­
ні параметри переносяться згідно з рівняннями їх зв"язку. Правило 
для визначення величин й положення компенсуючих елементів склада­
ють 3 випадка.

І. При перенесенні незалежного параметра вектора Y  Д° векто­
ра X  » компенсуючий елемент буде рівен коефіцієнту при параметрі
з своїм знаком за схемою

і  J '  к  І
і Г [Т?ЩЛ tifQ'Xi
І  м t f / 1  Х м
к -  Cl і  t Х<і

Ц H ~ i ill X u

У : і = о

Х н і
а У к і

(б)

таким чином, компенсуючий елемент матриці С повинен з"явиться 

на місці (К, L ), де К - номер рлдка матриці Y  . Де знаходив­
ся параметр, і  - номер рядка матриці X  » КУД11 переноситься 
параметр. Іншими словами, перший Індекс положення компенсуючого 
елемента означає стару адресу, а другий Індекс - нову,адресу пере­
носимого параметра.

2. Перенос залежних параметрів приводить до повторення опера­
цій первого випадку с той тільки різницею, цо в матриці X  нє 
заявляються нові елементи, а в матриці А ̂  відповідні рядки бу­
дуть мати кілька компенсуючих елементів

1 *  к  г  4 1 ' —- ......
і ___ ___ X i j j l  -*pr Уіі(і)= ft Xjifth bXj/ty
i ~  Z _ ____ s  y ^ o  _____________

(o) *  /  Ykj(Q-~ СXkiM+dXhW

q l" 1 I 1|Xg/ГІгї r  [Vft^gQ
/ . і  К / - , г ___-

і  - а Ь _______ Xi/frj

І   _________—  _  D

* _ _  С. -«/ J « i ( ° ±
і  Т І  і____ Щ о

-а ,-

<7 >
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З, Коли переносяться параметри в межах вектора X  коуленсувчі 

елементі' отримують зсув ВІДПОВІДНО схеми

і Г Гс & ' т Б
> ЛХі}щ хь
* 1 і u йХ., J 
tU ^ j }  L ^ i .

І  і  к г

і ~*t і <% tj,
k j l ________^ I  j______

^ ____i'll Уя'.

(8)

зсуваються на місце стовпця,В цьому випадку елементи матриці Д 

номер якого рівєн номеру рядка нового положення перенесеного пара­
метру. Компенсуючі елементи будуть рівни помноженню коефіцієнта 
при переносимому параметрі на елементи матриці Д . В такому разі 
різко збільшується число компенсуючих елементів. Тому необхідно, 
при можливості, уникать переносів параметрів в межах матриці • 
Досягається це формуванням орієнтовного графа лінійної системи так, 
щоб в вузлах не збігались 2 й більше початкових точок модулів. Для 
систем з великим числом модулів зробити такий граф вельми складно, 
тому оптимальним буде такий граф, при котрому в кожному вузлі бу­
дуть збігаться мінімальне число початкових точок.

Визначив з аналізу матриць Y > X  Ус* компенсуючі елементи матг 
риці А * . можна звести Інтегральне рівняння типу (I) згідно з 
схемою (4) до системи алгебраїчних рівнянь Л.Х.--В . Тут мат­
риця коефіцієнтів А * буде матрицею вельми розріженою й загально­
го типу, вектор буде мати початкові й кінцеві параметри НДС 
усіх модулів системи, вектор навантаження 3  схеми (4) не змі­
нюється. Розв"язання розглядаемої системи рівнянь може бути здійс­
нено за допомогою метода виключення Гауса. Особливість матриці Д * 
полягає в тому, ЩО після обнулеяня стовпців в неї з"являютЬся ну­
льові ведучі елементи. Тоііу перед застосуванням методу Гауса пот­

рібно змінити порядок рядків матриць Л * й в , який виключає 
нульові ведучі елементи.

Найбільш складною операцією в алгоритмі МГІР е формування матри­

ці коефіцієнтів А„.» яке має слідуючі етапи:
1 крок. Формується квазідіагональна матриця (3). Нульова матри­

ця Д заповнюється блоками Д • граничних значень ортонормірува­
них фундаментальних функцій, що виконується операторами циклу.

2 крок. Дорівнюються нулю стовпці матриці , номери котрих 

рівни номерам нульових рядків вектору X  •
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а ярок. Визначаються компенсуючі елементи топологічної матриці С.
4 крок. Матриця Д ̂  е результат додавання матриці С до обнуле- 

ноі в окремих стовпцях матриці А 0 згідно з виразом (5).
Матриця навантаження & утримує елементи з вкладеними силови­

ми просторами на основі теорії узагальнених функцій й сплайнов. На­
вантаження на кожний модуль задається* а функція Гріна завжди може 
бути визначена. Тому в матриці &  після Інтегрування зостаються 
члени з узагальненими функціями й сплайнами. Одинична функція ХевІ- 
сайда й сплайни легко програмуються на ЕОМ, а дельта-функція Діра- 
ка та II похідні повинні представлятись нулями. Вектор навантажен­

ня &  в алгоритмі МГІР не вимагає зведення вантаження до еквіва­
лентної вузлової, як це робиться в МНЕ, так що спростовується про­
міжна операція.

Розв"язанням системи лінійних алгебраїчних рівнянь визначаються 
необхідні початкові параметри, а вектор стану в унутріганіх точках 
кожного модуля системи визначається обчисленням по рівнянню Вольте­
ра (І). Таким чином, алгоритм одномірного варіанту МГІР заснован 
на операціях перетворення Інтегральних рівнянь Вольтера й Фредголь- 
ма 2-го рсду, які суттєво відрізняються від відповідних операцій 
теорії МГЕ. При цьому розглянуто 2 теореми. Перша теорема стверд­
жує, що граничні умови кожної пружної системи завжди забезпечують 
виконання схеми перетворювань (4) (Ox^ L Y  , тобто число нульових 
параметрів вектору X  завжди більше або рівно числу незалежних 
параметрів вектору у ). Згідно з другою теорема#'завжди Існує 
варіант перестанови рдцків матриці , який виключає кульові ве­
дучі елементи. Цє дозволило теоретично обгрунтовати можливість ви­
конання алгоритму МГІР для одномірного випадна.

Для прямолінійного стержня складено рівняння МПР загального вя- 

падка деформування. Воно представлено на стор.І2, ДеАи+с )Акг,Ар,  
G ^ G k , ,  G y  “ матриці фундаментальних функцій й функцій Гріна 
згину, зсуву, кручення Я розтягу, форми запису котрих представлені 

в роботах [4-7,9,11,12] • Показано використання рівняння (9) для 
розв'язання різноманітних задач статики лінійних систем з прямоліній­
них стержнів. Розглянута задача площинного деформування кругового 
стержня з урахуванням деформацій згину й розтяту» Рівняння рівнова­
ги цього випадку вводяться до сумісної системи двух рівнянь ВІДНОС­
НО переміщень
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де V(ol), W (<A) - поперечне 9 повздовжнє переміщення вісі кругового 
стержня; Є І, £  А - згинка й повздовжня жорсткості; R  - радіус 

стержня; ̂ (̂ЗС),і̂,ж(оі.) “ поперечне'й повздовжнє навантаження; о£ - 
кутова координата. Система рівнянь (10) з початковими параметрами 

розв'язувалась за допомогою Інтегрального перетворення Лапласа. Від­
повідне рішення в матричної формі показано на стор.ІЗ, де фундамен­
тальні ортонормирувані функції й вантажні члени представлені е ро­

боті [10]. На ряді прикладів показано застосування рієняння (II).
В аналогичноІ формі представлено рішення рівняння згину прямоліній­
ного стержня на пружній одношаровій основі з двома коефіцієнтами 
ліж&нки. Дан приклад розрахунку замкнутого контура на прукній ос­

нові.
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EXtyfU) __ г̂г|~Агз|~Лз__ \̂ 2С BI^P(o) ^ Bs<
^  ̂ _______ і___A ^ j ̂ ( 2 ___ М з б ___M.(?.L._ А  ~6з<
Q  W  __ і_____ . 4н Q/o; Q ~ Bqj (II)

F/j  ̂/'■ij ЛУІ А .̂-ЛгА̂  £ A U (о) -  Bsj ■

Ш) ! j hAftj іЛл Mo) -  8<н
Розв"язання різноманітних задач статики площинних й просторових 

стержневих систем дозволили сформулювати слідуючі висновки по за­
стосуванню рівнянь й алгоритму МГІР:

1. Розрахунок НДС системи виконується тільки в рамках локальних 
систем координат кожного модуля. Цей висновок можна вважати пози­
тивним, тому що е вибір производящего порядку формування головної 
матриці МГІР - вектора початкових параме'трів X  й виключаються 
операції переходу від локальних систем координат до глобальної Й 
навпаки.

2. Не потрібно проведення статичного Й кінематичного аналізів 
системи на прикмет вибіру основних систем, тобто розрахункова схе­
ма конструкції в МГІР не підлягає зміненням й тим самим підвиваєть­
ся достовІрнГсть результатів розрахунку.

3. Стержнева система дискретизуеться в вузлах на окремі модулі.
Як правило, вузловими точками є точки розриву статичних й кінема­
тичних параметрів стержнів. '

Мережі дискретизації розрахункових схем МГІР й МКЕ однакові, ко­
ли переміщення стержнів описуються поліномами. Якщо переміщення опи­
суються гиперболотригонометричними функціями, то мережа МКЕ має 
більше модулів, ніж мережа МГІР при однаковій точності результатів.

Матриця А* МГІР для випадка просторового деформування стержня 
має розмір 12x12 елементів й включає тільки 26 ненульових елементів. 
Матриця жорсткості МКЕ має теж самий розмір, однак включає 40 нє- 
нульових елементів (О.М.МасленІков, В.А.Посїнов й Ін.).

4. МГІР має більший розмір системи рівнянь ніж методи сил й пе­
реміщень, однак логика алгоритму суттєво простіша. При формуванні 
системи рівнянь МГІР не застосовуються операції транспонування, 
множення, обернення матриць, зведення заданого навантаження до вуз­
лового навантаження. Матриці МГІР формуються иа базі одного Інтдг-
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рального рівняння - рішення задачі Коші, в котрому ціклично зміню­
ються геометричні параметри й навантаження модулів. Можна заклвчи­
ти, що метод має максимум аріфметичних операція й мінімум логичних 
операцій, тобто включає усі ознаки машиних методів розрахунку (М.М. 

Шапошніков).
5. МГІР складається з рішення задачі Коші в матричної формі та 

крайовій задачі для лінійної системи. Крайова задача зводиться до 
розв"язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь відносно початко­
вих й кінцевих параметрів усіх модулів. Для розв"язання системи 
рівнянь 21ГІР може бути застосован метод виключення Гауса без вибіру 

ведучих елементів чи з ограничении вибіром ведучих елементів.
6. МГІР приводе к утворенню добре обумовлених (як правило, міра 

ОбууовленностІ рівна чи близька до І) й дуже розріжеиих матриць хо- 

ефіиіентів A# ■ загального виду, не симетричних й не позитивно виз» 
начених. Матриця Д мав блочну структуру, котра потім порушується 
після операції (5) Й перестанови рядків в Д# . Використання мето­
ду Гауса без виїїра ведучих елементів не приводить до значного на­
копления помилок операцій виключення. Наявність жорсткових парамет­

рів ЄА,£1г&Ік,&А А т.І. в матриці X *  натуральним чином масш- 
табуе матрицю Д ̂  , коли числа поволі зменшуються при віддаленні 
від головної діагоналі.

Визначник матриці Д ̂  в безрозмірних координатах рівен I.
7. МГІР має значні резерви економії часу роботи й пам”яти ЕОМ. 

Прямий й частку оборотнього кроків методу Гауса можна виконувати 
тільки кед ненудьмимм елементами матриці Д( ,

0, МГІР дозволяв виточувати розрахунок пружних систем при змі- 
ненні координат навантаження, при комбінованих видах деформування 

модулів, при прямій та косой симетрії розрахункової схеми, при дії 
температури, помилкових розмірах й Інших факторах. Топологична мат­
риця С  відображав геометричні особливості лінійної системи. На­

бір II ненульовкх елементів залежить від орієнтовного графа розра­
хунку й Інваріанте» по відношенню до веду розрахунку (статичному, 
динамічноцу, бІфуркацІЯному).

9. Алгоритм МГІР дозволяє без проміжних операцій переходити від 

крайовій задачі визначення початкових параметрів до обчислення НДС 
в унутрішних точках модулів. Міх МГІР' ft МНЕ Існує 'зв’язок. Матриця 

жорсткості КЕ 'може бути визначена з рівнянь МПР (9) при одиничних 
кінематичних дій на модуль.

Далі розглянуті задачі динаміки й стійкості пружних систем. Від-
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мічено, цо проблема власних значень пружних систем продовжує зали­
ваться актуальною задаче» теорії розрахунку. Так, методи сил й пе­
реміщень дозволяють визначати точні спектри частот власних коли­

вань й критичних сил , однак трансцендентні рівняння власних зна­
чень цих методів мать точки розриву 2-го роду. Можливі також поя­
ви фіктивних й пропуск дійсних частот внаслідок зміни заданої роз­
рахункової схеми на основну систему* В МКЕ власні значення визна­
чається з вікового рівняння (О.М.МасленІков), де спектри по-перше 
обмежені, по-друге неточні внаслідок зміни системи з нескінченими 
числами ступенів свободи на систему з кінцевими числами ступенів 
свободи;

В роботі визначен вид трансцендентного рівняння МПР для пошуку 

спектрів власних значень пружних систем. Це рівняння слідкує з сис­

теми алгебраїчних рівнянь (4) при 8 = 0  я Х , * 0

|а*| =о. >>
-,Ч - .. '

Визначник (12) має лише систему граничите значень фундаментальних 

ортоноріїируваних функцій* що дозволяє суттєво спростити пошук влас­
них значень. Інтервал кореня рівняння (12) фіксується при зміненні 
знаку визначника чи при порушенні монотонності його змінення. Піс­
ля визначення коренів рівняння. (12) - власних значень пружної сис­
теми, можна знайти форми Й відносні амплітуди власних коливань. 
Багаточисельні приклади розв'язання задач динаміки й стійкості 

стержневих систем, наведених в роботі» дозволили уявити властивос­
ті й можливості алгоритму МГІР. Коротко вони зводяться до таких 
висновків: . -Л-

1. МПР відноситься до точних методів визначення спектрів влас­
них значень пружних систем.

2. Розрахункові схем* конструкції не змінюються й Подаються як 

заданий набір модулів з нескінченим числом ступенів овободи й роз­
поділеними масами. Зосереджені маси й сили Інерції рухомих модулів 
враховуються еквівалентним збільшення* розподілених мас. Виключа­

ється можливість появи фіктивних й пропуск дійсних власних значень,
3. Визначення спектру власних значень л ін ій н и х систем зводиться 

до обчислення коренів визначника матриці А *, що найпростіше вико­
нати шляхом послідовного перебіру в поєднанні з прямим кроком мето­
ду Гауса. Визначник матриці (12) не має. точок розриву 2-го ро­

ду й формується без операцій транспонування, множення й обернання

ш

4t



матриць. Розрахунок вимуеоьяд коливань зводиться до розв'язання од­
ного матричного рівняння (4). Повністю враховуються пряма та коса 
симетрія системи, Можливе врахування зсуву, Інерції обертання, пруж- 
ньої основи й Інши фактори.

Аналіз цих висновків дозволяє закдючити, що МГІР суттєво розши­
рює можливості динамічного й біфуркаційного розрахунків в порівнян­
ні з Іншими методами.

Для стержня 3 перемінною геометріею побудовані рекурентні вирази 
при ступінному моделюванні розподілених параметрів. Так, кінцеві 

параметри вектору Y  ( і ) визначаються з рівняння
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т - число ступенів. Рівняння (ІЗ) по виду не відрізняється від 
(І) й-дозволяє розглядати системи з модулями, яки мають розподілені 
по любому закону параметри. Доводиться відповідний приклад, допов­
нений системним підходом до формування розв"язувальноІ системи рів­
нянь. Системний підход звільняє алгоритм МГІР від ручного складан­
ня рівнянь рівноваги й сумісності переміщень вузлов системи й може 
служити першим кроком до повної автоматизації розрахунку.

Виявлені переваги МГІР при розв"язаннІ задач динаміки дозволили 
з нових позицій розглянути неконсервативні задачі стійкості пружних 
систем. Аналіз робіт в цієї галузі показав, що за час розвитку цьо­
го напряму не створена задовільна метода розрахунку складних пруж­
них систем. Відмічено, що алгоритм МГІР Ідеально підходить для роз­
в'язання подібного типу задач з любою структурой пружної системи. 
Моделлю об"екту може бути производящий набір модулів з нескінченним 
числом ступені» свободи, можуть враховуватись зсув, Інерція обер­
тання, произволящі закони змінення маси, жорсткості, стискаючих сил 
В Ітаи фактори. Все пе враховуваеться фундаментальними функціями 
динамічної матриці А * . Встановлено, що консервативні й иеконсер-

Y[e)=4 (<)Хґ°)+В?«), (ІЗ)

де патриці мають вид ^  m

А -  А т-А„_;... А , -  П А ^ ;аГ.2 A" ft,;
п t i (14)

АГ-ПА-,
*=і
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вативні сили мають свій строго визначений набір компенсуючих топо­
логічних елементів матриці С . Враховуючи, іцо трансцендентне час­

тотне рівняння (12) не має точок розриву 2-го роду й дозволяє отри­
мувати точний спектр частот власних коливань, алгоритмом МГІР мо­
жуть ефективно розв'язуватись різноманітні задачі неконсервативної 
стійкості пружних систем. Розглянуто низку прикладів. В частковос- 

. ті, визначені дві слідуючи неконсервативні критичні сили задачі 

М.Бекка ( F£ =20,05 £і/^2; F2 =І27,8ІІ£І/*>2 ; F3 »ЗГ7,9І£7/Лі 
/ розв"язанІ задачі стійкості систем, яки мають більше одного модуля, 

Зивчено поведінку різноманітних систем при пропорційному збільшен­
ні консервативних й неконсервативних стискаючих сил. Складність 
цих задач Ілюструється поведінкою частот власних коливань свобод- 
ноі рами по мал.І, де в вузлі I прикладена слідкуюча за кутом по­

вороту стискуюча сила F  (задача М.Бекка), а в вузлі 2 - сила з.- 
фіксованою лінією дії (задача В.И.Реута). Ка мал.І,а показано змі- 
нєння частот при дії тільки.слідкуючій сили в вузлі І. Аналіз ре­

зультатів розв"язачня цієї й Інших задач дозволив зробити такі вис­
новки:

1. Запропонований алгоритм МГІР в найбільшої мІрГ пристосован 
для роав”язання неконсервативних задач стійкості лінійних систем 
любої структури в порівнянні з Існуючими методами.

2. Врахування.неконсервативних сил забезпечується топологічною 

матрицею, де кожний варіант поведінки стискаючих сил має-свій на­
бір ненульових компенсуючих елементів.

3. Для лінійних систем, навантажених неконсервативними силами, 

Існує спектр критичних сил й криволінійних форм рівноваги, як й 
при дії консервативних навантажень. Спетр ейлерових й неконсерва­
тивних критичних сил накладуються один на одного. В зв"язку з цим 
дія неконсервативних сил може суттєво знизити перлу критичну силу.

4. Флатер пружної системи можна припинити не тільки накладанням 
додаткових зв"язкІв, але й переводом системи в суміжну форму рів­
новаги.

5. Пружні системи володіють змогою раптового переходу до флате­
ру. Така можливість виникає при деяких величинах неконсервативних 

навантажень, коли початкові форми рівноваги системи, перестають Іс­
нувати.

6. При однакових по величині консервативних й неконсервативних
силах мае 'місце тільки єйлеров тип загуб.

•  Дані результати надруковані в роботах
ення СТІЙКОСТІ,

Р7̂ - ___ ї ї  -V '\



ІЗ

' • ’ ' k U i  1
Другий подія посвячуй задачам статики, динаміки it стійкості тон­

ких пружних пластин* Відмічено, що -алгоритмом НПР завади можна роз­

рахувати систему, яка складається з одномірних модулі». Якщо НДС
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модулів описується діфаренційними рівняннями в часткових ПОХІДНИХ, 
то для здійснення алгоритму МГІР треба виконати додаткові перетво­
рення. Такі перетворення виконує вариаційний метод Канторовича-Еіа~ 
сова. В зв"язку з цим вельми перспективно» е проблема об"єднання 
одномірного варіанту МГІР й вариаційного методу Канторовича-Вдасо- 
ва. Зрозуміло, що від цього поєднання можливості МГІР й метода Кан- 

торовича-Виасова суттєво збільшаться. Розв'язанню цієї проблеми я 
посаячеи матеріал даного поділу. Ка прикладі згину прямокутної пла­
стини дана всебічна оцінка точності вариаційного методу Канторови- 

ча-Етасова, відмічена його ефективність Я висока точність результа­
ті».

Одномірна модель згину прямокутної пластини представляється зви- 
чзймаг дХференцІйнш рівнянням 4-го порядку

v$_2иЦ}+іпл,)-А(£:, (15)

де і і
І -2= - В / Л ;  Л * . С /Л ;

t 1 2 , „ ?• II . ■ l > s  (K)

A *  і  X (x )d oc  і B> -  j X  ( x ; X (x)dx ■, С = J X(aO X(oc) d o c ,
о о 0

Wfy) - Іскома функція розподілення згинів пластини в напрямі

вїсі оу ; У. (О С .)  - задана функція розподілення згинів в напряму 
вісі О ОС » Роль кінематичних й статичних параметрів виконують уза­

гальнені параметри

Щ у - . в ф У ц у .  Ш а ) = - ы [ Ц , ~ р г Щ ) ] )

Рішення задачі Коші для рівняння (15) з початковими умовами з (17) 

отримав В.3.Власов
  ^ — an jm .-----  .— —  —---  "— ^ — ------   

(17)

* Т > Ш )  b W o )  А і ч ( Н )

bQ(j) = ^lUsz'rA^Aji Ъ0(о) r Aa(y-t)

M l # )  - A m  - 4 з 2 !  А 2 Г .  А 1 2  M ( o )  0

[  Q « ) .

(18)
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(20)

. .. і  з рівняння (18) можна знайти усі узагальнені початкові 
параметри, а розв"язання рівняння Жермен-Лагранжа для пластини бу­
де пов"язано з визначенням функції згину

^ ( х ^ )  = W V y j X w , (19)

де функція X  (х .) задана, а Дикція W/^jno (18) мае вид

Ъ Щ )  -  А  л  2) 'W (o ) + - А ^  M(o)-Â Gfo) +

+ i v H W ds?-
Рішення в формі (18) володіє значною ступеню узагальненості. Порів­
няно просто, шляхом ускладнення коефіцієнтів фундаментальних орто- 
нормируваних функцій, враховуються ортотропність матеріалу, ребра 
жорсткості, пружня основа, початкове деформування, температура й 
Iran фактори. Розглянуто приклад згину прямокутної пластини Із змі­
таними граничними умовами в одному напрямі. Показано, що метод 
Канторовича-Нласова дозволяє дискретизацію самотнього модуля на 
підмодулі. Відмічено, що задачі подібного типу не розв'язуються 
методой В.З.Власова, а МГІР розв"язуються значно простіше, ніж Ін­
шими методами. До розвитку цього підходу запропонована Ідея о мож­
ливості аналітичного розв"язання задач деформування тонких пластин, 
які складені Із прямокутних й круглих модулів. При реалізації цієї 
Ідеї може бути суттєво розширена область застосування вариаційно- 
го методу Канторовича-Власова (пластини з неправильною, кососимет- 
ричною, багатозв"язаною й т.І. областями). Враховуючі, що прямо-, 
кутні й круглі модулі можуть стиковатись тільки по радіальним лі­

ніям, запропонована нова схема розділення перемінних діференцій- 
ного рівняння згину круглої пластини

(21)

Де X  (р) - ладана функція розподілення згинів в радіальному напря­

мі; Wf'f) - Іскома функція розподілення згинів по кутовій ко­
ординаті. Застосування схеми (21) й процедури методу Канторовича- 
ЕИасовч приводять рівняння згину круглих пластин до звичайного 
ПІфсренцІйиого рівняння 4-го порядку з постійними коефіцієнтами
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вида

W w )  +  2 t z W (! ? ) +  /  W(4>) = і ~ - , (22)

Де

Г* = В»/Л; 5*=С/Д і 

А = [X * f)dj>; В = j j  f>2X(f , - f x'fp,+2Xfp,]X(f)df  і
(23)

Ct,~ унутрішній; Ь - зовнішній радіуси пластини. Узагальнені ' 
кінематични й статични параметри рівняння (22) записуються так

W M  ■ = w (<Р); М(ц>) = -3)4 м fWrcpj + rM2 Wwj]; 
Q(4>)=-0)Aq[W,сф) -н ̂  W ГФ)],

(24)

де

(25)

 ̂ г^Хff»«*r. Ли^ £ r r f*X"V  + (?Xffj ]X ^ jd p .
Г(м = Вм/Ам ї Д<з=̂рХ2(р)с{|); Î 2= B q / A q J 

ь ^

V  J,fc'fO f3̂  (f)- (i~2p)fX(f)+2(i-f<)f>X(i>)]X(f)c{j>.
Рішення рівняння (22) з початковими умовами Із (24) представлено в 

матричної формі

W t o )  % і  A& -A,z-AJH p  W(o) Ац (у -У ) 
__ A2{ А ^Х ^гх^А ^  DQ(o) Д  4 ^ ^ ^ - jfj

M M  M (o) ©

Q '№ ) ~Аці ~Al,2 Q (o ) “A j / i / f t f - f )
*»-.--1--  •" tea--- --.... - tJi»—  -------------------------ш я------  ---------*'«•

Щ
(26)
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Фундаментальні ортонормирувані функції й вантажні члени представ­
лені в роботі £24]. Форма рішення (26) е найбільш загальною формою 

між відомими рішеннями. Так, при - Аи - Д ;г£|ЦГ- } І"2. Із
(26) слідкують відомі рішення В.3.Класова для прямокутних пластин 
(18). При вісісиметричному навантаженні Із (26) слідкують рішення, 
як частковий випадок,' вісісиметричні задачі згину круглих пластин* 
Також, як й рішення (18), виразами (26) відносно просто можуть бу­
ти враховані різноманітни додаткові фактори розрахункової схеми.

Як приклад розглянуто вісісиметричні задачі згину круглих пластин 
з центральною жорстко заїцімяеною точкою. Подібні конструкції зу­
стрічаються в механізмах розподілення газу, де пластина виконує 
роль клапанів, й в спорудах. До таких задач зводяться й межові ви* 
падки кільцевих пластин, коли радіус унутрішнього кільця прагне, 
до нуля. Ценїарльна точка таких пластин е сингулярно» й з цієї 
причини відповідні рішення згину відсутні. Математичний апарат 
МГІР й рішення (26) дозволяют відносно просто переборити подібні 
труднощі. В роботі [24] представлені результати розв'язання вісі- 
симетричних задач згину круглих пластин й задачі згину пластини 
з неправильною "Г"-виразнов областю (мал.2,б). Порівняння з ре-

Мал. 2

зультатамк Інших методів підтвердили достовірність результатів 

МГІР. Комбінуй орієнтовні графи по мал.2, можна розв"язувати по 
алгоритму МГІР задачі згику пластин Із складними геометричними й 
крайовими умовами суттєво простіше, ніж Іншими методами.

В.З.Власов побудував рішення бIгармоничного рівняння згину 
прямокутних пластин тільки для задач статики, однак відмітив, що 
наряодійний метод може бути застосован в задачах динаміки й стій­

кості. З літературі відсутні дослідження по застосуванню методу 
НянтороричА-Власоеа в задачах динаміки Я стікості пружних пластин.
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З зв"язку з цим в роботі розглянуті відповідні діференційни рівня­

ння поперечних коливань прямокутних й круглих пластин з врахуван­

ням стискаючих зусиль в середній площині. Показано, що в подібних 
задачах збільшується число вариантів фундаментальних функція. По 

формі запису вони відповідають рівнянню (26) й наведені в роботах 
(23,26j . Методом Канторовича-Власова рівняння динаміки й стійкос­
ті зводяться до звичайних діференційних рівнянь типу (22), де кое­

фіцієнти приймають більш складний вид
прямокутні пластини

U b + i  Ну(X)Х2(х )d x /2D; С = С + S [ - ^ (іto2X (х)/Ь  +  (27)

+  Nx  (у) Х'(х)Х(х)  / і> ]  сіос ,
круглі пластини < , ,

6 =  6  + s‘ ff)f2 X ^ fJdj>/ 2 D ; C =  C +  SK('f)f'X(f)X(f)+ (2a)

+ Ф fV c fj Xp--  і  Ь w2f" x\) ]  d f / в ,
де С - коефіцієнти задач статики. Одномірними моделями дина­

міки й стійкості тонких пластин мажуть бути враховані різні зако­
ни зміненнл стискаючих зусиль в середній площині. Наведені рішен­

ня різних тестових задач по алгоритму МГІР. Встановлено, що

1. Вариаційний метод Канторовича-Власова дозволяє практично 
точно розв"язуваі*и задачі на власні значення прямокутних й круг­

лих пластин.
2. Основна частка погрішності методу Канторовича-Власова зв'я­

зана з неточним описанням зовнішного навантаження при застосуван­

ні одного члена ряда, а вплив на погрішність побічних коефіцієн­

тів лінійної системи діференційних рівнянь В.З.Власова вельми ма­

ло. . . .

3. Метод Канторовича-Власова дозволяє виключити з практичного 

застосування функції Веселя при розв"язаннІ задач статики й на 
власні значення круглих пластин.

Другий висновок слідкує з першого, оскільки в задачах на власні 

значення не враховуються як раз побічні коефіцієнтиі Крім тесто­

вих задач можливості МГІР проілюстровані розв'язанням неконсерва- . 

тивної задачі квадратної пластини, задачі стійкості квадратної 
пластини, частково навантаженої по контуру, вісісиметричних задач 

динаміки >” стійкості круглих шіастин з жорстко защїмленою цент-
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ральною точкою, задачі динаміки й стійкості "Гп-виразноІ пластини 

(мал.2,б). Порівняння з результатами Інших методів підтвердили 
достовірність результатів МГІР.

Завериуе роботу III поділ - оболонки й системи. В цієї частині 
розглянуті циліндричні складові оболонки, плитно-ьалочні системи 
й пологові оболонки. Відмічено, що методи розрахунку циліндричних 

складових систем В.З.Власова, А,В.Александрова, В.Г.Чудновського,

І.Е.МІлейковського й Інш. потребують залучення матричних операцій 
для формування розв"язуваючоІ системи лінійних рівнянь, мають об­
меження на торцеві умови опірання елементів (крайові умови повинні 

бути однакові для усіх елементів), складні для реалізації на ЕОМ 
й Ін. недоліки. Від подібних недоліків вільний алгоритм МГІР. Од­
нак, в літературі відсутнє рівняння типу (18) для площинної зада­
чі теорії пружності прямокутних пластин. З цього приводу в роботі 
розглянуто бігармоничне рівняння площинної задачі

(29)

з набіром кінематичних й статичних параметрів

ЧхГ А = 3 ^ 2  - f <^ЭС  > Д ^  \

ъ  = $  //- %г Ч> •> ЭЦ, г  З У  1Л ЭЦ 3 *  (30)
ЭэсЭ^' лі Зос ' f  ду дос '

® О С ~  .

До рівняння (29) й виразам (ЗО) застосовани метод розділення пере­
мінних 5урье й вариаційний метод Канторовича-Власова. Показано, 

що одномірна модель площинної задачі принципово не відрізняється 
від одномірної моделі згину прямокутної пластини (І5)-(І7). Від­
повідно не будуть відрізняться й фундаментальні функції, но змі­
няться місцями статичні й кінематичні параметри площинної задачі’. 
Відповідно з принципом незалежності дії сил можна об"еднати Інтег­
ральні рівняння згину й площинної задачі в єдине рівняння. В цьо­
му випадку отримаємо рівняння загального випадку деформування еле­
мента складової циліндричної оболонки 8-го порядку (стор.25). При 

Х(сс)= SLn(nTx/t{) з (ЗІ) слідкують відомі рішення М.ЛевІ й Л.

Щ
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Оайлона для прямокутної пластини. Встановлена відповідність грамот­

них умов одномірних моделів згину й площинної задачі, яка приво­
дить до однакових виразів фундаментальних функцій. Із рівняння (ЗІ)

V W (y)

p e w
щ

Q W

% )

в Via)
E U (y )

^2і _ _ PQ(o)

~\ґ&\2 &22 Ыг _____ __  М/'с)

*Ац!"̂5| ^2і ___ ■ СУ°)

_____  А ц  A i z ~ A ^  A f t  M b )

& 2 І  k 2 ?  ’ A q  A l }  Si  ( о)

______ ■__ ~\Мзі Ан "Аг і £V(oj
________ з̂Из2 ~Лгі̂ 22 _£L/f°3e

biL
&2І

~&3l

- 6 41 [315

~ 6 5 і

Ail
S 8*

визначаються початкові параметри, функція п0 виразу (20),

а компоненти функції напружень з рівняння

3<3)=-AjtW-Aa W + k M№ ) - A a  Ett«) + 6S1 . <32)
Далі можна визначити функції згину uT(xty) =І\^) Х̂х), напружень 

9(ос,̂) = ̂(д)Х2 (;г)й Ус̂ ДРУГІ параметри елементів складової систе­
ми. Ефективність, простоту логіки, високу точність результатів, 
різноманітність типів задач алгоритму МГІР прказано при розв"язан- 
ні тестового прикладу розрахунку складової системи.

Розглянута процедура Інтегрування рівнянь статики пологових обо­
лонок

b v  с , .

vVcpfoc.y) + Е h У ̂ hffcy)- fay (хі$)
(33)

установами

,̂j)=7V2T(xlj)+V̂ fx,3)/l)i9(̂ )=7VZ(x,3)-El,71<\i^' '
рівняння (33) зводяться до двох віддільних рівнянь з однаковою стрру



туром

v V r V T f c j )  +EU , f v ; T (x .f l/1) = <Lfic,v)/V;

v V v V 2 f e S) + E h v ' v ' S  ( х ф = ^  (Х Ц ) .
Рівняння (35) розв'язувались методам розділення перемінних Щурь є й 
вариаційним методом Канторовича-Власова. Згідно з методом Фурье не­
відомі функції представляються рядами

ьГk j J *  Щ )  Хі (*); Щ )  = R t y )X №  <Р(ад) = Р м  Хг (х ) ;
(36)

Щ г ( х )'> Ф , ц ) = Щ Х 2 (х ): У ( х ц ) = Щ Х 2 ( х ) .
Ряди представлені К-іли членами, а Індекси опущені. Безрозмірна функ­

ція У̂(ос) описує поперечне розподілення згинів оболонки, а безроз­
мірна функція Х 2 (ос) -  розподілення функції напружень в напряму 
вісі ОХ • Процедура методу Канторовича-Власова приводить рівняння 
(35) до звичайних діференційних рівнянь 8-го порядку. їх рішення 
має вид

8 З

* Ч І ’ $ с & Л ) і Г ( і ) * 2 е  i % Q ) .  « "
І * і

де - фундаментальні гиперболотригонометричні функції

Щ  = bhUi % Sin fry ; ФА = fcfiii'y C£S fa у ;
(38)

$ 3 =  cospig І Ф 3 = s h c l i y s i h f r t f  U T . f r

Визначені константи Інтегрування C t' в (37), фундаментальні орто- 

нормирувані функції й вантажні члени рівнянь (33). Вісім рівнянь 

об"еднанІ в матричну форму. Інтегральне рівняння деформування поло­

гової оболонки показано на стор.27. В рівнянні (39) блоки функцій 
головної діагоналі описують власно моментний й безмоментний НДС обо­
лонки в напрямі вісі 0 ^  . Блоки функцій побічної діагоналі опису­

ють‘зв"язок моментного й безмоментного стану (для складової циліндрич­
ної оболонки ці блоки в (ЗІ) нульові). Практичне застосування рівнпн-
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(35)
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кя (39) показано на тестовому прикладі. *оыультати МГІР й методу 
переміщень близькі між собою.

ЗАГАЛЬНІ ВИСНОВКИ

Основними результатами роботи е слідуючі положення:
1. Запропонована й розроблена нова схема.перетворювань граничил; 

Інтегральних рівнянь, ккі описують крайові задачі лінійних систем 
стержнів, пластин й оболонок;

2. Отримані нові рішення діференційних рівнянь для
- поперечних коливань прямолінійного стержня з врахуванням повз* 

добжньсі сили;
- площинного деформування круглого стержня з врахуванням дефор­

мацій згину Й розтягу;
- поперечних коливань й стійкості прямокутних пластин;
- статики, динаміки й стійкості тонких круглих пластин;
- площинної задачі теорії пружності прямокутних пластин;

- статики пологових оболонок;
3. Розроблена й апробірована ефективна метода розв"язання задач 

неконсервативної стійкості складних пружних систем;
4. Запропонована й реалізована нова схема розділення перемінних 

діференційного рівняння згину круглих пластин;
о. Розв”язанІ нові задачі статики, динаміки й стікості пластин

з круглим й комбінованим контурами;
6. Отримані нові дані про поведінку пружніх систем при дії не-

консервативних навантажень й концентрації напружень в сингулярних 

точках тонких пластин; - . , -
7. Сформовані рівняння загального випадку деформування елементів 

ст-'-ржневих, пластинкових й оболонкових систем на базі одномірних 

Інтегральних ріенянь;
8. Виконана процедура аналітичного Інтегрування рівнянь статики 

пологоеих оболонок для произволящих умов опірання.
9. Розвинена область застосування вариаційного методу Канторови­

ча-Власова, яка включає найбільш загальний випадок розрахунку про­
сторових Й площинних пластинкових систем з складною геометрією.

Совбкупність основних результатів дисертації дозволяє розгляда­
ти цей труд як роботу, де розроблені нові теоретичні положення, 
котрі можна кваліфікувати як нові значні досягненя в механіці 

ДефОрМІЕНОГО твердого тіла.
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Защищается одномерный вариант метода граничных интегральных урав­
нений для расчета различных линейных систем. Рассмотрены линейно­
упругие стержневые, пластинчатые и оболочвчные конструкции, испыты­
вающие статические, динамические и бифуркационные во.действия кон­
сервативных и неконсервативных сил. Даны новые решения дифференци­
альных уравнений линейных задач и примеры, иллюстрирующие эффектив­
ность разработанного метода. Изложены вопросы теории метода, позво­
ляющие применить системы фундаментальных ортонормированных функций 
и аппарат обобщенных- и сплайн-функций, уменьшить порядок разрешаю­
щих систем уравнений, учесть реальные условия эксплуатации, исполь­

зовать системный подход.
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Defended ie a one-dimensional method of boundary integral 

equations for calculating different linear systems* Considered 

are linear-elastic rod, plate and envelope structures subjected 
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