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АКТУАЛЬНІСТЬ ТЕМИ. Десертаційна робота присв’ячєна дослідженню 

слабкої розв’язоності квазілінійних еліптичних рівнянь з повільно 
зростаючими вимірними коефіцієнтами в шкалі соболевих просторів

W,р (R1. d1 х). р>2. 1)3. виду

Xu - L Vj а, (х, u. Du) + b(x, u, Du) = f , Х>0. де (0,1)

1 * 1
І а(х. у. z) І < міа (х) I z І + jigа (х) І у І + МзаМ . 0 <ІС <—

1-2  '

*і к 1І Ь (х . у ,z) I < щ (x ) lz l  + |Xg (x ) l y l  + Из (x) . 0 < —

гладкості розв’зків в залежності від диференціальних властиввостей 

функцій а(х, у, z), b(x,y,z ) ,  f(x), побудови нелінійної півгрупи

стиску, генераторами якої яляються оператори . породжені лівою 

частиною рівняння (0,1), а також розгляду аналогічних питань для 

рівняння

а й
Xu + Е (-1) D Ad (х, u, Du,... ,Du ) = f 

а

за тих же обмежень.

Дослідження такого роду стимулюються, з одного боку, внут­

рішньою логікою розвитку теорії квазілінійних рінянь, функціональ­

ного аналізу, з другого боку,- можливими практичними застосування­

ми в математичній фізиці .

Наші дослідженя стосуються класу рінянь недосить вивчених в 

літературі навіть для випадку лінійних рівнянь. Спроба побудувати 

нелінійну півгрупу стиску в Lp, р>2 для конкретних диференціальних 

операторів A: D (А) -» Lp, породжених лівою частиною вищезгаданих

диференціальних рівнянь, зроблена нами вперше і являється аналогом 

побудови нелінійної півгрупи для випадку р=2 Ю.Комурою.

Таким чином, актуальність виконаного нами дослідження визнача­

ється як можливими важливими практичними застосуваннями, так 1 

внутрішніми потребами розвитку теорії.

МЕТОЮ РОБОТИ було встановлення умов слабкої розв’язності рів­

нянь в шкалі соболевих просторів, дослідження гладкості розв’язків 

в залежності від диференціальних властивостей структури рівнянь, 

побудова нелінійної півгрупи в LH, р>2, генератором якої являлись 

би оператори, породжені лівою частиною рівнянь.

МЕТОДИКА ДОСЛІДЖЕННЯ. В роботі використовується новий метод

ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
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нелінійного функціонального аналізу, створений автором для р>2 і 

співпадаючий з раніше відомими традиційними методами при р = 2 - 

деякий аналог методу монотонних, слабко-компактних операторів, ме­

тод апріорних оцінок, що в подальшому стають апостеріорними, які 

дозволили відповісти , на питання ров’язності рівняння, єдиності 

розв’язку, регулярності самих розв’зків за обмежень на коефіцієнти 

рівняння по просторовій змінній X, раніше не розглядуваних навіть 

для лінійних рівнянь, виняток тут складають тільки роботи Київсь­

кого математика Ю. Семенова та його учнів для деякого класу ліній­

них рівнянь.

НАУКОВА НОВИЗНА ТА ПРАКТИЧНЕ ЗНАЧЕННЯ 
РОБОТИ.

Головним моментом досліджнення являється відмови автора від 

традиційних обмежень на коефіцієнти рівняяння, при яких справедли­

ва сильна нерівність коерцитивності:

11L (х. u 11 р > С Mull р
L W2P '

тобто» відмова від умов, за яких а(х. 0,0), Ь(х,0,0), д2а(хЬ 

ц,ь(х). ц2ь(х) Є L4, q>l.

За допомогою форми

h p(u.V) = X<u,V> + <a(x, u, Du), VV > + < b(x,u,Du).V >
v 0 Ilf0P’. u Є D (hpX) =: { u Є Wtp I I hpX(u, V) I < » )

введено аналог вищезгаданої нерівності коерцитивності, а саме, 

слабку нерівність коерцитивності за мінімальних обмежень на коефі­

цієнти рівняння. Вищезгадана форма . hpX(u, v) за цих обмежень по­

роджує обмежений, коерцитивний (некоерцитивний) хемінеперервний 

оператор ApX:Wjp -* W_jp. Х>*о (tf, ,р,є.В)>0, аккретивний (псевдо- 

акретивний) в Lp, р>2. При р=2 цей оператор має властивості коер­

цитивності Снекоерцитивності) хемінеперервності. як оператор, що 

діє із Wj2 (R1,d1х) в W-j2 (R1.d1х), властивості монотонності (псев- 

домонотонності) в L2,тобто автором створено аналог теорій коерци­

тивних хемінеперервних, монотонних операторів в Lp. р>2. діючих із 

Wjр (R1,d1 х) -» W. !Р (R1 .d^), до речі, вони тут не являються і опук­

лими.

Отже, додаючи до вищесказаного Лему 1.5 - аналог Леми "об ост-
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ром угле" при р=2, приходимо до нового методу нелінійного аналізу 
дослідження розв’язності еліптичних рівнянь в просторах Соболева.

Для випадку 2 <р< 1/2 результати одержані вперше і. як це до­

ведено в роботі, вони не можуть бути встановлені в рамках тради­

ційних обмежень на структуру рівняння раніше принятими методами 

дослідження.

В дисертації одержано наступні нові наукові результати:

- досліджена розв’язність рівняння (0,1) з гладкими коефіцієн­

тами в W,p (R1. d1 х) f e w .  ,р (R1, d1 х);
- встановлено апріорні оцінки похідних першого та другого по­

рядку узагальнених розв’язків рівняння (0,1) з гладкими коефіцієн­

тами;

- досліджена розв’язність рівняння (0.1) з вимірними коефіці­

єнтами при умові, що функції дга(х), д̂Сх). |х̂>ь (х) належать класу 

форм-обмежених потенціалів

Пкр(-Д) = { u  / l l f u l l g 2 < p l l V f l l g 2 + С(р)I If I l g 2 . f Б C0 (R1) }. 

B>0 . C(fl)>0;

- доведені: теорема-аналог теореми Мінті-Браудера для р>2, те-

орема-аналог теореми 1.2, С. ЗО Із [2] для псевдоакрєтивних опера­

торів АРХ: Wjp - W.!р, X>Xq (Р, K'.J'j.p. 1)>0 в Lp;

- одержані нові апріорні оцінки похідних узагальнених розв’яз­

ків рівняння (0.1) при умові, що ц2а(хЬ ЩЬ(х), jigь (х) 6 Пкр (-Д);
- доведена слабка збіжність розв’язків "зглажених" рівнянь до 

розв’язків рівняння (0,1);

- для випадку

Пкр(-А) доведена належність розв’язків рівняння (0,1) f Б L4. 

q>l/2; И!г (х) .  ^"(х) 0 L2 (R1.d1 х) n Lp (R1.d1 х ) . або Є L8 (R1. d1 х) 

n Lp (R1, d1 х) простору

L (R1,d1 х) n W2p/2 (BR.d1 х) n W,p (R1.d1 x). R>0, 2<p<3;

L (R1.d1 x) n Wgp/2 (R1.d1 x) n W,p (R1.d1 x). 3<p<4;
00

L (R1,d1 x) n Wg2 (R1,d1 x) n Wjp (R’.^x), p>4;

- побудована нелінійна півгруппа стиску в Lp. р>2. генератора­

00

/ 8а, (х, u, Du) ■, „ -  ,
I а (х, u, Du) І = І ----------------  І < д, ( x ) lV U l .

v Sxr '

lau (х, u, Du) І =
, ба, (x.u.Du) \
( ----------- I < Ml (x), Ml (x). Mi (x) Б
v 6u ’

00
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ми якої являються оператори - Архр̂ Lp (R1, d1 х);

- досліджена розв’язність, однозначна розв’язність рівняння

Xu + Е (-I)VaS (x .u .Du .....DBu) = f в Wm2 ^.d'x) і Б
о(

Б W-m2 (R1.d1х) за тих же обмежень на структуру рівняння, що і для 

рівняння (0.1).
Розроблені в роботі методи можуть знайти застосування в дос­

лідженні конкретних систем математичної фізики, а одержані резуль­

тати можуть бути використані в теорії рівняннь в частинних похід­

них.

ПУБЛІКАЦІЇ Основні результати роботи опубліковані в роботах 

[1-16].

АПРОБАЦІЯ РОБОТИ. Основні результати роботи доповідались на 

5-й. 6-й, 7-й. 8-й Республіканських конференціях по нелінійних за­

дачах математичної фізики (Львів. 1985; Донецьк, 1987; Чернівці, 

1989; Донецьк, 1991). об’єднаному семінарі їм.Петровського та Мос­

ковського математичного товариства (МДУ. 1989-1991) семінарі 

член-корреспондента АНСРСР С. І.Похожаєва в Московському енергетич­

ному інституті в 1991 році, семінарі академіка АН України

І. В. Скрипника в Донецьку в 1991 році, семінарі відділу диференці­

альних рівнянь в частинних похідних (кер. професор М.Л.Горбачук) 

Ін-ту математики АН України (1991 p., 1996 p.). Міжнародних конфе­

ренціях, присвячених пам’яті академіка М.П.Кравчука (Київ, 1992, 

1995).

СТРУКТУРА ТА ОБ’БМ РОБОТИ. Дисертація складається із вступу, 

чотирьох розділів та доповнення-иВыводы", списку літератури, що 

складає 81 назву.

ЗМІСТ РОБОТИ.
Вступ складається з трьох пунктів; 1° - Приняті позначення, 

допоміжні твердження; 2° - Наукова новизна та практичне значення 

роботи; де ставиться мета роботи, практичне значення, аналіз ос­

новних результатів та зв’язок між ними.

РОЗДІЛ І присвячений дослідженню розв’язності квазілінійних 

еліптичних рівнянь (0,1) з повільно зростаючими гладкими коефіці­

єнтами в Соболевих просторах Wjр(R1,d1х), р>2. 1>3. Розділ має два 

параграфи.
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Результати одержані в $1 мають, взагалі кажучи, методичне зна­

чення.
Одначе. Лема 1.5, та методи встановлення розв’язності рівняння 

(0,1) лежать в основі доведення розв'язності рівнянь (0,1) з ви­

мірними коефіцієнтами і належать автору.

$2 присвячений дослідженню розв’язності частинного випадку 

рівняння (0,1) з неперервними операторними коефіцієнтами. Розв’яз­

ність цього рівняння встановлюється за допомогою методів дослід­

ження, запропонованих в $1, гладлість розв’язків - як наслідок ро­

боти Ю. 0. Семенова [19].

Коротко викладемо результати 11.

Нехай функції R’xRxR1 6 (x.y.z) -* а(х,у, z). b(x,y,z) задоволь­

няють умовам:

1) a, (x,y,z), 1=1,.... 1. b(x.y,z) - неперервні на R’xRxR1 ска­

лярні функції, неперервно диференційовані по (у.z);

2)|a(x,y,z)| < |i]a (x)|z| + nga(x)|y|^+ »i3a (x) , 0U<l/(l-2).

I b (x, y, z) I < n , b (x)|z| + H2 b (x) |y + H3b (x) , 0<1Г1<1/(1-2).

|a(x.y,z)-a(x,y1,z1)| < jiia (x) |z-z, | +i»̂ a (x) |y-yj I

, h , h I 1 ,0<tfi (1
|b(x.y.z)-b(x.y,.z,)| < Ц, (x)IZ-Zj І+И2 (Х)ІУ-У!І{ Jfj-1 •

11 у I , Ktfj < 1/ (1-2) 
. K-1 К-1 І-l , . hv

де І у I = І у I + Іуі I ; ц,а(х)> и, a(x), и, (x), Щ (x) - обмежені

функції, причому ц3а (х) ц3ь(х) Б Lp (R1.d1 х): jig^x). jiga(x).

И2 Ь(х), ^ ь(х) Б Lpl/1' (1"z) (R’.d’x) для КЇ, <1/(1-2).

п 1 ба, (x.y.z) „ .
3) s,0a° (x.y.z)„£. = Е----- --------------> Є. і. Б R ,

U  Szj

о , / 6aj (x.y.Bz) Л
a (x.y.z) = I ------------- 1. О<0<1,

oz<
ба, (х, u, Du) “ ї ї  „ і ,

---1--------  E L  (R , d x) U=U(x) Б W %  0 (R .d‘x).
6Dj u

Розглянуто три різні випадки : 1) ї'=їГ1 =1; 2) 0<ї\ tfjCl.

3) 1<*. < 1/(1-2).

, . *-1
||у| ,1<«1/(1-2), 

I 1 ,0<Г<1,
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Теорема 1.1. Якщо структура рівняння (0,1) задовольняє умовам 

1) - 3). то воно має єдиний узагальнений розв’язок в Wt2 (R1.d1х) 

f Є W_,2.
Доведення теореми безпосередньо слідує із аналізу форми 

hpX (u,v), яка в наших умовах породжує оператор А2 X: -»

W j 2,який задовольняє умовам абстрактної відомої теореми Мін- 

ті-Браудера.

2. Нехай І. *,*1, р>2. Умови 1) - 3) не гарантують розв’язнос­

ті рівняння (0.1) в просторі W1p (R1,d1x) f Є W_ jр. Тому, припус­

каючи додатково, що

д1аг(х). д,Ьг(х) Є L^fR1.d1 х). доводимо, що справедливий аналог 

теореми Мінті-Браудера для р>2.

Теорема 1.2. Якщо структура рівняння (0.1) задовольняє умовам 

1) - 5). то воно однозначно розв’язне в VI/ (R1 . d'x) f Е W./. 

Доведенню теореми передують наступні леми.

Лема 1.1. Якщо структура рівняння (0.1) задовольняє умовам 1)- 

-5). то форма hpX (u,v) породжує обмежений оператор Ар X: W5 р -*

Лема 1.2. Якщо структура рівняння (0.1) задовольняє умовам 1)-

- 3). то оператор АРХ: W /  -» W./ породжений формою hpX (u.v).- 

коерцитивне відображення t Є ] 0,4/р [. X > Хо (р. с І Іща 1Н > 0. 

Означення. Оператор Ар X: W /  -» W.1P називається коерцитивним.

Лема 1.3. Якщо структура рівняння (0.1) задовольняє умовам 

1) -3). то оператор АРХ: W /  -* W./ - хем і неперервне відображення

для Х>Хо (р. е. І ||Х,а І !«•). 0<е<4/р. р>2.

Означення. Оператор Ар X: W /  •* W.!Р називається хемінеперерв-

ним, якщо

4) lar (x.u.Du) 1= ( в&1 ^Х>Ц'Du  ̂ ] < міаг (х) |Vu|+меаг (х) |и|+|Хзаг (х).
v бхг '

."U , , . ( Sa i (X- U- DU) Ї у .
la (x.u.Du) 1= ------------- < и г (х).

v би '

Гг. , .  ( SbOc.u.Du) х
lb (x.u.Du) I = -----------

v 5xr >
lbr (x.u.Du) 1= ( ----- — ---  ) < br (x) IVu|+M2br (x) |u|+|i3br (x),

де ц3аг(х). ИзЬг(х) є Lp (R1.d1 х) П Lm (R1.d1 х); »і2аг(х). ^ Ьг (х).

hpX(u,u|u|p' 2)
якщо j -------------------------------  = oo

llulu? 2 || V  ||u|u|p-2 || p,
Wi Wj
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lim ApX(u+tv) ---- ApX(u), u. v Є W,p.
t-ю W ,p

Лема 1.4. Якщо структура рівняння (0,1) задовольняє умовам 
1)-3), то оператор АРХ: Wjp -» W_jp аккретивне в Lp відображення

є Є J0,4/р[, р>2. Х>Х0 (р,є, ||ц,а||~). тобто

<ApX(u) - ApX(v).(u-v)|u-v|p 2> >0

Нехай {VjJ.tVj*} - гладкі базиси просторів W1>0P та *і , оР̂

П
відповідно. Нехай Un = Е С, V1( Un* - дуальний по відношенню до Un

і -1

елемент відносно норми в Lp (R1, d1 х). чи її/ (R1. d1 х)

Складемо систему рівнянь:

<ApX(Un) - f.Vj*)=0. i=l....п, що, згідно умов 1)-3) задає

неперевне відображення В: Rn -» Rn. Справедлива наступна

Лема 1.5. Нехай на сфері SR=(C;|C|=R) (R>0 - деяке число) ви­

конується умова "гострого кута" <В(С),С*> >0 Тоді існує принаймні, 

одна точка С. |С| < R, така, що В(С)=0.

Доведення теореми 1.2 проводиться з допомогою методу Гальоркі- 

на, леми 1.5, властивості аккретивності в Lp та хемінеперервності

оператора АРХ: Wjp -♦W_1p, Х>Хо (р,е . | |ща1100) >0, 0<Е<4/р, р>2, на

основі апріорних оцінок ||Un|| <С, які одержані в Лемі 1.6.

W,p

3. Нехай р>2, 1<*. <1/1-2. Нехай структура рівняння задо­

вольняє умовам 1)-3). Тоді справедлива

Лема 1.7. Якщо сттруктура рівняння (0.1) задовольняє умовам

1)-3), то оператор АРХ: Wjp -* W./, Х>Ао (р, е , | |д,а 11°°) >0,

0<Е<4/р, р>2 обмежене, хемінеперервне відображення. Одначе опера­

тор Ар X: Wjр ■* W_ Jр в цьому випадку не являється коерцетивним.

аккретивним в Lp відображенням.

Справедлива

Лема 1.8. Якщо структура рівняння (0,1) задовольняє умовам

1)-3), то оператор АРХ: Wtp -» W./, X>Xq (р,Е, | |jita | |“, | ІДг" | |LX

жр1/(і-*'(1-2)) 11) гґ Є ] і. 1/(1 -2)] - псевдоаккретивне відображення

в Lp: < ApX(u) - ApX(v),(u-v)|u-v|p 2> >-c (r, ||W|| g),

W = (u-v)lu-vl(p г)/г, де C(R,pt) - неперервна додатня функція,

причому lim С(R,pt) t1 p =0. 
t-O
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Якщо при цьому гаперкінські наближення задовольняють равномір- 

ній оцінці ІІЦцМв.р < С, де С функція від структури рівняння, то 

справедлива наступна теорема.
Теорема 1.3. Якщо структура рівняння (0.1) задовольняє умовам 

лем 1.7. 1.8, то рівняння (0,1) розв’язне в W /  f Б W ^ p хоча і

неоднозначно.
Справедлива теорема 1.4. Якщо для рівняння (0,1) виконані умо­

ви 1) - 5) і воно розв’язне в W,p. причому f Б L2 П Lq. q>l/2, то 

цей розв’язок рівномірно обмежений.

В умовах справедливості теореми 1.4 має місце теорема, якою і 

закінчується $1.

Теорема 1.5. Якщо структура рівняння задовольняє умовам 1) -5) 

і воно розв'язне в Wjp. то його узагальнений розв'язок належить 
00

L П Wzp/Z(BR,dlx) П W,p. 2<р<3,
00

L П W2p/Z П Wjp. 3<p<4,
CO
L n W22 n W,p. p>4 f 6 L2 n Lq. q>l/2.

Зауваження. Випадок b(x.u.Du) = 0 при виконанні умов 1) -5), 

як це слідує із дослідження форми hp (u,v). нічим суттєвим не від­

різняється від попереднього, оскілбки форма hpX(u, v) в цьому ви­

падку породжує оператор АРХ: ■* W./, який має тіж властивості,

що й для випадку b(x.u.Du) - 0.

В $2 досліджується розв’язність рівняння 

Xu - d0a° (х,и.Du)0 du = f. f>0 (0. Г)

в шкалі просторів Wjр, р>2 за припущень . що функція 

a0 (x.u.Du) = а0 (х,<р( і (|u(t) |p + |Vu(t) |p)dt)
111 < І х I

Задовольняє умовам:

1) a°(x,y) Б C(RlxRxR1) - рівномірно не перервна матрична функція,

2) to а°(х, u,Du)0 Є. > £? £> Б R1
1. Нехай u: Rl-»R. Визначимо форму

hpX(u, v) = X(u. v) + <dUoa° (x.u.Du)оdv>,

v Б W1>0p/; l/p+l/p'=l. u 6 D(hpX)=(u Б W,p |hpX(u, v) |<°°}.

Форма hpX(u, v) породжує обмежений оператор APX: W /  -* W_jp.

для якого справедливі леми 1.1 - 1.3, 1.8.

Справедлива наступна теорема.

Теорема 1.6. Якщо для рівняння (0.1’) виконані умови 1), 2).

то воно розв’язне в W)P, хоча і неоднозначно.
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Для р=2 при додаткових умовах

to a°(x.u,Du)0 & > (l + Hull г2] г.2

1
И а0 (х, u, Du)0 • (а0 (х. u, Du)) 11^ < -----------------------

(|I и 11 „ + 11v II
1 W, Wjz;

и = и + 0(v-u). О<0<1,

справедлива наступна теорема.

Теорема 1.7. Якщо для рівняння (0.Г) виконані умови лем 1.10

- 1.12 та вищевказані умови, то оператор Арх: W /  -» W./, х>0 -

біЕктивне відображення.

Як наслідок теореми 1.7 одержуємо теорему 1.9.

Теорема 1.9. Нехай для рівняння (0.1’) виконані умови теореми 

1.7. Нехай f Б L1 л L”. Тоді рівняння (0,1’) має єдиний узагальне­

ний розв’язок

u = и(х) В п « /  1<р<“.

Закінчується $2 доведенням рівномірної обмеженності розв’язків 

рівняння (0,1’) при виконанні умов теореми 1.9 методом Мозера.

РОЗДІЛ II присвячений встановленню апріорних оцінок похідних 

першого та другого порядку узагальнених розв’язків лінійних еліп­

тичних рівнянь, їх систем та квазилінійних еліптичних рівнянь дру­

гого порядку з гладкими коефіцієнтами. З допомогою цих оцінок в 

розділі III встановлюється гладкість узагальнених розв'язків рів- 

няннь в залежності від диференціальних властивостей структури цих 

рівнянь. Вперше ці оцінки були опубліковані в роботах [4,9].
Розділ II складається із двох параграфів. В першому із них до­

ведена така теорема.

Теорема 2.1. Нехай самоспряжена 1*1 матриця з дійсними коефі­

цієнтами а  ̂ Б С” п L”, k.j = 1.... 1. Нехай f = Ref Б L1 n L00 п

n С00, Х>0. В просторі Lp, р>1 розглянемо рівняння
00

( X - dGaod) u = f. u Є L2 n L (2.1)
бак і S

Нехай а*/ = ------- . II a llq = max llakJr llq
Sxr к . ] , г

Тоді справедливі апріорні оцінки:

1. Е (ИуДиІҐр+ I IV,ul І2р) < с(і,р. Mull ) (МабМ^ +
1 , J Ь Ь



♦ IiV f ІІгр/з + I If  I Ip + 11u112) :

E 11V, u I I2p < c(l.p. Mull ) (11 112 p + 11 Vf 112 p / з +
і L

+ I If 11̂  + llullg). P є ] 3/2. 2 t;

2. E 11 Vj Vr ul lz< Ii, v < c ( l . p . l lu l l  ) (l If  I Ip + II a® I I І  p) +
1 » Г

+ c(x,p. Hull ](llfll2 + Hull2). P > 2;

E HVrUllgp < c ( p . l . l l u l l e ) ( l l f l l p  + I la**I Igp) +
Г

+ c(x. p. I lull j (llf 112 + Hull2], p > 2;

3. E 11 Vi Vr u I lPp і < C(l.p.R.E) + Cj (l, llfll2. 11 a® 112.
і,г L (Br _ d x)

K.llulle ) ♦ c(p.k. I lul lra ) (l If 112 + Hull2 +llfllp +

+ Ila6 |lip'):

3. E II Vi Vr U11p . < Cd.p.R.E) + Cj fl llfllg. I la ll2.
i.r Lp (BR>dx) v

к. I lul 11 ) + c(p.k. I lul le ) (llfllg + Hull2 +llfllp +

+ Ila* Il2p'):

E 11 Vi u I l2p< cfl If 112.1 la ll2.k. I lul IJ + c(x.p.E. Ilulij*
1

x (llfllg + Hull2 + lla6 ||2£'). e = -j— —  . 1< p <3/2.
V / 4 (1-v)

- 12 -
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Доведення теореми 2.1. встановлення кожної із оцінок 1,2,3 

проводиться з допомогою диференціювання рівняння, вибору встанов­

лення кожної із оцінок відповідної "пробної" функції з використан­

ням під час доведення самого рівняння (2.1).

В теоремі 2.2. за аналогічних обмежень на коефіцієнти рівняння

( X - doaod) U = U, й Б Lp п L«> п С™ ,

6U
U = ---- встановлені аналогічні оцінки та тими ж методами, що

бхг

і в теоремі 2.1.
$2 присвячений встановленню апріорних оцінок похідних першого 

та другого порядків для узагальнених розв’язків рівняння (0.1) 

розділу І для випадку tf=fj=l. р>2. а саме, доведена наступна тео­

рема.
Теорема 2.3. Нехай додатньо визначена 1 x 1 -  матриця a° = (a)(j)

бак (x.u.v) . . ї ї
- = — -------  , (x.u.v) Є R’xRxR1,
J &  т.^  «V,

з дійсними коефіцієнтами задовольняє умовам:

«.о а°0 О  Є2 £. 6 R1. a* j Є С1 (R1 xRxR1) П і» (r 'xRxR1 ).

Нехай f = Re f G L1 n L°° л C“ , X>0. В просторі Lp, p>l, розг­
лянемо рівняння

Xu - d0a(x. u, Du)=f
oo

a, (x.u.v) E С1 (R1 xRxR' ), u Б L2 n L n W2P.

5U 6f
Нехай W= (W,.... Wj). Wr= ----  , fr- ----

6xr 6xr

6a, (x, u, Du) 6a, (x, u, Du)

6xr 6u

a° (x, u, Du) =
6a, (x, u, Du)

6Dj u
, причому

I a,r I < д.,r iVul, I a,u I < n,u, 0 < г, n,u 6 Lz n Lp або

L2 n Lp’. Тоді справедливі апріорні оцінки:

1. Е (l IVj Vrul Ip + MVrUllJ) < c(p. 1.1 lul le.C“.x) ( 11цг 112
і . г

аіг



♦ IIm u II5p + I IVf Map/з + I If! Ip + Mull*) :

E 11VruI Ip < c(p.l.Mulle.C“.x) (II/11^ + I I / 1 #  +
Г

+ IiVfI lip/3 + I If I Ip + Mull!) p Б ] 3/2, 2 [;

2. 11 Vu II2 p < c(p. 1. I lul lra-Ca.x) ( M / l g  + I IVf I lip/з +

+ Ilf 11̂  + llullg), p > 2 ;

E MV?rull£ < C(p.l) (l і/ I \\ + I U U 11| ) +
Г

+ c(p.i.llullm.ca.x)(llMr ll^ ♦ I I / 11 ll + I IVf i d  +

+ I If lip + llulIgj. p > 2 ;

3. E 11 ViVru M  . < C(R.p.c) + cfI lul l2. I I / 1l2.
i,r L (Br ,d x) v

11/  112 ,C®,k) + c(p.l.llulle.c“.e)(ll)ir ll{ + I I / 11^ +

+ l l f l l |  + I lull{ +llfllj|) + С(Р.1.Є)(М/ІІ2 + M/llgp +

+ Ilf III + I If Up] ♦ c(p.l.llulle )(М/МІЛ + I I / Игр +

♦ 1 1 / 1 1 $  + I I / 1 1 $ )  ;

I I Vu I Igp < C(p.E)(llull* + I If I IS + l l / l l i  ) +

+ c (p . l . l lu l le.c“ . e ) ( l l / l l *  + I I / I lip + I lul li + I lf  I I I  +

+ l l f l l pP + 1 1 / 1 1 $  ♦ 11/1155') + С ( I IUI 12 . I l f l l 2, I I /  I 12 •

11/ I l2,Ca,k.x) , 1 <p< 3/2.

Аналіз доведення теореми показує, що аналогічні оцінки спра­

ведливі для випадку 0<У, ^<1, р>2.

Метод доведення застосований в данній роботі не дозволяє одер-

- 14 -
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жати аналогічні оцінки для випадку НІ. JCj<1/(1-2).

РОЗДІЛ III присвячений розв’язності квазилінійних еліптичних 

рівнянь з повільно зростаючимиимірними коефіцієнтами в шкалі собо­

левих просторів Wjp (R1.d1х). р>2. 1)3.

За достатньо загальних припущень на структуру рівняння (0.1) 

встановлено основні результати роботи:

- а) доведена розв’язність таких рівнянь в шкалі просторів 

Wjp (R1. d1 х). р>2;
- б) досліджена гладкість розв’язків в залежності від диференці­

альних властивостей структури рівняння (0.1);

- в) введено гладку апроксімацію рівняння (0.1). доведено теоре­

ми про слабку, сильну збіжність наближених розв’язків рівняння 

(0,1) в Wjp (R1,d1х) до роз’язків даного рівняння;

- г) введено оператори А : D (А) -» Lp ( А = - Архр h Lp, D(A) = 

={ u Є WjP (R1.d1x) / APXB (и)Б Lp)) . які, як показано в роботі, 

яввляються генераторами нелінійних півгруп в Lp.

Основні обмеження на структуру рівняння за яких одержані вище­

вказані результати.

Функції a(x.y.z), b(x,y,z) «- (x,y,z) «-r’̂ R xR1 задовольняють 

умовам:

1) ^(x.y.z), 1=1.... 1, b(x,y,z) - вимірні на R1 *R*R] скаляр­

ні відображення, неперервні по (у,z) для майже всіх х Є R1;
І

2) І а(х. у, z) І < а (х) I z І + >і2а(х)|у| + д3а(х)

Іа(х. у, z) - а(х! ,У! ,z,) І < іца (х) |z - zt | + ига (х) |у - | х

( 1, 0 < І < 1 ,.,*-1 , І-1 , ,*-1
* < ,У-i , ІуІ = ІуІ - ІуІ ;

\ ІуІ ,1 < * < 1/(1-2)

ІЬ (х, у. z) І < |Aj ь (х) I z І + Jjtgь (х) І у І * + ДзЬ(х), 0 < 1/(1-2)

ІЬ(х, у, z) -  b ( x t , У ! , Zj ) I < Ml b (x) Iz -  Zj I + M2b (x)|y -  Уі I x

f 1, 0 < < 1
x {

[ lyl ,1 < *1 < 1/(1-2)

і
2’) la(x,y,z) - a(xj ,yj, Zj) I < м,а (x) |z-zj | + ц2а (x) |У“Уі I

lb(x, y, z) - b(x1,y1,z1)l < M-1 b (x) IZ-Zj I + H2b(x)|y-y1| . де
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Дза(х). ИзЬМ Б lP: Иіа(х). Діа(х) Є L“; ц̂а(х). ДіЬ(х). игЬ(х).

іі,ь (х),дга (х) Б Пкр(-А) для 0 < І. 1. або в умовах 2’) при 

' 1 < * . * ! <  1/(1-2):

3) (.о а°0 (. > t? і. Б R1. a°(x,u.Du) Б L00 u Б W, >0Р (R1.d1 х).

Умови 1). 2). 2’), 3) дозволяють визначити форму

hpX(u, v) = X<u. v> + <а(х. u. Du),Vv> + <b(x,u,Du).v>

v 6 Wt Qp’(R'.d^). u 6 D(hpX)=: (u Б W1p/|hpX(u.v) |<”). нас­
лідками якоі'1 являються вище вказані результати.

Будемо розрізнять випадки: 1) ї =1; 2) 0 < І. < 1;

3) 1 < * . * ! <  1/(1 -2).
Не обмежуючи загальності та уникаючи громіздких викладок, вва­

жаємо в подальшому b (х. u.Du) 3 0.

Розділ III складається із трьох параграфів.

В $ 1 розлянуто випадки: 1) ї=ї'і=1, 2) 0 < 1. < 1  для р=2,

Иза(х) s 0-
Форма hx2 (u.V) при виконанні умов 1)-3) породжує оператор 

А2ХЭ: W,2 -» W_!2. X > Xq (р). 0<р<1, обмеженно діючий із Wj2 в W ^ 2. 

хемінеперервний. коерцитивний та монотонний в Lz. тому, в цьому 

випадку, виконані всі умови абстрактної теореми Мінті-Браудера, 

тобто має місце аналог цієї теореми в нашому конкретному випадку - 

це теореми 3.1 та 3.2.

Розглянута гладка апроксимація рівняняння (0.1) і доведена 

збіжність (слабка, сильна) наближених розв’язків до розв’язків 

рівняння (0,1). Це теореми 3.3, 3.4.

При заміні умови 2) на 2’) доведена теорема про розв’язність 

рівняння (0.1) f Б W.j2. Новим фактором тут являється умова "псев- 

домонотонності оператора А2 хр: Wj2 -* W. j2 ця теорема являється ана­

логом відомої теореми 1.2 із роботи Ю.А.Дубинського "Нелинейные 

параболические, элиптические уравнения". М.:ВИНИТИ. 1976.- С.5-130.

Випадок 0 < < 1/(1-2). р=2 нами тут не розглядається, ос­

кільки оператор А2 хр: 2 -» W ^ 2 не являється коерцитивним.
В $2 виконана програма досліджень $1 для р>2. При виконанні 

умов 1)-3) показано, що форма hXp (u.v) породжує оператори АрХр;р 

-» W !Р. х>0, що мають властивості коерцитивності, хемінеперервнос­

ті. аккретивності."псевдоаккретивності" в Lp, тобто введені анало­

ги монотонних, "псевдомонотонних" операторів для р>2.

Для випадку р>2, 0 < < 1  доведено теорему - аналог теорє-
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ми Мінті-Браудера - це теореми 3.7, 3.9. В основі доведення лежить 

метод слабкокомпактних граничних переходів - його забезпечують 

властивості коерцитивнисті.хемінеперервності оператора Apxp:W1p -* 

W. !Р X > Хо (р, Pj. Іґ). 0 < р < 4/р2, аккретивності в Lp та метод ап­

ріорних оцінок, одержаних в теоремі 3.8 за додаткових умов 4). 5), 

оскільки сама властивість коерцитивності оператора Apxp:W,p і /  

не гарантує апріорних оцінок

I|Un 11 р< С де С залежить від структури рівняння.

Для частинного випадку рівняння (0.1) f Є L4, q>l/2, доведена

теорема.

Теорема 3.5. Нехай функції а, (х. у, z). 1=1.... 1. поряд з умо­

вами 1)-3) задовольняють додатковим умовам:

( ба, (x.y.z)  ̂ Г/ , ( 8а, (x.y.z) ^
4) а (х, у, z) = І ---------- І . а (х, у. z) = ----------

v Sxr '  к бу >

неперервні по (у.z) для майже всіх х Є R1;

5) lar(x,u,Du)l < цг(х)іУиІ, lau (x.u.Du) І < р.и(х). де 0 < мг(х),

ци(х): 1) обмежені. 2) належать L4. 3) представлені у вигляді суми 

|іг(х) = njr (x) + мгг(х). д“(х) = щи(х) + Иги(х). де 

ИіГ(х), д,и(х) Є L” ; МгГ(х). Мг“(х) є L*- ТоД1 розв’язок належить 

L” n w /  П W22.

В основі доведення лежить метод слабкокомпактних граничних пе­

реходів, апріорних оцінок, нерівності Гальярдо-Ніренберга

II Vu 112 4 <  е 11 v x х 2 u 112  +  С(є) Mull2 .
L 00

Для випадку 0 < І < 1. р>2, де умова 2) замінена умовою

2’) форма hXp (u.V). визначена рівністю (3.1). як це випливає із 

лем 3.5’ . 3.6’, породжує обмежений оператор АРХ : Wjp -» W.!Р, 

Х>Хо(У.р.і.е). реалізуючий коерцитивне, хемінеперервне відображен­

ня. Але. як це випливає із леми 3.7’. цей оператор являється 

"псевдоаккретивним" в Lp. Отже, справедлива теорема-аналог теореми

1.2 Ю.А.Дубинського із вказаної вище роботи.

Теорема 3.10. Якщо функції а, (х,у, z). і=1....,1 задовольняють 

умовам 1), 2’). 3)-5). то рівняння (0.1) розвязнє в Wtp. хоча і

неоднозначно f Б W. tp. Доведення цілком аналогічне доведенню тео­

рем 3.6, 3.7. 3.9.

Випадок 1 < І і 1/(1-2), р>2 аналогічний до випадку р=2 і тут
І Л М 5  к- п  Стефбвйїм і
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не досліджується. Нехай 0 < * < 1. р>2. Нехай виконані умови

1)-5), тоді оператор ApXP:W1p Х>Ао (p.p. і.є) > 0, 0<р<4/р2.

обмежене, хемінеперервне в Lp відображення. Як наслідок теорем 

3.3, 3.7-3.9 маємо, - оператор Ар Хр: Wjр -» W./ - биєктивне відобра­

ження. Розглянемо звуження оператора Ар хр:Wt р -» W_jP на Lp:

АРХР = ApXpf LP,D(APXP)) =:( u W,p lApXp(u) Б Lp).

Оскільки вкладання Wjр Lp W ,p -неперервне та щільне, а оператор 

Архр: Wj р -* W. ]p - бієктивне відображення, то. отже, оператор

Архр: D(Apxp) -» Lp - теж бієктивне відображення.

$3 присвячений дослідженню гладкості розв’язків рівняння (0,1) 

в залежності від диференціальних властивостей структури цього рів­

няння.
Теорема 3.11. Якщо функції а,(х,у.z).1=1.....1. задовольняють 

умовам 1),2),2'),3)-5). причому Hga (x), щаг(х), jigar (х) Є L2 п Lp 

або L2 п Lp/, то рівняння (0.1) розв’язне в W,p. його розв’язки 

обмежені для f Є L4 , q>l/2 і належать

L Л W!P/2 (Br . d1 х) ПК/, R>0, 2<p<3.

L П W,p/Z П Wjpі 3<p<4,CO
L П Wj2 П Wjp , p>4

Доведення цілком аналогічне доведенню теорем 3.3, 3.5-3.9 і осно­

ване на апріорних оцінках наближених розв’язків одержаних для рів­

няння (3,6) методами доведення теореми 3.2 із розділу II.

Випадок Ь(х. у, z) = 0 аналогічний розглянутому вище, оскільки 

умови 1),2),2’)-5) гарантують основні властивості оператора Архр: 

wiP w-iP> X>Xq (р,У,р,1,е). тобто властивості коерцитивності, хе- 

мінеперервності, аккретивності або "псевдоаккретивності" в Lp. 

умови 4), 5) забезпечують рівномірні апріорні оцінки наближених

розв’язків рівняння (3.6). які в силу попередніх міркувань слабко 

збігаються до розв’язків рівняння (0,1).

$4 присвячений розв’язності рівняння (0,1’)

Xu + E(-1) V aoi(x ,u ,Du.... CTu) = f. X>0 в W„2 (R1. d1 x).
й

За обмежень на структуру рівняння, аналогічних, що і для рів­

няння (0,1), за допомогою форми

h(u, v) = X<u, v> + E<A«(x, u, Du. ...Dmu) D v>, v Б Wm2,0 (R1 .d'x) 
(X
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доведені теореми і.. 2.- аналоги теорем Мінті-Браудєра та Дубинсь- 

кого.

РОЗДІЛ IV присвячений побудові нелінійної півгрупи стиску в 

Lp, р>2.

В цьому розділі вивчаються нелінійні оператори породжені фор­

мою hxp(u, V), введеною в розділі III для квазілінійних рівнянь 

(0,1) для випадку, коли виконуються умови теорем 3.3, 3.7-3.9.

Показано, що оператори Архр:Wjр -* W./, р>2, X >Xq (3, *.р, І.е). 

0 <р< 4/р2 або 0<р<1, 0 < ї . < 1. точніше їх звуження на Lp, явля­

ються, генераторами нелінійних півгруп в Lp.

А саме, справедлива наступна

Теорема 4.1. Якщо структура рівняння (0,1) задовольняє умовам 

теорем 3.3, 3.7-3.9 розділу III, то оператор

A: D(A) -*■ Lp(A=-Apxp, Архр=Архр I Lp. D(A)=D(Apxp) - генератор 

півгрупи стиску, тобто Uq Є D (А) Існує єдиний розв’зок задачі

dU(t)
-------- = A (U(t)) , t>0

dt

U(0) = U0

Доведенню теореми 4.1 передують леми 4.1-4.4. аналоги лем 

4.1-4.4, наведені у вищезгаданій роботі Ю.А.Дубинського.

Доведення цієї теореми, лем 4.1-4.З побудовано на застосуванні 

властивостей оператора ApXp:W1p -> W.1P, X >Xq (р. 1, р, і. є), р>2 і 

схематично близьке доведенню лем 4.1-4.3.

При доведенні леми 4.4 автору необхідно було подолати декілька 

перєпонів, що не мали місце для р=2.

Доведена теорема, на відміну від лінійного випадку, не допус­

кає безпосереднього обернення. Проте, це все ж має місце для бага­

тозначного оператора А(и).

Теорема 4.2. Нехай A: D (А) -» Lp - дисипативний багатозначний

оператор, причому R(I-A) = Lp. Тоді U0 Є D(A) існує єдиний розв’­

язок задачі

dU(t)
-------- Є A (U(t)) . t>0

dt

U(0) = U0

Доведення аналогічне доведенню теореми 4.1і встановлюється за ті-
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єю ж схемою, що і в випадку однозначного оператора A: D(A) -* Lp.
Таким чином, в розділі IV наведено нелінійний аналог теореми Хіл- 

ле-Іосида-Філіпса для конкретних диференціальних операторів для 

банахового простору Lp. р>2.

В Доповнені "Выводи” в пункті 1° автор звертає увагу на те. що 

квазілінійні еліптичні рівняння високого порядку при умові їх на­

лежності до класу рівнянь з повільно зростаючими коефіцієнтами, 

звичайно, при виконанні умов типу 1)-5) розділу III, досліджуються 

тими ж методами, що і рівняння (0,1). Для р=2 вони повністю спів­

падають з результатами $1 розділу III.

Для р>2 форма hXp (u,V) породжує оператори АрХр:Wjр ■* W_jP, 

X>Xq>0. обмежено діючі, хемінеперервні. псевдоаккретивні в Lp.

В пункті 2° наведено клас рівнянь

Xu - а(х,u)0 dzu + b(x.u.Du) = f. X>0,

розв’язність ЯКОГО В просторі WjP зводиться до розв’язності рів­

няння (0.1). якщо функції а(х, u). b(x, и,Du)задовольняють умовам 

1)- 5).
В пункті 3° при виконанні умов теореми 3.11 для рівняння (0,1) 

помічено, що локально його розв’язки належать

00 о Е
L П щ (BR,d1 х) П *1/. р>4. Цей результат випливає із теоре­

ми 3.2 розділу II.
В пункті 4° помічено, що для випадку 1 <1Г. JCj < 1/(1 -2) апріорні 

оцінки узагальнених розв’язків рівняння (3.6) не слідують із мето­

дів дослідження рівнянь (0,1). розглянутих в роботі.
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