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Загаяьна характеристике роботи 

Актуальність теми. Завдяки широкій сфері застосування в 

зоні постійної уваги науковців знаходяться задачі побудови 

оцінок невідомих параметрів за результатами неповних 

вимірювань при наявності невизначених збурень. Такі задачі 

складають предмет теорії оцінювання та фільтрації. І хоча 

багато положень цієї теорії вже досить відомі і прийняли 

характер клаоичних результатів, та інтерео до таких задач 

пояснюється їх практичною вагомістю і фундаментальністю 

проблем, які виникають при їх дослідженні. Існують два 

підходи до трактовки невизначеності збурень: стохастичний і

мінім&ксний Сабо гарантований).

, Велика кількість робіт присвячена більш традиційному 

стохастичному підходу , коли збурення моделюються 

випадковими процесами іа заданими імовірними

характеристиками. Результати дооліджень задач в рамках цього 

підходу нооять дооить закінчений вигляд А оаме

різноманітні математичні аспекти задач оцінювання в 

стохаотичній постановці ' вивчалиоь в роботах 

В. В. Анісімова, А. Брайсона, 3. Л. Гірка, А. М. Гупала. 

Р. Калмана, В. Б. Колмановського, П. С. Кнопова, Г. Крамера, P. Лі, 

P. Ш. Ліпцера, 0. С. Немировського, Б. Т. Поляка, 0. В. Скорохода, 

Ф. Л. Черноуська, 0. М. Ширяева, Я. З. Ципкіна та багатьох інших, 

Проте дуже часто має міоце ситуація, коли на практиці 

виявляється неможливим застосування розроблених



стохастичних методів для досліджуваних задач. Це пояснюється 

відсутністю ado недостатньою кількістю стохастичного 

матеріалу про невідомі параметри, Інформація про які лише 

вичерпуєтьоя заданиям обмежень у ьигляді множин. Це призвело 

до розвитку гарантованого ado мінімаконого підходу, в 

основі якого лежить теорія Ігор та застосування методів 

оптимізації. Дослідження в цьому напрямку були покладені 

роботами М. М.Краоовоького , а потім отримали розвиток в 

роботах 0. ІГ. Куржанського та їх учнів Б. І. Ананьева, 

М І.Гуоєва, І. Я. Каца, 0. Ніконова, Т. Філіпової та інших. Це 

призвело до створення теорії мінімаксної або гарантованої 

фільтрації.

Важливі результати для задач оцінювання при 

невнзначеаих збуреннях були отримані в роботах 

Г М Бакана, Д.Бертсекаса, І. 0. Богуславського, Б. М. Бублика, 

Ф. Г. Гараценка, М. Ф. Кириченка, 0. Г. Наконечного, В. М. Кунцевича, 

М М. Личака, В. Г. Покотила, Б. М. Пшеничного, Ф. Л. Черноуська,

0.С.Слабоопицького та Іншими.

Результатом розв'язку задач гарантованого оцінювання в 

або “закон" спостереження - лінійний оператор, який реалізує 

оцінку, або інформаційна множина. Якщо існують керуючі 

параметри в моделі, то виникав задача вибору цих параметрів 

так, nod у результаті побудови гарантованої оц л,ки величина 

похигіки була мінімальною. В термінах теорії гарантованого 

оцінювання це або мінімізація норми оператора, або діаметра
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інформаційної множини. Оскільки сама задача оцінювання в 

мінімаксною, то задача оптимізації вимірювань структурно 

складна і передбачав застосування нелінійного, негладкого 

аналізу. Цій актуальній проблемі і присвячена дисертаційна 

робота. Звичайно в аналітичному вигляді розв’язки вдьєтьоя 

отримати тільки у найпростіших ситуаціях, коли сама задача 

оцінювання може бути розв’язана аналітично.

Мета роботи складається з розробки і обгрунтування 

методів дослідження оптимальних процеоів вимірювання для 

лінійно-квадратичних диокретиих систем а невизначеними 

збуреннями у випадку, коли задана апріорна інформація 

про невідомий вектор параметрів та збурення.

Загальна методика досліджень грунтується на 

застосуванні результатів теорії гарантованого спостереження 

математичної теорії планування експерименту, теорії лінійних 

систем, випуклого аналізу та теорії оптимізації.

Наукова новизна. В роботі одержані для лінійних 

дискретних систем необхідні умови оптимальності та розв'язки 

задач гарантованої оптимізації вимірювань С як програмних, 

так і адаптивних ) з урахуванням апріорних обмежень иа 

Невідомі параметри.

Теоретична та практична цінність., Дисертація робить 

внесок в теорію вимірювань за умови невизначеності. 

Розроблені в ній методи дослідження оптимальних процесів 

вимірювання для дискретних систем з урахуванням апріорних
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обмежень на невідомі параметри можуть ефективно 

застосовуватись при вивченні різноманітних задач планували/! 

експерименту та керування вимірюваннями в мінімаконій 

поотановці.

Апробація роботи. Основні результати дисертації 

доповідались на Всеросійській науковій конференції 

“Алгоритмическое обеспечение процессов управления в механике 

и машиностроении" (Москва,1994), на наукових семінарах в 

Інституті кібернетики 1м. D.М.Глушкова НАН України,

Публікації. .Основні результати дисертації опубліковані 

« чотирьох роботах.

Структуро то обсяг. Дисертація складається з вступу, 

трьох розділів, закінчення та списку літератури. Загальний

обояг рооо-ги 100 о. , спиоок цитованої літератури із 103

найменувань, один рисунок.

Зміст роботи

У вступі приводиться обгрунтування актуальності 

вибраної теми дослідженнь, огляд літератури та коротке

викладення основних результатів роботи.

У першому розділі, який складається з двох параграфів, 

розглядаються постановки задач оптимізації процеоу

вимірювання а невизначенимн збуреннями, а так-' дослідження 

необхідних умов екстремуме в залежності від функцій, ко 

визначають критерії оптимапьнооті цих заидч
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У параграфі 1.1 розглядається модель ьимірюванн* 

невідомого вектора фазових координат хеК". Нехай проводитьоя 

k вимірювань;

yt=Atx+ft , 1=1,2,... ,k, 11)

де Уд€ КГ, 1*1,1с.- вимірюваний сигнал;

ВТ, Г-ТЛс,- невідоме збурення;

Aj, і“ТПс, - шхп-матриця, яка характеризує оклад вимірювань 

Крім того, іонуе додаткова апріорна інформація, що 

невідомий вектор х та збурення ?t, 1=T7F задовольнять

співвідношенню

<х,Мх>+ I <?.,N.?.> S 1 , (2)
і=і * 1 1

де N(, i«l,k та Н- симетричні додатньо-визначені матриці 

відповідних розмірностей. Оцінка невідомого вектора х 

базується на визначенні інформаційної множини Х(у) 

параметрів, сумісних із виміром у. В розглянутому випадку 

Інформаційна множина є еліпооїд*

XCy)*<x:<x-xe,P£x-xo)>Sl-h‘(y)> , (3)

P*M+ATNA ,

Xe-P“d , d“ATNy , 

h*(y)-<y,Ny>-<p-'d,d> .

Тут використані наступні позначення: 

yT»fyJ....yJ>. *Т" Ч ] ....АТ=ІІА|, . ,Aji,

ГИ.-. . 0 1  1
N*

. 0 : : Nk .



Складом вимірювань можна керувати за допомогою вибору 

матриць Aj, 1-1 ,Jc. Відповідну матрицю А у зв’язку з цим 

• будемо називати вимірювачем та вважати, «о її мохна вибирати 

із деякої заданої множини К. Згідно з логікою гарантованого 

або мінімаконого підходу цей вибір пов’язаний іа 

мінімізацією розмірів інформаційного еліпсоїду а розрахунку 

на найгіршу реалізацію збурень, Нехай S(P,h*(у))-задана

функція, яка характеризує залежність точності оцінювання
І

невідомого вектора х від розмірів еліпооїду.

Отже розглядається наотупна чадача процесу оптимізації 

вимірювань;

юфх #(P,h*(y)> ♦ яіп (4)

А еМ

Найбільш поширеними критеріями точності оцінювання • 

діаметр,об'єм та сума лінійних вимірів еліпсоїду Тому • 

оенс розглядати наступні задачі.

Задача Т. Визначити елемент А# Із множини допустимих 

вимірювачів V, який мінімізує максимальне власне число 

матриці Р~‘і

Хт.*(Р'‘СА)) ♦ *'*

А б*

Задача II, Визначити елемент Aq із множини допустимих 

вимірювачів І, який мінімізує визначник матриці Р‘: 

de«(P~‘ (А)) ♦ яіп 

\еИ

-6-



Задача III. Визначити елемент Ао 1а множини допустимих 

вимірювачів V, який мінімізує олід матриці Р"‘:

ГгСР”‘ ( А ) )  ♦  т і л  

АєЯ

Для зручності розглядаються еквівалентні задачі до 

задач I-II, а саме задачі максимізації мінімального власного 

числа та визначника матриці Р.

Такі задачі мають аналоги у класичній теорії планування 

експерименту, яка тісно пов'язана з стоХастичною теоріег 

оцінювання (роботи С. М. брмакова, 0.0. Жиглявського, 

М.Б. Малютова, В.В.Федорова та інших). Та відміна одержаних 

результатів полягає в змісті "інформаційної множини” і в 

змісті розв’язку. В термінал теорії планування екоперименту 

в роботі одержані "точні дискретні плани експерименту". 

Проблеми керування розмірами інформаційної множини 

обговорювалиоь також в роботах Б. І. Ананьева, Г. М. Бакана, 

В. В. Волосова, В. І. Карлова, М. М. Краоилькшкова, І. С, Кривонос,

0.0. Ніжниченко, В. Г. Покотила, М. М. Сальникова та деяких 

інших авторів.

Параграф 1.2 присвячений доведенню необхідних ■ умов 

екстремума, які гарантують оптимальний вибір • способу 

вимірювання. Згідно в теорією необхідних умов оптимальнооті 

обчислюються похідні функцій, які визначають критерії в 

вадачах I-III.

Нехай #mxn - множина дійсних яхп-матриць; *пгЯпкп



Означення 1. Функціонал #СА>: дгп— ► Я? диференційований по 

Фреве в точці ко, яздо існує такий лінійний функціонал

і'(А ), иоО

1C А +6Л )-#(А )■<§'(А ) ,£А >+©(бА ) ,
О О О  0 0  о

оСбА )

п* fi5Aoi--- * 0 ПГ1 °-

Зазначимо, *о <•,■>- окаляркий добуток, | |  - норма, 

які вводяться таким ЧИНОМ:

якщо А,В с *п, то <А,В>г,ГгАгВ, ПАН* =•<А.А> . 

Використовуючи формули диференціювання за матричним

аргументом, доводитьоя наступне твердження.
(

Лена 1. Для функцій det(PCA)) та Гг(Р*‘(А)) масть 

місце наотулні формули диференціювання:

</*t'(P(A ))=2<*.tCPCA )) N A Р-‘(А ),
О О О О

Гг'СР- *(А ))- - 2 N A  Р-"(А ) .
О 0 0

Функція ХЛ<П(Р(А)) , взагалі кажучи , не е 

диференційованою. Для дослідження И максимального значення 

можна використати поняття кваэідиференціалу, введеного у 

монографії Б. М. Пшеничного ’’Необходимые условия экстремума".

flewa 2. Для функції Х.я1п(РСА)Э кваз і диференціал

визначається виразом

дк(.К )-< 2 N A Г, Ге* ),
О О

де *={ Г€сопу{̂т:Р(Ао) ^ я1п(РСАо))у. NyrN̂ l » ,

тобто існують одиничні власні вектори , відповідні до 

мінімального власного значення матриці Р та числа У,£0,
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і-ГХ І У.*1, такі, по Г- Е r.V.V? . г«*.
1=1 1 XI

Означення 2. Конусом допустити напрямків 6А до 

множини V в точці А в множинаО

К̂САо>-<«УА: бА-у(А-Ао), г>0, АеЮ.

Означення 3. Множина елементів w«W, таких, «о <w,<5A>iO 

для всіх <5А б К„(Ао) називається спряженим конусом Ао ).

TOdTO K$CAo)«<w:<V,dA>*>, ydA€Kv(Ao)>.

Наступна теорема в ; наслідком відомих результатів 

В. М. Пшеничного та лем 1, 2.

Творена 1. Нехай елемент А0-точка оптимума функції 

#(•) на множині V, тоді

ЖАв)пК$САв)*0.

Для задачі І ця умова має такий вигляд.

Існують одиничні власні вектори 1*1. відповідні

мінімальному власному числу матриці Р: РСАо)у( У, •

та числа у £0,і*ҐЛс7 І Г,*1. такі, що

-N A Г є КЇСА ) .

де Г-І -
„• і і«

Для задачі II

-dttCPCA )) Н А Р*‘(А ) « К2(А ).. -О О о * о

Для задачі III

-Н А Р— СА ) « КЙ(А ).О О « о

Маючи необхідні умови екстремуме для задач І-ІІІ, можна 

перейти до питань побудови оптимальних вимірювачів. Саме цим
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проблемам і присвячений наступний розділ дисертації. 

Зокрема, у параграфі II 1 розглядаються задачі І-ІІІ в 

окремому випадку, коли множила допустимих вимірювачів 

залається у вигляді кулі, л матриця, яка відповідав аа 

еліпсоїдальність обмеження на невідомий вектор параметрів, 

я(атональна. Отже, нехай

*={А:<А,А><1>, N=I. СЗ)

Теорема 2 Розв’язок задачі X у випадку (0) * матрицею

І
М=ч#/««Км. ■.,fJ,0,.. 0>=^lj 

dyne мати вигляд

і
РСАo)=rfi*g{(L'+ao,. . ,^+ao ,a,.,. ,а),

де a* J+lu., vinzilti , „«о M<_lT.

та a" п̂Г • “о"0 ' ЯКЩО fji ,

Ij “41tff{l____ 1.0,... ,0).

Пошуки розв’язку в класі діагональних матриць не 

обмежують загальності отриманих результатів. Це доводить 

наступна теорема

Теорема 3 Розв’язок задачі І в класі діагональних 

матриць е розв'язком в класі ввік матриць.

Теоремо 4 Розв'язки аадач І-ІІІ за умови, *о 

И=(А: <Л,Л><1>, Н=І, М=«//*<Км1 >f=l. М,>• • • >МГі 

співпадають і мають вигляд

Р(Ая .... м̂.а.....a),



1* І  Й4
де 5 »  ----------( 1с - перший індекс, дня якого

1+ Е  м,

виконується нерівність - Ч № — < W “

Випадок, коли множина допустимих вимірювачів аадаеться 

у вигляді еліпсоїду, розглядається у параграфі II 8.

Нехай множина V вадана таким чином:

<A,DA> і 1 . ( Є і

Зудемо вважати, іо D - діагональна матриця. D>0, D-DM 

Творена 9. Розв'язок задачі II у випадку (6) за умови

«о .... ,мп>. М, >•• >Mn . N-I,

D=dJ*0{6*,... ,d*>, d(>...>dn

мав вигляд

РСА,)-<«.|Км,.... МісЛп-’ Л }-

ь е м :
де а « -----и.*ш _ — ( Jak+T.n , індекс k - першая

J (n-k)d*
J

індекс, для якого виконується нерівність

-11-

--R, >0 • 
tn-k)dj+i

Теорема 6- Роав'яаои еадачі III у випадку (.6) а* ушьи

но 1І*І, М»£(«»іКм,.Mn>. М, >•• >М„.

D»*i.<Kdf_d‘), d(> ..>dB,

ыае вигляд

PCA#)a«M*0fpt .... ,а).

✓



І .Л 6'
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J-k+l,n , к - перший номер, для

якого виконується умова
U  E »i6)
.-_i.sk.ii- -

П
. E ff.
J=k+«

*k«
>0

Доведені теореми S та 6 давть змогу перейти до 

параграфу 3 розділу II. де розглядаються питання побудові 

оптимальних динамічних вимірювачів. Розглядається модель 

вимірювань (1), (2) в припущенні, що At, 1*17? матриці 

розмірністю шхп задовольняють деякому різницевому рівнянню

A**,°A*-ut • 1-0Лс=Г. Ао-0 . (7)

Крім того, керування ut ,ІЧі,(с-і задовольняють обмеженню

k£ <u. ,u.> S 1 . (8)
1*0

Нехай І - множина розв'язків різницевого рівняння (7). 

Вимірювачі, визначені множиною V , назвемо керуючими 

динамічними вимірювачами. Із співвідношення (7) маємо

K T F T .U- < .  “А"1 Н І  і

Враховуючи останнє співвідношення, обмеження (8) можна

записати у ьигяяді 

ado у вигляді 

І 0

де D»
-! І 0 
0 -І І

0 0 0

<DA.DA> і 1

<A.DA> і 1 ,
0 0 0 1 
0 0 0 
0 0 0
0 - І  І

матриця розмірністю 

квх&и ,

І- одинична вха-матрица,

це t »к*і

'км1 *к ti

■V
а *
j
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матриця

розмірністю

кюхкш ,

Таким чином, задача побудови оптимального динамічного 

вимірювача звелась до задачі знаходження оптимального 

вимірювача у випадку, коли множина допустимих вимірювачів 

в еліпсоїд, тобто мають місце постановки зацач I-III.

Розділ III присвячений задачі адаптивного керування 

процесом вимірювання. В параграфі III.1 розглядається 

постановка задачі. Отже, нехай в системі вимірювань (1) 

до заданого моменту часу т>10 реалізувався сигнал

yTjlCyJ,... ,у )̂ . Будемо вважати також, що іншої Інформації 

про збурення, крім (2) , не поступає. Тоді оцінка,

невідомого вектора х пов’язана з побудовою інформаційної 

множини Х(у) векторів, сумісних з сигналом yT=(yJ,....у*)■ 

що реалізувався до моменту ^<1^. У даному випадку

інформаційна множина буде еліпсоїдом (3). Задача вибору 

оптимальних вимірювачів А( ,і=Г7ТГ полягає в оптимізації 

функції $CP,h*Cy)) з розрахунку на найгіршу реалізацію 

збурень. Існують два шляхи розв'язку цієї задачі. Перший-

програмний (4), та другий- адаптивний, який полягає в

наступному. Отримавши вимірювання у(,..,ут, необхідно 

вибрати КТ п . - . . . \  із умови

4(Р,у..... у_)= яі»х . tCP.h'CyJ) ♦  m ill , (9)
/| У г . . ........... П

A. e H , i*17F

Г 21 -I 0 0 . . 0 0 0 0

D=dt d =
-I 21 -I 0 . . . 0 0 0 0

•
0 0 0 0 . 0 -I 21 -I
0 0 0 0 . . 0 0 -I I .
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Тяка реалізація ідеї послідовного планування 

експерименту 1 пропонувалась у вигляді адаптивного способу 

керування вимірюваннями в роботі.
Питання побудови оптимального адаптивного вимірювача та 

доречності адаптивного способу керування вимірюваннями 

розглядаються в параграфі III 2.

Будемо вважати, що для функції «(P,ha(y)) при о>0 має 

місце співвідношення
§(Р,а)=*(?/а,1)=р(оі) *(Р,1> , (10)

де р(а)-зростаюча функція при а>0 Всі розглянуті критерії 

задовольняють цій умові.

Основним результатом даного розділу е наступна теорема.

Творена 7. Розв’язки задач адаптивного С9) та 

програмного (4) способів керування вимірюваннями 

співпадають за умови (10).

Варто обговорити зв'язок цього твердження із 

результатами, отриманими Дж. Траубом та X. Вожьняковським, про 

співпадання діаметрів інформації для адаптивного та 

неадаптивного інформаційних операторів. Згадані результати в 

розглянутому випадку мають наступну інтерпретацію. Існують 

такі невідомий вектор параметрів та збурення, які 

задовольняють квадратичному обмеженню, ко похибка оцінювання 

при адаптивному способі вибору оптимальних вимірювачів 

співпадає з похибкою при програмному виборі.

Обгрунтована в даній роботі теорема 7 заключається 

в тому, по при будь-яких реалізаціях збурення (відповідних 

вимірюваному сигналу) оптимальний адаптивний вибір 

вимірювачів співпадає з оптимальним програмним.

Основні результати роботи

1. Сформульовані постановки задач побудови оптимального 

вимірювача з різними критеріями точності оцінювання 

невідомого вектора (максимальне власне число, слід та 

детермінант матриці, оберненої до матриці інформаційного
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еліпсоїду) ado задач оптимального керування вимірюваннями з 

невизначеними збуреннями у випадку, коли апріорна інформація 

про невідомий вектор параметрів та збурення задається у 

вигляді квадратичного обмеження.

2. Отримані необхідні умови екстремума для розглянутих 

задач керування процесом вимірюваг я, які гарантують 

оптимальний вибір способу вимірювання.

3. Побудовані оптимальні вимірювачі у випадку, коли

множина допустимих вимірювачів задається у вигляді кулі та 

еліпсоїду. Доведені теореми показують, по оптимальні

вимірювачі у першому випадку для розглянутих трьох задач

співпадають.

4. Визначена отруктура оптимальних динамічних 

вимірювачів.

3. Розглянуто питання про адаптивне керування 

вимірюваннями при апріорних обмеженнях. Показано, іао за 

даних умов адаптивний та програмний способи керування

вимірюваннями співпадають.
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