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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність тем и . У теперішній час ефективне вико­
ристання літальних апаратів (JIA) значною мірою о але житі, від 
шості роов’яоку оадач керування польотом. Остання ж досягається 
не тільки "якістю” використаної математичної моделі руху JIA, але и 
можливістю ефективного аналіоу цієї моделі та  тих додаткових умов, 
які відображають бажані властивості руху Л А. При цьому ми повинні 
враховували ті особливості, які притаманні постановці та роов’яоку 
сучасних оадач керування ЛА.

Головна о них -  необхідність керування "у великому” в реаль­
ному часі, коли можливі початкові умови та  параметри руху можуть 
омжюватись у межах, що порушують адекватність лінеариоованих 
моделей. Це приводить до необхідності застосування при роорахун- 
ках та аналізі руху ЛА нелінійних моделей.

S  ситуації, що склалась, можливі два підходи. Перший полягає 
а розробці деяких універсальних обчислювальних процедур (напри 
ыад, алгоритмів керування о прогнооуючою моделлю), які не нале­
жать від специфіки правих частин диференціальних рівнянь руху мо­
делі Xі -  /*(<,*,«), і  = 1,п. Однак, реаліоація таких алгоритмів 
пред’являє підвищені вимоги до бортових ЕОМ.

Другий підхід передбачає попередній аналіз (в даній роботі - си- 
метрійний (груповий) аналіз) нелінійної моделі та  подальше вико­
ристання результатів цього аналіоу -в різноманітних задачах керу-- 
вання та моделювання іруху ЛА. іВивчення тих чи інших симетрій ма- 
тематичної моделі дозволяє 'виявити структуру множини розв'язків, 
що відрЬняються початковими умовами, параметрами моделі тощи.

Одне іо спостережень автора, яке вистачило вибір саме методів 
групового аналіоу, полягає в тому, що більшість відомих у динаміці 
польоту перетворень'(бУдь-то найпростіші перетворення математич­
них моделей до другої неоапежної змінної -  енергетичної висоти (А,), 
дальності (L); введення беороомірних змінних і таке інше) пов’язано 
так чи інакше о певними властивостями інваріантності вихідних ма­
тематичних моделей руху і може бути вивчено на єдиній методоло­
гічній основі -  теорії неперервних груп перетворень Софуса Лі.

’’Приховану” групову природу мають, як це показано н дисер­
тації, і метод "модулюючих функцій”, що застосовується в алго­
ритмах термінального керування, і гіпотеза А.О. Космодем'наського
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про "особливу інтегговність” рівнянь оптимальних систем.
Друга особливість оадач динаміки польоту полягає в тому, що 

при роорахунк&х вибір керуючих впливів певною мірою довільная.
Наприклад, при дослідженні траєкторного руху у вертикаль­

ній площині о рівним успіхом як керування можуть бути прийняті: 
а -  кут атаки, су(а, М)  -  коефіцієнт цід’йомної сиди (М  -  чнсао 
Маху), п„„(л,Л/,А) -  нормальне швидкісне перевантаження (h -  ви­
сота польоту) і Т Д .

Здійснюючи вибір того чи іншого керування, ми автоматично 
омінюсмз структуру правих частин рівнянь руху, що оумовлюс спе­
цифіку моделей керованого руху J1A як об’єктів групового аиаліоу 
та допускає апріорне прийняття концепції керування ю оворотнім 
ов’яоком.

Таким чином, о одного боку виникла необхідність * уоагадьненні 
відомих в динаміці польоту перетворень, а о другого -  необхідність 
в роо витку самого наукового напрямку -  єнметрійного аиаліоу ке­
рованих систем, поширивши його на системи, що функціонують оа 
принципом керування іо оворотнім ов'локом.

М ета роботи:
1) Вивчення снметрійннх властивостей керованих систем, що фун­
кціонують оа принципом керування іо оворотиім ов’аоком;
2) Рсюробка методології використання снметрійннх властивостей в 
роов'гоку прикладних оадач керування JIA:
-  оадачі о ведення математичних моделей руху керованих систем до 
найпростішого (мінімально -  параметричного) вигляду;
-  оадачі "схематизації" польоту;
-■ оадачі формування алгоритмів термінального керування;
-  оадачі представлення роов’яоків онтнміоаційннх оадач;
3) Дослідження симетрій оптимальних нроцесів ти математичне 
обгрунтування гіпотеон А.О.Космодем'ансыого.

Наукова новиона р о б о т а  полягала у:
-  систематичному вивченні симетрій керованих систем, що функціо­
нують оа принципом керування ю оворотнім ов’мком;
-  роо роб ці методики використання снметрійннх властивостей у:
а) оадачах о ведення (редукції) математичних моделей керованих си­
стем (в тому числі ЛА) до мінімально -  параметричного вигляду;
б) оадачах "схематизації" польоту;
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в) проблемах термінального та оптимального керування;
-  рооробці теоретико-групового формаліому в оптимальному керу­
ванні.

М етоди дослідження. В дисертації використовувались методи 
загальної та якісної теорії диференціальних рівпяиь, методи групо­
вого аналізу диференціальних рівнянь, теорія груп та  алгебр ЛІ, кла­
сичне варіаційне числення і теорія оптимального керування, методи 
математичного моделювання та  комп’ютерної алгебри.

До оахисту виносяться:
-  результати симетрійного аналіоу математичних моделей керова­
них систем, що функціонують оа принципом керування іо зворотнім 
ов’яоком;
-  алгоритм сведения математичних моделей руху ЛА до мінімально
-  параметричного вигляду;
-  представлення розв'язків задач оптимального керування у вигляді 
диференціального зворотнього зв ’язку;
-  результати симетрійного аналізу оптимальних процесів та мате­
матичне обгрунтування гіпотеои А.О.Космодем’янського.

Практична цінність роботи  полягає у:
-  рооробці рекурсивного принципу термінального керування, що 
дозволяє підвищити точність приведения керованого об’єкта в кіп- 
цеву точку;
-  рооробці методології "схематизації” польоту при виконанні льот­
чиком ізоенергетичноро маневру у вертикальній площині;
-  роов’яоку оптиміоаційпої оадачі про мінімум максимальної швид­
кості пікіруючого літака.

Реаліоаііія:
-  методика роов’яоку термінальних задач наведення та  дослідження
о проблеми рятування авіаційного ракетного комплексу "Світяоь” ре­
алізовані в Національному Космічному Агенстві України при прове­
денні ДКР "Світяоь” (Вих. 1-5/12G3 від 20.12.1994 p.);
-  алгоритм представлення розв’язків задач оптимального керування у 
вигляді диференціального оворотяього зв ’язку та  його програмна ре­
алізація в системі аналітичних досліджень "REDUCE" запроваджена 
у Міжнародному Математичному Центрі НАН України при прове­
денні НДР о ДКБ ’’Південне" (акт реалізації від 9. 08. 1994 p.).

Апробація р оботи  і публікації. Дисертація написала оа пу-
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блікашями автора [І -  39]. У спільних публікаціях основні наукові 
результати належать автору. Реоультати роботи доповідались та 
обговорювались на Міжнародному семінарі IFAC "Негладкі та ро­
зривні задачі керування і оптимізації" (Владивосток, 1991 p.), Між­
народному семінарі "Сучасний груповий аналіо” (Уфа, 1991 p.), Між­
народному семінарі "Стійкість та  коливання нелінійних систем ке­
рування" (Москва, 1992 p.), Міжнародній конференції "Симетрія в 
нелінійній математичній фіоиці" (Київ, 1995 p.), на 17-ти конфе­
ренціях республіканського та союзного рівня, на наукових семінарах 
в Інституті кібернетики НАН України, Інституті математики НАН 
України, Київському політехнічному інституті, ВПІА ім. М.С. Жуко­
вського, Інституті проблем керування (м. Москва), Московському фі­
ни ко -  технічному інституті, Обчислювальному Центрі РАН, Київсь­
кому університеті ім. Т.Г. Шевченка, Київському інституті BltC, 
КМ Зім. O.K. Антонова, НВО "Молния" (м. Москва).

С т р у к т у р а  д и сер тац ії. Дисертація складається о 6 розділів і 
22 підрооділів, 1 додатку і 10 малюнків. Список літератури містить 
184 найменування. Всього в дисертації 239 сторінок.

КОРОТКИЙ ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі рооглянута актуальність теми, сформульована мета ро­
боти, її наукова повиона та практичне оначення, наведені відомості 
щодо реалізації та апробації роботи, описана структура дисертації.

В першому рооділі аналіоуються витоки використання груп та 
алгеор Лі в теорії керування та моделювання керованих процесів, 
наводяться необхідні відомості о теорії симетрій диференціальних 
рівнянь та вспоміжні геометричні конструкції.

Проводиться дослідження можливих підходів у застосуванні груп
і ;ктгебр Лі до аналіоу динамічних систем о керуванням, що мають 
вигляд

Xі = Ґ ( і,х ,и ) , х Є X  Є ft", и e U  ЄН' .  (1)

Зокрема, проаналізовані дві головні інтерпретації системи (1), які 
умовно можна наовати "динамічна полісистема” (R.W. Brockett, 
R.M. Hirschorn, Н. Nijmejer, С. Lobry, H.J. Sussman та  ін.), та  "ре­
гулярна система о керуванням" (Ю.М. Павловський, Г.М. Яковенко, 
В.І.Йолкіп та ін.). Загальним для обох підходів е розгляд системи
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(1) як такої, що параметризована деякими допустимы керуваннями 
u Є U. Така інтерпретація системи (І) дооволяе перейти до еквіва­
лентної сім’ї систем диференціальних рівнянь (або відповідної сім’ї 
векторних полів).

На цьому шляху вдалось отримати фундаментальні ,реоультати 
в таких галуоях аналіоу динамічних систем, о керуванням (ДСК) як 
керованість, спостережливість, декомпооиція та  ін. Значно менше 
були досліджені оадачі синтеоу. Крім того, як покаоав Г.М Л  ковенко, 
ділком керовані системи вигляду (1) в класі симетрій "по стану” , що 
задаються операторами вигляду

допускають лише скінченовимірні алгебри інваріантності (Ао), роо- 
мірність яких неперевищує;роомірності простору стану (diin А о < п).

В ов’яоку о викладеним, виникла необхідність в альтернативній 
інтерпретації ДОК (1) у вигляді недовпоначеного диференціального 
рівняння в частинних похідних першого порядку

в якому функції "£((*,■*) та  u(t, х) є оалежними пмінними наведених 
аргументів.

Т&жа іптерцретація біньїііою мірою відповідає прийнятій в роботі 
концепції керування іо оворотнім ов’яоком та  дає можливість при- 
іродньо включити до групових перетворень керуючі впливи. Закін­
чується перший росділ постановкою оадачі про дослідження точкових 
'(дієвих) симетрій рівняная (3) в класі інфінітеоімальвих оператдрів 
симетрії вигляду

ддявионаченшікоефіцієнтів якого т, {*, tp>t >/використовується умова 
симетрії

Другий рооділ присвячений рооробці алгоритмів обчисленим си­
метрій рівняння (3) на основі аналіоу умови (5). З цією метою на

У =.('(*, а)#*. (2)

F  =  5 ( и,•»)■§* = 0, Ь'ґ  = -~-г, (3)

X  = T it ,x ,u ,S )d t+ C {t ,x ,u :S )d x.+ 4{ t ,x ,u ,S )d s +'pi ( t , x ,u >S)du (4)

№  F .  0 =»• 
де ЛГ -  перше продовження оператора X .

1(5)
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першому етапі о (5) отримані визначальні рівняння, що мають вигляд

Xaf ] -Q,  Ujrf^O,  (6)

f'U jT  — UjC = 0, j  =  T7F, (7)

* ' x f  + Ґ Х 0т - XaC = 0, . = ITS, (8)
де Ло =  + /'(<, *, u ) ^  -  асоційований о (1) оператор повного дифе­
ренціювання оа часом.

Існування деякого числа т  функціонально неоалежних розв'язків 
сист еми (б) еквівалентно існуванню для рівняння (3) такого ж числа 
роов’яоків S '( t ,x )  =  С 1, І — ! , т ,  тобто некеровності системи (1). 
Відповідно, справедливим є наступний результат:

Теорема 1 Якщо рівняння ($) допускає хоча tf один оператор си­
метрії вигляду

х  =  (»)
то система (1) -  некерована. Якщо ж рівняння ( І )  допускає скін­
чене число т < п функціонально-незалежних операторі* симетрії
Х х, Х і , . . . ,  Х т вигляду (9), тоді співвідношення

П% х )  =  С \  r , \ t ,x )  =  C \  Ч”Ч < ,*)=С " (10)

визначають рівнянні інваріантних поверхонь, по яким рухається
динамічна система з  керуванням.

Таким чином, встановлено, що будь « а  цілком керована система 
може допускати оператори симетрії вигляду X  =  f){S)ds. Крій 
того, оскільки праві частини рівнявші (3) ве залежать від 5 , система 
рівнянь (7), (8) також допускає вказаний оператор. А так як сукуп­
ність операторів симетрії утворює алгебру, можливо сформулювати 
наступний реоуяьтат

Т еорем а 2 Якщо оператор X  с оператором симетрії рівняння (3), 
то оператор X  =  [в.«.ЛГ] також  е оператором симетрії цього 
рівняння. ® !

Значення теорем 1 і 2 полягає в тому, що при подальшому роогляді 
можливо обмежитись вивченням операторів симетрії вагляд> |

X  =  гЦ,х,и)д,  +  ('(г,х ,и )д*  +  (11)

- »-



Співвідношення (7), (8) вперше були отримані в працях Ю.М. Павло- 
вського та  Г.М. Яковенка. Нижче проводиться їх подальший аналіо. 
Зокрема, відносно роов’яохів системи (7) сформульовані наступні ре­
зультати

Т еорем а 8 Якщо керована система (1) має г > 2 керуючих впливів 
(u1,m3, . . . , u t )> ect 3 яких -  істотні, тоді коефіцієнти (т,£‘) не за­
лежать від и : ти — ^  =  0. Відповідно, максимальною допускаемою 
групою в даному випадку е група еквівалентностей.

Фігуруюче у формулюванні теореми поняття "істотні” керуючі 
впливи ооначає наступне:

О зн ачен н я  1 Керуючі впливи uk (к =  1,г) будемо називати істот­
ними, якщо не можна знайти (г — 1) й: функцій v(t, х , «), таких, щоб
мали місце тотожності:.

x ' = f \ t , x , u )  = Ф‘(*,х,г>). (12)

Необхідна і достатня умова "неістотності’' керуючого впливу полягає 
в існуванні деякої повної системи операторів

Х і =  ifijdui, І < г, (13)

причому нові керуючі впливи v (t,x ,u )  е інваріантами системи (13). 
Досить часто у ролі таких операторів можуть зиступати оператори 
симетрії системи (1), для яких в цьому випадку виконується умова

Х і Ґ  =  0. (14)

Як випливає о теореми 3, необхідність роов’яоування системи (7) 
ари г > 2 відпадає. У випадку скалярного керування, система (7) є 
недовионаченою системою »  рівнянь відносно (п +  1) невідомої (т,
Для таких систем сформульовано наступний реоультат:

Теорема 4 Якщо вронскіап функцій tpl =  в системі (7) не 
дорівнює нулеві (W(ifi‘) ф 0), ї ї  загальний (канонічний) розв 'язок 
мас вигляд

т =  «г(*) +  £
Ь-0

( « )
с  =  / • * «  +  £  Щ *(1\

kmQ

- 9-



де, о — <r(t,x,u) - довільна функція (orM — ц па — “ визначення
коефіцієнтів (А \ В \ ) проводиться за наступним алгоритмом:

1) Знаходгиио розв 'язки лінійної системы рівнянь
t v - i

^ и ,+1Ґ)о, = ( - і ) * + 1г/я+7 < (їв)
<-0

відносно коефіцієнтів D,;
2) Визначаємо А; у відповідності з формулою:

A‘ = D - 1)’n( 7 ) L/m' ‘-c,m- ' ( ц )
m ^

3) Обчислюємо коефіцієнти В \ за формулою:
п — к—]

Вь = Ґ А к + l )m+lUm(Am+k+lU f i), к =  0 ^ 1 .  (18)
m =0

г л + 1  f i  _У важливому частковому випадку Un+ f % = 0 (Vi) наведені вшце фор­
мули оначно спрощуються:

А» =  1, Л{ =  О,
_______  (19)

В\ = /■ ЯІ = ( - с / ) —*/4, * = 0,П - 1 .

Яри невиконанні умов теореми (наприклад, якщо функції -  
лінійно оалежні), необхідно обмежитись рооглядом деякої підсистеми 
системи (7), для якої ці умови справедливі. Для решти невідомих 
роов’яоки будуються тривіальним чином і при цьому відбувається 
”цзраметричне рооширення” множини роов’яоків.

З вихованням представлення (15) для (т, £') оадача обчислення 
коефіцієнтів операторів симетрії сводиться до роов’яоування системи 
( т і  -  1) рівнянь в частинних похідних відносно невідомої функції 

Ці рівняння мають вигляд:
П— 1

£ о
ІВІ%£ -  XoH)Ufl -  (#§£ - XoBDUf*

-  Z (£ > W fl -  B i U f ) X  o a«  = 0, і =  V i ,
kmO .

r (*)_

(2 0 )

- і V/-



де В[ = ( - l ) m+]Um{Am+MU f ‘).
т=0

За допомогою отриманих співвідношень далі проведений аналіо 
рівних підалгебр, що допускаються системою (1). Зокрема, сфор­
мульовано наступний реоультат, що уоагальнюе вшценаведений ре­
оультат Г.М. Яковенка:

Т еорем а б Алгебра інваріантності (А) цілком керованої системи 
(1) в класі'операторів

■ Z  = r{t ,x )d t +C (t, х)дҐ  (21)

є скінчено вимірною
dim А  < » + 2. (22)

На закінчення рскзділу наведено приклади обчислення симетрій ріоно- 
манітних керованих систем. Зокрема, обчислено симетрії цілком ке­
рованої системи

* «  = „, = (23)
A* v

Система (23) допускає нескінченовимірний оператор симетрії, що мас
ВИГЛЯД

х  = п' ^ )  + x t t}9)d*+

+ (X {r l)g ) d f  +  ( Х 02Х ^ - 3)д д ч; і = Ц Г ^ Т .

Де 9 — 9(t , ас1, . . .  х) -  довільна функція. Хо — Х 0 + Х0 =
ак +  * і+10 , .

Проаналіоовано також клас цілком керованих систем

*' =  /Ч ")- » = М .  (25)

Для цього класу має місце умова Xvf ‘ — 0, що оначно спрощує си­
стему (20), оводячи ї ї  до вигляду

Х 0<т =  0, Х\<т =  0, . . . . ,  Х п-ісг =  0, * (26)

де Xk  =  k =  1 , n — 2, а вираз для коефіцієнта <р. приймає
вигляд:

=  -Х0и ^-%.  (27)

- 11-
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Система (26) -  повна та  має 3 функціонально-незалежні інваріанти, 
один о яких є очевидним -  lj3 = и, а два інших можуть бути пред­
ставлені у вигляді (якщо пооначити і =  ж0)

j
-s -

к — 1,2, j  =  0, її, (28)

в якому оа коефіцієнти Ь; можуть бути вояті будь які два 
функціонально-незалежні роов’яоки системи

1 /  ‘ • г-  ■ • Г  \ (  ь° \
0 U f x u p  ■ • и г

ь .  и (29)

0 цп- l f  і и п~гр  • ■ и - ^ р  > \  J

Тому і в цьому випадку обчислення можуть бути виховані до кінця.
Наступні розділи ілюструють ріоні аспекти застосування груп 

перетворень в різноманітних прикладних дослідженнях.
Тїіх, у третьому розділі об’єктом групового аналіоу стають ди­

намічні системи, праві частини яких містять фізичні параметри (кон­
станти):

Xі = f { t ,  х ,  а). (ЗО)

Під цей же клас відпадають і керовані системи при вивченні їх вла­
сних рухів (коли в =  const). Для системи (ЗО) роов’жзуєтьс* за­
дача про цілеспрямований пошук таких вевироджених замін змінних
V =  i ( t ,  х, а), і  =  *(«,*, а), b =  Ь(а), при яких нова система

(31)

містить меншу, ніж в (ЗО), кількість параметрів. Ця проблема, що 
є невід’ємною частиною параметричного аналіоу прикладних оадач, 
має важливе значення при оргавіоаоії процесу математичного мо­
делювання. Проаналізовано різні відомі підходи (істотні параметри 
сім’ї функцій, тг-теорема) та дано їх узагальнення. Принципове зна­
чении мас поняття ’’визначального” параметра.

Означення 2 Параметр рівніннг (SO) будемо шізнватн визначаль­
ним, »кщо рі*нжння не допускає то ньому неперервну групу переш»о- 
рень еквівалентності з  твірною:

X =  т (* ,« )*  + < Ч * ,Х ^  +  <S{o)a,. і (32)
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Відповідно, алгоритм введення необхідних оаміп оміштих вводиться 
до визначення інваріантів операторів (32), іцо допускає система (ЗО). 
При вионаченні числа вионачальних параметрів важливим є наступне 
спостереження:

Л ем а  1 Оператори симетрії (3S) при т ( і , х )  Ф 0, £‘( t,z )  ф
0, і№*(о) ф 0 утворюють повну систему.

Наведенна лема, однак, не гарантує виключеній г параметрів у ви­
падку, якщо динамічна система допускає r-мірну алгебру інваріан­
тності. Вирішальною обставиною в даному випадку є розв'язність 
відповідної алгебри. Як ілюстрацію до останнього оауваження ро- 
оглянуто кубічне рівняння

х 3 + а?х2 +  о ' і  +  а0 =  0, (33)

яке допускає тривимірну алгебру о баоисом

Х і = дх -  Здп> -  2а2Й„. -  а Ч » , (34) *

Хг = хдх +  + 2а'длі + 3 а°Ваа, (35)

Хз — х*дх +  (2а1 — (а2)2) д„і + (За0 -  а 'а г)9лі — с2а°Э„о. (36)

Але, о таблиці комутаторів алгебри

[ ХиХі ]  = Х и [ Х и Х ^ = 2 Х г, І Хг, Х 3] = Х 3, (37) •

випливає, що вона нероов’яона. Тому, іо трьох коефіцієнтів
(а2, а 1, а1*) вдається виключити тільки два. Наприклад, використо­
вуючи інваріанти операторів Х і, Х2, що мають вигляд

„2434 —1/3(  а \  (  0 в1 а2 2(а2)3\ _ / - ,
г =  ( * + з ) ( “ -  — + Л г )  ■ ' ю>

• ■
( і  (а2)2\  /  о а 1 а2 2(а2)3Л '2/3

= (а + з — + -1Г )  • (39'г

рівняння (33) оводиться до вигляду

,3
z 3  +  T Z  +  1  =  0  ( 4 0 )

о одним виовачальним параметром г.
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Щодо динаміки польоту рооглянуто оадачу про оведення (редук­
цію) до мінімально -  параметричного вигляду математичної моделі 
повпдовжнього власного руху літака, яка береться у вигляді

^  = У sin (9, ^  = Vcos0, • (41)
at at

~  =  (Дсї +  B ) - - S -  m ysintfj , (42)

d9 1 (  PV ' c  Л  
T t = m v { C' — S - m9COee) ’ -

де (h -  висота, L -  дальність, V -  швидкість, 9 -  кут нахилу тра­
єкторії, t -  час) -  є фасовими (змінними, (Р  -  тяга, су -  коефіцієнт 
під’йомпої сили,*т -  маса, S' -  характерпа площа, р -  густина повітря, 
д -  присконения вільного падіння, (А, В) -  аеродинамічні характери­
стики поляри) -  постійні коефіцієнти.

Основний реоультат тут такий: система (41),(42) допускає 9- 
вимірпу алгебру інваріантності о баоисом:

Хі  = tdt -  V d v -  2PdP -  2gd„

X i = h \  +  p  dp + pdf ,

X 3 — hD\ +  Ld[t -f V dv +  Pdp + 2Sd$ 4* gdg — 3p ,

X A =  pd, -  S9s , (43)

A's = dk, Х в = З і,

x 7 = du X i  = dA - c ) d B,

x a = td ,+  2hdK + 2L8l + Vdv -  2c,d^  +  2AdA -  2BdB.

Іо використанням інваріантів системи (43), що вояті у вигляді

к —

t

рівняння (41), (42) оапишуться наступним чином (онак* опущений): 

/ i= V s in 0 , L = V  cos в, (45)

А с і + В '  у 2тЯ ' т з '  (44)

pgSjAc* +  В) д _  ^  _  L PS
2т ’ 2т ’ 2т
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V =  P - У5 -з іп 0 , 9 =  ~ (k V .2 - c o s e j  (46)

і містять лише два визначальних параметри: Р  -  тягооиброєність та 
к -  аеродинамічну якість.

У четвертому рооділі досліджується проблема "схематизації” 
польоту, тобто проблема представлення деякого програмного (оада- 
ного) руху пілоту. Як відправне посилання використовується прин­
цип стаціонарності операторської діяльності (та випливаючий іо 
нього принцип стаціонарності динамічних властивостей інформації), 
що оумовлює представлення для контролю екіпажу таких "узагальне­
них” координат, які залишаються неомішшми при виконанні даного 
маневру. Мова йде, іншими словами, про пошук для оаданих рівнянь 
руху оаконів обереженая.

При заданій специфікації керуючих впливів оадача є тривіаль­
ною і полягає у відшуканні інваріантів. В рооділі розглядається дещо 
інша постановка оадачі -  про пошук таких специфікацій керуючих 
впливів, які б гарантували існування відповідних інваріантів, обері­
гаючи при цьому відому функціональну довільііість (ріоновид оадачі 
про рооділення оміпних).

Пропонується для визначення таких специфікацій використову­
вати групи, що допускаються системою (1). Для знаходження кін­
цевих реоультатів плідною є також ідея * умовної1' інваріантності та 
техніка інтегрування роов’язних структур.

Як приклад рооглянуто задачу "схематисації” ізоенергетичного' 
маневру типу "петля”. Для цього випадку в системі (ріьняння запи­
сано у оеороомірній формі)

Л =  V sinfl, (47)

L — V  сов0, (48)

V = Р  -  c,(or)Vs -  sin в, (49)

* =  в)> (50)

виконується умова P —cx(a )V i =  0, яка дає один з  необхідних перших
інтегралів =  Сі. Подальший апаліо оводиться до вивчення груп
симетрій, що допускає оператор

* o  =  d , - s i n 0 S w  f  ( CyV (5 1 )
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Для оператора (51) існує лише оператор симетрії

У =  Ь , (52)

але система (А'о, У) утворює розв'язну структуру, так як викону­
ються комутаційні співвідношення

—4

[А"0, У] = 0, [Хо,У,] =  - ^ - ( Х о - У ) ,  [У,У,) =  0, (53)
v 81П U

Де:

У\ =  7 г Ч і д'-V  зт в
Відповідно, для отримання необхідного закону обереження треба ви­
брати = cv(V) (як інваріант операторів У, Уі), В цьому випадку, 
якщо іо відповідної диференціальної 2-форми (Л -  онах операції оо- 
внішнього добутку)

П = (dV -Т sin Odt) Л (do -  (cyV -  Щ і щ  (55)

утворити диференціальну 1-форму

(56)
y j y j n ’ ;  1

то остання стає замкненою (оапис y j f t  позначає внутрішній добутої 
(аптидиференціювапня) оператора У на диференціальну форму ft). 
Дійсно, інтегруючи (56) отримаємо оакон обереження у вигляді:

І

V
c ,(V )V 3d V - V c o a e  = Ct . (57)

о
Далі проаналізовано ріоні частинні випадки, о яких як "узагальнена” 
координата запропонована величина

q =  k n ,v  -  V, =  С, (58)

де n , -  нормальне перевантаження, V, — V  cos в  -  горизонтальна скла­
дова швидкості, к -  постійний коефіцієнт, величина якого визначає
форму "петлі".'

У п’ятому роодіді методи групового аналіоу онаходать застосу­
вання в проблемах термінального керування, тобто в задачах, в яких



ціль керування полягає у переведенні об’єкту керування у оадапий кін­
цевий стан у оаданий момент часу. Аналіо таких оадач покаоує, що 
їх успішний алгоритмічний роов’яоок онайдений для досить вуоького 
класу систем, математичні моделі яких можуть бути представлені у 
вигляді

Xм  = и. (59)

На відміну від відомих підходів, які істотно спираються на диферен­
ціальну структуру системи (59), в роботі запропоновано використо­
вувати для синтеоу оаконіз термінального керування так о в ану "гру­
пову властивість” . Введено поняття про "рекурсивно керування”.

О значення 3 Рекурсивне керування -  керуванні, при якому керу­
ючі впливи утпворюютьсі на основі поточного значенні координат 
та деікого відомого (програмного) розв’їзк у  задачі керування за 
скінчене число ітерацій.

Реаліоація цього принципу передбачае наявність одного відомого про­
грамного роов’яоку (х(і), u(t)) та  інформації про алгебру інваріан­
тності керованой системи'(І). У цьому випадку алгоритм синтеоу 
о&кону термінального керування складається іо наступних кроків:

1. Виконується овуження допускасмої скінченовимірної алгебри 
X  =  CkXk на множину граничних умов

X F F  = „ = 0 , (60).

(термінальний многовид стає інваріантним);
2. В овайденій підалгебрі виділяється деяка n-мірна підалгебра, 

оператори якої утворюють повну систему, тут  же здійснюється кон­
троль "неінваріантності" вихідного (оаданого) роов’яоку відносно ви­
браної алгебри.

3. Проводиться пошук двох інваріантів даної системи операторів.
4. Роов’яоується иадача синтеоу шляхом представлення оаданого 

роов’яоку черео онайдені на попередньому кроці інваріанти.
Основою для вшценаведеного алгоритму є сформульована в ро­

боті теорема.

Теорема в Нехай (xa(t) ,u tt{t)) -  розв’язок задачі термінального ке­
рування для деяких граничних умов x(ta) =  х0, х(Т)  =  **; G -  п -

~Л В Б  ім. В Стефанихй 
АН України

- 17-
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ОК - оо єкт керування 

Мал. 1

мірна група симетрій, що die в просторі Т  х X  х U , для яігої тер­
мінальний многовид х  =  Хк, t — Т е  інваріантним многовидом, а ге­
нератори групи утворюють повну систему; тоді закон (терміналь­
ного) керування ("керуючий многовид”) може бути представле­
ний у вигляді одного функціонального співвідношення відносно двох 
функиіонально-незалежних інваріантів групи симетрій (коренів по­
вної системи)

Ф(а»І,у ї ) =  0. (61)

причому для отримання представлення (61) достатньо записати 
відомий розв’язок (jc0(t),**,.(<)) в термінах інваріантів wl,u>5.

Далі покапано, що коли для синтезу використовуються генератори 
групи еквівалентностей, то один о двох інваріантів (q ) не залежить 
від керування і названий "уоагальнено -  інваріантною’’ координатою, 
а другий інваріант (й), який о&лежить від керування, названий відпо­
відно "уоагальнено - інваріантним” керуванням.

Таким чином, оадача синтеоу в даному випадку - побудова оалеж- 
аості й = й(д), яка може мати чисельний роов’яоок. Функціональна 
схема системи керування для цього випадку представлена на мал. 1.
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В оаключному підрозділі п’ятого рооділу паведєпі приклади 
розв’язків термінальних оадач о використанням запропонованого ал­
горитму.

В шостому рооділі оастосувапня групового аналізу поши­
рюються на оадачі оптимального керування.

• В підрозділі 6.1 ставиться, а в підрозділі 6.2 -  рост’яиусться за­
дача про виведення оптимальних замикаючих співвідношень в опти­
мальних оадачах типу Майєра (випадок скалярного керування), коли 
для оптимальних керувань здійснюється включення типу иор! є  In tU . 
В цьому випадку вионачення функції Белмана V(t,  х)  та синтезуючої 
фуЕкції u(t ,x)  може бути одійснєно іо системи рівнянь

X xV = (д,  +  f d ^ V  = 0, (02)

X , v = ( f i d j ) v  = 0. (63)

На відміну від формаліому Гамільтона-Якобі-Белмапа, в якому іо си­
стеми (62), (63) виключається керуючий вплив u(t ,x)  о метою отри­
мання одноіменного нелінійного рівняння в частинних похідних пер­
шого порядку, в роботі реалізована ідея виключення іо системи (62), 
(63) функції V(t , x) ,  яка опирається на процедуру інвслютивного за­
микання операторів Х і  і Xj.

Сформульовано наступний реоультат:

Теорема 7 Нехай и( t , x)  -  закон оптимального керуванні (синте­
зуюча функція) для задачі оптимального керування типу Маіісра,
а X j ( j  =  1 ,2 ,. . .)  -  асоційована з  оптимальною задачею поєна си­
стема операторів з  матрицею коефіцієнтів А = |jaj||. Тоді система 
операторів X i , X j  має єдиний спільний інваріант (функцію Белмана 
V(t ,x ) )  в тому і тільки в тому випадку, коли виконується умова:

« гап і|!а‘|| =  п. (64)

Зручний в обчислювальному нлані критерій складає умова det А = 0, 
яку можна представити у вигляді

■X»+iJ-X»J ...JA ’jJX ijn  =  0, (65)

де ft =  dt Л diс1 Л . . .  Л dxn -  диференціальна (п +  1)-форма. Умова (65) 
утворює математичну основу розробленої автором ярої рами виве­
дення оптимальних оамихаючих співвідношень в системі аналітичних



обчислень ”REDUCE” іо використанням пакету "EXCALC”. Роогля- 
нуті різноманітні модельні приклади, що ілюструють роороблений 
алгоритм (задача про брахістохрону, оадача Цермело, модельна за­
дача виведення літального апарату на орбіту).

В підрооділі 6.3 роовинута теорія уоагальнюсться па випадок век­
торних (г) керуючих впливів. Покапало, що для цього випадку поря­
док і/ оптимальних замикаючих співвідношень, що мають вигляд

_  ф.! ^ х и иЬ-і)j > j  _  І̂ Г, (б6)

вионачаються оа формулою

-  2 0 - '

де п -  розмірність фазового вектора (х С Rn), г -  роомірність век­
тора керування, оапяс [о} on н ач ас ’’ціла частина а”. Число додаткових 
інваріантних співвідношень, що при цьому виникають, визначається 
формулою

N  = ги  — г» +  1. (68)

В підрооділі 6.4 на конкретному прикладі вивчені особливості 
роов’яоку оа допомогою рооробленого алгоритму оптимальних оадач 
типу Больца.

В підрооділі 6.5 вивчені точкові симетрії оптимальних процесів 
та проаналізована гіпотеоа А.О. Космодем'янського про те, що ”в 
ряді випадків ...д л я  екстремальних режимів рівняння руху інтегру­
ються в замкненому вигляді". Аналіо був проведений не о класичних 
міркувань Е. Нетер. коли вивчаються симетрії варіаційних функціо­
налів, а о наступної точки зору: які о симетрій вихідної (неоамкненої) 
системи допускаються оптимальною (оамкненою) системою.

Найбільш загальний результат с таким:
Р ропооиція 1 Група перетворень еквівалентності вихідної (не- 

оамкненої) системи о інфінітеоімальною твірною

X  = r(t, x ) d t + C(t ,x)d*  +  x ,u)du, t = l ,  n, (69)

допускається оптииальш ю  (оамкненою) системою для таких функцій 
tp(t,x,u),  які задовольняють умову

Х 0<Р = 0. (70)

(67)
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Цей реоультат певним чином підтверджує гіпотеоу А.О. Космо- 
дем’янського. Наведені приклади, коли оптимальні оамикаючі 
співвідношення співпадають іо замикаючими співвідношеннями, які 
отримані оа умови збереження в замкненій системі симетрій вихідної 
системи.

Заключний '-підрозділ 6.6 присвячений аналіоу особливих опти­
мальних керувань в системах о симетрією. Досліджується оадача 
про мінімум максимальної швидкості авіаційно космічної системи па 
етапі о ведення до горизонту (мал. 2).

Формалізація цієї проблеми приводить до роов’яоку оптиміоацій- 
ної задачі про мінімум функціоналу

м  множині розв’язків диференціальної системи (рівняня записані в 
беорозмірній формі)

h = V  ein(9, V = Fees а  — с*(л)У* — siu#
■ і . (72)

L  =  V  cos в, в = 8’п а  с»(л) ^  ~  008

I  = ішп/тахУЇ*)^ (71)

Мал. 2
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де h -  висота, L  -  дальність, V -  швидкість, в -  кут нахилу траєк­
торії, а  -  кут атаки, Р  -  приведена тяга (тягоооброєність), сх(а) -  
коефіцієнт лобового опору, Су{й") -  коефіцієнт під’йомної сили.

З  цією метою максиміоується гамільтоніан (Я ) по Р> що о вико­
ристанням наслідку теореми Нетер

rkH -  = Ск (73)

та очевидних симетрій оадачі (а, Ь, с -  групові параметри)

І = 1 + a, h = h + b, L ~  L  с} (74)

приводить (після ряду проміжних обчислень) до остаточного реоуль- 
тату t

Р  І І т и ,  если < 0; „
\  Рщт, если W, > 0. - 

де -  швидкість тангажу.
Таким чином, для оменшення максимальної швидкості АКС при 

пікіруванні необхідно утримувати режим максимальної тяги до по­
яви у АКС тенденції до обільшення кута тангажу (кута нахилу тра­
єкторії).

Такий роов’яйок спростовує традиційні уявлення про необ­
хідність відсічки тяги у верхній точці гірки, тобто виконання маневру
о Р  =  Ртіл- Результати моделювання руху АКС о обома способами 
керування оображені на мал. 3.

"Фіоика” даного явшца полягає в наступному: на початко­
вому етапі пікірування при оптимальному керуванні швидкість обіль- 
шується інтенсивніше, але втрата кута нахилу траєкторії менше, 
тому на оаключному етапі руху вплив ваги на роогін слабший, що 
й прповодить до остаточного ефекту оменшення максимальної шви­
дкості. Таким чином, замість використання для керування локальної
умови

dV
~  — * min, (76)

слід використовувати умову °
dV
—  — m m . (77)

Ціжаво відзначити, що умова и я =  0 ооначає баланс (рівність) 
сил* ортогональних до сили тяги.
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1 — Р  —  0, 2 —  Р  —  Р 5 0 Т

Мал. З і

В додатку наведена програма виведення оптимальних замикаю­
чих співвідношень в системі аналітичних обчислень ’’REDUCE”. .

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ ТА ВИСНОВКИ

Эфективний роов’яоок сучасних вадач керування рухомими 
об’єктами, оокрема літальними апаратами, зумовлює подальший ро­
звиток математичних методів аналізу їхніх моделей руху та тих оа- 
дач, які формулюються в рамках цих молелей: задачі програмування 
траєкторій, представлення програм руху екіпажу, скнтеоу законів
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оптималыюго та термінального керування.
1. У відповідності до прийнятої в дисертації концепції керування 

in оворотнім ов’яоком (u = u(t ,x)) ,  розглянута інтерпретація ма­
тематичних моделей динамічних систем о керуванням вигляду х' =  
f ' ( t , x , u) як недовионаченого рівняння в частинних Похідних першого 
порядку

5, + f '{ t ,x ,u )S ^  =  0

і вгозначено поняття про точкові симетрії цього рівняння. Отримані 
рівняння для обчислення коефіцієнтів інфінітеоімальних операторів 
симетрії та проаналізована можливість їх роов’яоку, оокрема, отри­
мані аналітичні роав’яоки системи {J, — f ' r u =  0;

2. Встановлена відповідність між властивістю керовності ди­
намічної системи о керуванням та  ї ї  симетріями. Показано, що вла­
стивість керовності о необхідністю овужує алгебри інваріантності, 
що допускаються:-по-перше, не допускаються оператори симетрії 
вигляду X: = rj(t,x)ds, а, цо-друге, алгебра інваріантності (Lj) опе­
раторів симетрії вигляду Х і  =  T(t,x)d,  +  £‘(t,x )d Ii має скінчену роо- 
мірність tdim Ъ-i < п + 2);

3. Наведені прикладі? обчислення операторів симетрії, оокрема 
обчислені алгебри інваріантності для класів керованих систем вигляду 
х(») = и та і ‘ =  / '(« ) ;

4. Введено поняття про визначальні параметри та істотні керу­
ючі впливи математичних моделей керованих систем. Запропоновано 
критерій вионачення істотності керуючих впливів. Нокаоано, що для 
систем о векторними керуючими впливами, всі о яких -  істотні, мак­
симально широкою допускаемою групою є група перетворень еквіва­
лентності;

5. Вивчені властивості проектовної алгебри Лі та сформульо­
вана теорема про редукцію моделер о параметрами. В Прикла­
дному плані оведена до найпростішого (мінімальнії -  параметрич­
ного) вигляду математична модель поводовжнього руху літального 
апарату. Показано, що при роогляді власних рухів ЛА іо 8 пара­
метрів моделі (5 ,P ,p ,m ,p ,A ,B ,c ,)  можна утворити 2 визначальних: 
аеродинамічну якість (к ) та тягоооброєвість (р);

6. Рао роблена методологія специфікації керуючих впливів яі 
функцій від інваріантів груп симетрій, що допускаються рівнянями 
руху, та  отриманні на цій основі (в раоі достатньо широкої групи)
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оаконів обережених. Як приклад отримана серія законів збереження 
при виконанні ізоенергетичних маневрів літака у вертикальній пло­
щині та, на підставі цього, рекомендована програма виконання "петлі 
Нестерова”;

7. Сформульовано новий принцип керування іо зворотнім 
зв'язком -  рекурсивне керування, при якому керуючі впливи виробля­
ються на основі як поточних оначень координат, так і деякого про­
грамного розв'язку оадачі керування оа скінчене (і наперед відоме) 
Число кроків. Роороблено алгоритм визначення оаконів терміналь­
ного керування, який реалізує принцип рекурсивного керування для 
систем о симетрією. Доведено теорему про представленая закона 
термінального керування, що отриманий іо використанням симетрій, 
у вигляде одного функціонального співзідношення між "уоагальнено
-  інваріантним керуванням” та  "узагальнено -  інваріантною коорди­
натою”;

8. Роороблемо представлення роов’яоків оадач оптимального ке­
рування у вигляді диференціального оворотнього зв'язку. Процедура 
виведеная замикаючих диференціальних рівні ь для керуючої оміа- 
иої е регулярною тл  реалізована в системі аналітичних обчислень 
"REDUCE”. Роов’явок задачі Коніі для відповідного рівняння в ча­
стинних похідних дає можливість визначати оахон керування (синте- 
оуючу функцію) в неявному вигляді. Як приклад рооь’яаана модельна 
оадача виведення ЛА на орбіту;

9. Отримані умови симетрії оптимальних процесів та  на' 
основі цих умов проведений порівняльний аналіз симетрій вихідної 
(неоаміненої) системи та оптимальної (замкненої) системи. Зо­
крема, з ’ясовано, що оптимальна система допускає проектовну груїіу 
вихідної системи, що певним чином підтверджує гіпотезу А.О. Ко- 
смодем ‘янського;

10. Роов’яоана оадача про оптимальне керування гагою 
авіаційно-космічної системи на етапі зведення до горизонту. От­
римані умови оптимального вимикання двигуна за  умови мінімума. 
максимальної швидкості (w, -  0). При керуванні АКС згідно о за ­
пропонованим способом можливо оменнгати максимальну швидкість 
на 10-15%.
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Защищается рукопись на основе 39 работ, которые содержат те­
оретические исследования по симметрийпому аналиоу управляемых 
систем и "го приложениям к оадачам динамики полета. Исследованы 
симметрийные свойства математических моделей управляемых си­
стем, функционирующих по принципу управления с обратной свяоыо: 
разработаны алгоритмы вычисления симметрий, установлена свянь 
между свойством симметрии и управляемости. В прикладном плане 
осуществлена разработка алгоритмов приведения математических 
моделей летательных аппаратов к минимально -  параметрическому 
виду, иоучены проблемы "схсматиоации" полета, 'аботан прин­
цип рекурсивного управления в термипальпых о решена оа-
дача о минимуме максимальной скорости авиационно-космической 
системы на етапе приведения к гориоонту.

L ehenkyi V .I. Symmetry analysis of controlled systems алеї ite
application in problems of flight dynamics.

Thesis for the Degree of Tecnical Sciences, Speciality 20.02.12 -  Mil­
itary Cybernetics, Informatics, System Analysis, Operational Investiga­
tions and Modelling of Fights (Air Force), Kiev Institute of Air Force,
Kiev, 1996.

The defence is based on the 39 papers containing theoretical inves­
tigation on symmetry analysis of controlled systems its applications
to problem of (light dynamics. Symmetry propertiei * - 1
models of controlled systems with a feedback are studies 
find symmetries are developed, a connection between eymuiei” ' 
trollabiliiy is established; applied algorithms are developed 
mathematical models to minimal - parametric form; problem 
"etructuralization" are studied, principles of recursive control ii, 
problems aie developed. A problem of minimization of maximum 
ity of space systems on the stage of approaching horizontal line is bo»**..-

Ключові слова: симетрія, група Лі, алгебра Лі, динамічна
система о керуванням, літальний апарат, динаміка польоту, тер­
мінальне керування, оптимальне керування.


