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ЗАГАЛЬНА Х А РА К ТЕРИ С ТИ К А  РО БО ТИ

А к т уа л ьн іст ь темат ики. Неперервні (ланцюгові) дроби 
були об’єктом вивчення і засобом наукових досліджень багатьох 
видатних математиків минулого. За допомогою неперервних дробів 
розв’язано важливі задачі теорії функцій і диференціальних рівнянь, 
теорії чисел і обчислювальної математики. Ланцюгові дроби 
застосовуються, зокрема, для зображення гіпергеометричних функцій, 
для розв’язування проблеми моментів, для побудови аналітичного 
продовження функцій, заданих у вигляді рядів. Детальний історичний 
огляд, присвячений неперервним дробам, викладено у монографії 
У.В.Джоунса і В.ДжЛ рона {Джоунс У, Трон В. Непрерывные дроби. 
Аналитическая теория , и приложения: Пер. с англ. - М.: Мир, 1985. - 
414 с.).

Говорячи про неперервні дроби, а також тісно пов'язані з ними 
апроксимації Паде, їх порівнюють з такими засобами зображення 
аналітичних функцій, як ряди або нескінченні добутки. Якщо 
степеневий ряд, що являє собою аналітичну функцію, збігається у крузі, 
радіус якого визначається віддаллю до найближчого полюса, і 
розбігається зовні цього круга, то розвинення основних елементарних 
функцій в ланцюгові дроби, як правило, збігаються у всій комплексній 
площині,- за винятком полюсів функції. Тому неперевні дроби 
викликають не тільки теоретичний інтерес, але й є важливим апаратом 
обчислювальної математики. Іншою причиною перспективності 
застосувань ланцюгових дробів у обчислювальній математиці є 
властивість їх обчислювальної стійкості (мале накопичення похибок у 
процесі обчислень).

Щоб зробити неперервні дроби більш зручними для обчислень, 
потрібно якомога більше знати про швидкість їх збіжності і про їх 
обчислювальну стійкість. Основою для розв’язування цих проблем 
виявилась теорія збіжності, що була розроблена виключно з позицій 
розвитку аналітичної теорії ланцюгових дробі».

За останні ЗО років саме поняття ланцюгового дробу розширилось. 
З'явились такі важливі для застосувань поняття, як операториї (у 
роботах P.Wynn, W.Fair, T L .Hayden, E A .Roach) і гіллясті ланцюгові 
■роби (у роботах В.Я.Скоробоїатька, Гі.І.Боднарчука, Д.1.Боднара, 

Х.Й.Кучмінськбї, М.О.Недашковського, A.Cuyt, W.Siemaszko, J.Murphy, 
M.R.G’Donohoe). В основі цих понять лежать різні ідеї узагальнення 
звичайного ланцюгового дробу. Запропонований М.С.Сявавком новий 
нелінійний математичний апарат операторних інтегральних ланцюгових 
дробів по мірі охоплює різні види ланцюгових дробів ( за рахунок 
вибору міри інтегрування, вибору МНОЖИН, _0Q- яких, ведеться 
інтегрування, вибору алгебри, а також за рахунок підборр,компонент 
дробу). • I A i f - K r r m j 4



Застосування апарату неперервних дробів для побудови чисельних 
методів розв’язування конкретної задачі вимагає вибору того чи іншого 
різновиду такого Дробу: звичайного, матричного, операторного,
гіллястого, інтегрального тощо. Гіллястий ланцюговий дріб відіграє 
стосовно до функцій багатьох змінних таку ж роль, як звичайний 
неперервний дріб відносно функції ол^ієї змінної (Cкоробоппько В.Я. 
Теория ветвящихся цепных дробей и ее применение в вычислительной 
математике.- М.: Наука, 1983,- 312 с., Боднар Д.И. Ветвящиеся цепные 
дроби. - К.: Наук, думка, 1986. - 176 с.). Інтегральний ланцюговий дріб 
як деяке неперервне узагальнення дискретного поняття гіллястого 
ланцюгового дробу дає можливість здійснювати дробово-аналітичне 
зображення функціоналів (операторів). В деяких випадках використання 
інтегральних ланцюгових дробів для наближення розв’язків матричних, 
інтегральних, інтегро-диференціальних рівнянь має певні переваги перед 
використанням для uiti' мети інтегро-степеневих рядів Вольтерри.

У монографії М.С.Сявавка (Сявавко М.С.  Інтегральні ланцюгові 
дроби. - K.: Наук, думка, 1994. - 206 с.) наведено велику кількість 
прикладів застосувань інтегральних ланцюгових дробів. Розв’язки 
багатьох задач математичної і теоретичної фізики формально подано у 
вигляді інтегральних ланцюгових дробів. Разом з гим питання про 
збіжність значної кількості таких розвинень є відкритим.

То,му не викликає сумніву актуальність подальшої розробки 
аналітичної теорії інтегральних ланцюгових дробів, зокрема, теорії 
збіжності, дослідження обчислювальної стійкості (стійкості до збурень) 
різних класів інтегральних ланцюгових дробів.

M ст ою  дисерт аційної робот и  є встановлення ефективних 
достатніх ознак збіжності інтегральних ланцюгових дробів з дійсними та 
комплексними компонентами, виділення класів інтегральних 
ланцюгових дробів, що мають властивість обчислювальної, стійкості 
(стійкості до збурень).

М ет о д и к о . досліджень* В дисертаційній роботі викорис­
товуються методи математичного аналізу, теорії функцій комплексної 
змінної, аналітичної теорії ланцюгових дробів та їх узагальнень.

IIa y коалі новизна р о б о т и пол я га є
- у дослідженні інтегральних ланцюгових дробів зі змінними 

межами інтегрування (включаючи і нескінченні межі);
- у встановленні рекурентних формул для дійсної і уявної частин 

залишків інтегральних ланцюгових дробів;
- у застосуванні методу фундаментальних нерівностей для 

дослідження збіжності інтегральних ланцюгових дробів з комплексними 
компонентами;
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- у встановленні ефективних достатніх ознак інтегральних 
ланцюгових дробів з оцінками похибок апроксимації;

- у розробці методики дослідження обчислювальної стійкості 
(стійкості до збурень) інтегральних ланцюгових дробів з дійсними і 
ком плесни Nm компонентами та її застосуванні.

Н аукова  та практична цінність робот и. Робота має 
теоретичний характерні її результати сформульовані у вигляді теорем. 
Отримані результати можуть бути використані для подальшого розвитку 
аналітичної теорії гіллястих ,та інтегральних "ланцюгових дробів. 
Розроблена методика дослідження множини значень інтегр&тьних 
ланцюгових дробів, швидкості їх збіжності га обчислювальної стійкості 
може бути застосована для аналізу розв’язків задач математичної і 
теоретичної фізики, знайдених за допомогою гіллястих та інтегральних 
ланцюгових дробів. •

Ocitoeui полож ення дисерт ації, що виносят ься на захист :
- встановлення найбільш загальної (серед відомих на даний час) 

достатньої ознаки збіжності інтегральних ланцюгових дробів з 
дійсними компонентами і аналога тдореми C лешииського- 
Прінгсгейма, який включає в себе раніше доведені ознаки збіжності 
даного типу (як гіллястих, так і інтегральних ланцюгових дробів з 
комплексними компонентами);

- нова методика дослідження збіжності інтегральних ланцюгових 
дробів з комплексними компонентами, яка базується на використанні 
формул для дійсної і уявної частин залишків інтегральних 
ланцюгових дробів, і отримані з її допомогою достатні ознаки 
збіжності інтегральних ланцюгових дробів;

- дослідження властивості обчислювальної стійкості (стійкості до 
збурень) різних класів інтегральних ланцюгових дробів з дійсними і 
комплексними компонентами.

Особистий вклад  дисертант а. Всі наведені в дисертації 
основні результати одержані самостійно. Із спільних робіт використано 
лише ті результати, які одержані дисертантом.

А проб ац ія__ робот и. Результати дисертаційної роботи
доповідались на семінарах з аналітичної теорії ланцюгових дробів та їх 
узагальнень (керівники: Д.І.Боднар, проф. В.Я.Скоробогатько), на YlII 
Республіканській конференції 'Нелинейные задачи математической 
физики и задачи со свободной границей" (Донецьк, 1991р.), на 
міжнародній школі-семінарі "Ланцюгові дроби, їх узагальнення та 
застосування" (Верхнє Синєвидне, 1994 p.), на Всеукраїнській науковій 
конференції “Застосування обчислювальної техніки, математичного 
моделювання та математичних методів у наукових дослідженнях” (Львів, 
1995 p.), на Всеукраїнській науковій конференції “Розробка та 
застосування математичних методів в науково-технічних дослідженнях",
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присвяченій 70-річчю від дня народження проф. П.С.Казімірського 
(Львів, 1995 p.).

П уб л ік а ц ій  Основні результати дисертації опубліковано в 
роботах 11-8].

С т рукт ура  І обся г. Дисертація складається зі вступу, 8-ми 
параграфів, об’єднаних у два розділи, висновків та списку літератури, що 
містить 58 найменувань. Загальний обсяг роботи - 141 сторінка.

ЗМ ІСТ РОБОТИ

У вступі подано короткий 'огляд положень, що безпосередньо 
стосуються теми роботи, викладено основні результати дисертації.

Перший розділ присвячено питанням збіжності інтегральних 
ланцюгових дробів.

У § 1.1 з'ясовується поняття інтеграпьного ланцюгового дробу та 
деяких основних понять теорії збіжності.

Нехай області G k C l R k (к  — 1 , 2 ,  . . . )  характеризуються 
такими співвідношеннями:

G 1 =  { r , : а х <  Tx <  Д  } ,  

G 2 =  H r l t T2 ) :  Tx e G x, Oi2 ( T x )  <  T2 <  P 2 ( T 1 ) ) ,  

G k =  { ( г , , . . . ,  тк): (тх, . . . , т к_х) e G k _ x,

, а * ( Г 1>--‘ > Г * - і )  -  Г к *  Р к ( г {, . > . , т к _ х) } ,  ___
де а , ,  Д  - сталі, а р(ту,...,трА), Р р(ТЛ,...,Тр_х) ( р  =  2 ,CO) -

неперервні на G р _і функції. Вважаються також можливими випадки

(один з них або довільна їх комбінація), коли а ,  =  -оо,. Д ( =  со,

а р (тх,...,тр_х) =  -о о , Р р (Т\,...,Тр_х) =  оо. При цьому нестрогі
нерівності у співвідношеннях (1) заміняються на відповідні строгі 
нерівності.

Означення 1.1. Інтегратьним ланцюговим дробом (ІЛД) 
називається послідовність виразів вигляду

„  Pk(Tk~])
f  A l  П  ff n = bO + D J і  ,  Js .  -

6



( n = 1,2 ,... ), тк = ( г , , . . . ,  тк) є Gk, b0 - стала, ак(тк), Ьк( г к)

належать простору неперервних на Gk функцій ( к — I, п ).
Для скороченого запису нескінченного інтегрального ланцюгового 

дробу використаємо позначення
«  Рк(гк~') , к, ,

Ьо + D  J №
Функції O1(T 1) 1 а2(г" ), ... називаються частинними

чисельниками 1ДД (3), ^ ,( г 1) , Ьг(г~),  ... - його частинними
знаменниками; скінченний ІЛД вигляду (2) називається П-м підхідним 
дробом або П-ю апроксимантою ІЛД (3). Вважатимемо, що всі частинні 
знаменники ІЛД відмінні від нуля на областях Gk .

Означення 1.2. Нескінченний інтегральний ланцюговий дріб (3), 
для якого існує скінченна границя K  послідовності { /„ }  підхідних 
дробів, називається збіжним. Тоді вважається, що значення ІЛД 
дорівнює цій границі. Різниця K -  f n називається похибкою 
апроксимації W-го підхідного дробу.

Покладемо

f t V ) - M r * ) +  D  ( 0£ *< Я) .

Q S iT nY= Ь„(т"). (4)
Вирази Qk" ( Г* )  назвемо залишками ІЛД (3).
Еквівалентне перетворення інтегральних ланцюгових дробів - це 

перетворення, що не змінює величини .підхідних дробів. За допомогою 
еквівалентного перетворення ІЛД (3) можна звести до виглшу

. і ,  л — _____— -

J A ( r ‘ ) , 2 \ J
" 1 A 1 C r 1 ) +  f  — 5 - - - - - - - - - - - -

«.(,■-') *"<'"> <2’

7



O0  /M r * '1)
(5)

Означення 1.3. Інтегральний ланцюговий дріб (3) збігається
оо

абсолютно, якщо є збіжним ряд 'У \fk —
* = і

Вважатимемо, що для ІЛД (3) виконуються фундаментальні 
нерівності, якщо існують такі додатні сталі р к ( к  >  1), що для

довільних натуральних к,  р  ( р >  к )  при Tk є  Gk справджуються
співвідношення 

л

І
і(г*)

■ рк ■ (6)

Наведено теорему 1.1.1, у якій сформульовано достатні умови 
збіжності ІЛД, для яких справджуються фундаментальні нерівності.

У § 1.2 вивчаються питання збіжності інтегральних ланцюгових 
дробів з дійсними компонентами. Можна прйпустити, що всі частинні 
знаменники таких інтегральних ланцюгових дробів додатні. У інших 
випадках цього завжди можна досягти, помножуючи відповідні частинні 
чисельники і знаменники на -1. Частинні чисельники ІЛД з дійсними 
компонентами можна записати у вигляді

ак(тк) = ак+і г к) + ак-(тк),
де

о ^ ( г * )  =  а к ( т к ) + Ы т к ) I . C k - ( T k )  =  а ^ Т- 1 ~ \ ^ А ікА

Теорема 1.2.1. Нехай для інтегрального ланцюгового дробу (3) 
існують такі неперервні функції gp(Tp ), що

А 0 \ { г  )
а М Т )

сітх =. M  < оо;

O < 8р(тр) й Ь р(тр), Tp E Gp, р >  1;

при всіх г*~! к_ j (к £  2) виконуються умови

Рк(тк-1
Цак (Tk)dTk j

<

а к( г*'1) )  2

(7)

(8)

(9)

8



Pk(rk- X)- Pk +l ( r  ) + /  Ic+ K i

I ак\ т к) Ь к{ тк)+ I -aM r
V e*+1(r*) g *+ l(r  ) .«*(*'* ’)

d r  L

Pk{Tl  l ) \ o k  ( r k ) \ d T k
- I  L- ~ r h -  + bk - ^
«*(г*-') ^ ( r )

(10)

ra існують такі додатні сталі h k (к > 2),  що

W ^ H d r kPkUk л)\

I
■, 4 -І, , А(ГГ ) К " ( Г‘ ) ‘,Г*

**-|(г*-‘) - 2  J 1---- - 4 - г
**<г >

- г 1

(11)

Тоді ІЛД (3) є збіжним, якщо ряд ^  я к розбігається. Швидкість
к - 2

збіжності характеризується нерівністю

І *  -  A l  * А / П ( 1  + (12)  
к = \

Ця теорема є найбільш загальною (серед відомих на даний час) 
достатньою ознакою збіжності ІЛД з дійсними компонентами. Але умову 
(10) перевірити не завжди просто. Тому в роботі наведено більш 
ефективну, але менш загальну теорему 1.2.2, де розглядаються ІЛД із 
скінченними межами інтегрування (починаючи з другої ланки), а умови 
(8)-(1. Ij замінено жорсткішими умовами. При виборі
gp(T*) =  (1 + ( г ' ) / 2  (0 <  /?  <  1/4) теореми 1.2.1, 1.2.2

можна розглядати як континуальні узагальнення ознаки збіжності 
гіллястих ланцюгових дробів з дійсними компонентами, встановленої 
Д .І.Боднаром, Х.Й.Кучмінською.

У § 1.3 ілюструється застосування методу мажорант для
дослідження збіжності інтегральних ланцюгових дробів, частинні 
чисельники і знаменники яких - комплекснозначні функції.

Означення 1.4. Інтегральний ланцюговий дріб

і И * *Pkirk-') Я*

або звичайний ланцюговий дріб

(13)

\  +  D f
A = 1 Ьк 
9
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з Комплексними компонентами називається мажорантою інтегральноїт) 
ланцюгового дробу (3), якщо існує такий номер т0 і додатна стала N , 
що для будь-якого натурального т , т > /W0

| / « + 1 - / т і  ^ | / т+ | - / т |, (15)

де / т - т -й підхідний дріб ІЛД (13) або (14).

Теорема 1.3.1 Якщо існують такі неперервні з додатними 
нн

всіх Tk є  Gk ( к >  1) виконуються умови

значеннями на Gt функції gk( r k), що справджується умова (7) і при

|»*(г*)| і  » ( « * )  +  I  (16)

«*+1\
то ІЛД (3) є абсолютно збіжним, і область його значень і значень всіх 

його підхідних дробів належить кругу

pH A\z~bo\̂  J т~Пі '' (,7)
- . ® ( г )

Цю теорему можна інтерпретувати як найбільш загальний 
континуапьний аналог ознаки Слешинського-Прінгсгейма. При різних
способах вибору функцій (зокрема, g * ( r * ) = l >

g k( i k ) = jaA(r*)j ) можна отримати ознаки, що були доведені раніше

Р.1.Михальчуком, М.С.Сявавком.
Використовуючи метод мажорант і першу інтерпретацію фунда­

ментальних нерівностей для звичайних ланцюгових дробів ( Wall H.S. 
Analytic theory of continued fractions. - New York: Van Nostrand.- 1948.- 
433 p.V доведено теореми 1.3.2, 1.3.3, у яких досліджено збіжність ІЛД 
вигляду (5) і встановлено області їх значень.

§ 1.4 присвячено доведенню деяких достатніх ознак збіжності 
інтегральних ланцюгових дробів певного вигляду за допомогою методу 
фундаментальних нерівностей, що раніше застосовувався тільки при 
дослідженні гіллястих та інтегральних ланцюгових дробів з дійсними 
компонентами. При цьому вперше досліджуються множини значень

дійсної и*”(г* ) та уявної частин залишків Qkn^Tk j.

IO



S0 / г _ --------------------------- S i i V i L — --------- ----------(18)

І ,( г  ( ' e x p ^ r ' ) )  + D  І  І 1 , J  д

де / - уявна одиниця, встановлено такі формули
» п" ( О  =  |б п( г " ) | с 0 8 ^ и( г " ) ,  у „ ” ( г " )  =  | 6 „ ( r ” ) | s i n ^ я ( г " ) ;  (19)

ик " ' ( г * )  =  \ьк ( г *  І  c o s  <Рк ( г * )  +  

л At+і(г*) А>ЛГ ') > » a  (fP\dT
+ Z  J J M ^ ^ co s ^ r'" ) П  -р— Ц г . (20)

W=*+1o*+| ( r ‘ ) а и (ги - 1) P=t + l  \Qpn(r P )I

v * " (r *) = M r ^ sin ?>*(И ) +

n Pk+l(r*) ’) m L  (гН<Лг_
+ Z H  I  ••• J IЬт(х"\щ <рт(іГ )  П | p- - ^ /  (21)

m=*+1 e t+,(r*) « „ ( Л 1) P=*+1 CpV ) )

(у припущенні, 1ЦО Q p ( t P) *  0 , p  = + I, n\ к -  /1—1) .

За допомогою цих формул отримано деякі оцінки для икп(г * ) , 

г кп(тк), \<2кп{тк)\ [к = I, « j , сформульовані в лемах 1.4 - 1.8.

Лема 1.6. Якщо при всіх натуральних к , Ш (к  < ПІ)

- | S n (r‘ ) + ( - l ) ' - * * V .( r " ) s i  («* є  Gt , ґ" є Gm) , (22) 

то має місце оцінка

|etn(r * ) |> |v (r * | (15 к<, я). (23)
Лема 1.7. Нехай при всіх натуральних р  компоненти ІДД (18) 

задовольняють такі умови

0 ^ *  f , - 1 S  <РгР{*1р)  ^ 0- (24)
Тоді для всіх натуральних п, Пі>2р  має місце оцінка (23) і

V2V , ( ^ 1) * Ы г !'~ ‘) Н  ’ ■

4 ' ' ) ! М ' , 1 ! і " , ' ' ( г1' )  <и >

Il

Для інтегральних ланцюгових дробів вигляду



Встановлені в лемах оцінки використовуються при доведенні 
достатніх ознак збіжності ІЛД (18).

Теорема 1.4.1. Сукупність умов

< <рр( г р) <  j  ( r '  є  Gp , р  > і);

Р\

1

(26)

(27)

< у  < 1 (к  >  2 )  (28)

достатня для абсолютної збіжності ІЛД (18) і для виконання нерівності

\ К - / \ < М у " ,  . (29)
де K  - значення ІЛД (18).

Теорема 1.4.2. Якщо компоненти інтегрального ланцюгового дробу 
(18) задовольняють умови (24), (27), а також

< М  ( ^ -1 k > 2 ) ;  (ЗО)

існують додатні сталі Kk (к >  2 ), такі, що

J
Vя *

Iа» (f t I _ _ d r  і

K r

-1

И - Ч і,( г ‘ Ч
d r i (ЗІ)

і ряд Kk с розбіжним, то ІЛД (18) збігається, причому швидкість 
к=2

збіжності характеризується нерівністю

* Г ' ) - \ak{r k)\drk

вл г * -ч М г* ї 6*-,('г*~І)
\ 2

l« - / , is « f l ( i  + ^)"'': '
A=2

12

(32)

x < JL
л к ' .

> и
d r j  = M  <  OO-,

M ’k ')

J

I
|*A И J r 1

( r » - l
» V )

X

J1*!



Для інтегральних ланцюгових дробів вигляду

, ' f  ' ‘" И
d T \

m v

"  > A (

a I l  /  41 00 V

M r I + ^
1 1 k - 2  I

r * - )

f \a k 1И - sxp(i0 , (r‘ ) K  '
J

U
де І - уявна одиниця, побудовані формули для дійсної і уявної частин 
залишків ІЛД, на основі яких встановлено оцінки множини значень
залишків (леми 1.8 - 1.12), а також достатні ознаки збіжності

(теореми 1.4.3 - 1.4.5).
Лема 1.9. Нехай компоненти ІЛД (33) такі, що для всіх 

натуральних р  ( р > 2 )

0 < Є„{т') < £ ■(гР'е?Л (34)

їр £ G p, Tp u  e G p+x). (35)

Тоді для всіх натуральних к, П ( і  $  к  < #*)

■ « " И г 'М 4 v * " (r * )> 0 . (36)

Лема 1.10. Нехай компоненти ІЛД (33) такі, що для всіх
натуральних р  ( р > 2 )

- | S ( ?p( r " ) < 0 ( r/’ e G p ) (37)

Р e G p, є С р+1). (38)

Тоді для всіх натуральних к, П (I <  к < п)

v * " ( r * ) < 0 . (39)

Теорема 1.4.3. Нехай компоненти ІЛД (33) ігри всіх г*
(А > 2) задовольняють умови (34) (або (37)), (35) (або (38)), (27), (28). 
Годі ІЛД (33) є абсолютно збіжним, і виконується нерівність (29), де 
K-  значення ІЛД (33), f n - його rt-й підхідний дріб.

Теорема 1.4.4. Нехай компоненти ІЛД (33) задовольняють умову 
(27), а також при всіх г к є  Gk (к > 2 )  справджуються умови (ЗО), (31),

(34) (або (37) ) і |0*(r*J S |0*+,(г* +‘| .  Тоді ІЛД (33) збігається, і 

швидкість його збіжності характеризується нерівністю (32).

П



Леми 1.9.-1.12, теореми 1.4.3.-1.4.5 присвячені дослідженню ІЛД 
вигляду (33), частинні чисельники яких (за винятком, можливо, 
першого) мають невід'ємну дійсну частину. Встановлено також деякі 
ознаки збіжності ІЛД вигляду (33$ область значень частинних 
чисельників яких (за винятком, можливо, першого) знаходиться у 
другому чи третьому квадранті (леми 1.13, 1.14, теорема 1.4.6).

Доведено також одну достатню ознаку збіжності інтегральних 
ланцюгових дробів вигляду (5), яку можна інтерпретувати як деякий 
континуальний аналог теореми про параболічну область збіжності 
(теорема 1.4.7). Попередньо доведено лему 1.15 про оцінку значення 
дійсної частини залишку ІЛД цього класу.

У § 1.5 розглядаються періодичні ІЛД вигляду

J0 Z f ---------------- a f a t e -----------------, ,40,

і  =2 а Ь\ гк-І>тк)
де a,  f)  - сталі.

Теорема 1.5.1. Якщо існують такі функції £ і ( г і ) ,  g ( г, £ ) , що при 

т є [а, /?], £  є  [а , г] неперервні, набувають додатних значень і при 
всіх натуральних к,  S ( 1 <  к  <  S)

(Gij ( t I)) ^ £ і ( г і)> | і ? / ( г* -ь  г *)| ^ g ( Tk - 1» тк)

( 7, є  [а, р\ тк є  [а, тк_х] ), (41)
то ІЛД (40) збігається абсолютно, причому швидкість його збіжності 
характеризується нерівністю

.  , M 1 M nI f l -  а )" +| ,  .

^  т , 2 ’ « ^ ‘(п +  І)! ( <42)
де K  - значення ІЛД (40), f n - його W-й підхідний дріб,

/я,= min g,(rj), m = тіп g(r,£). (43)

Використовуючи оцінки значень (і £  к й п),  одержані у

SS 1.2 - 1.4, конкретизується спосіб вибору функцій £ |( г | ) ,  g( r, £).
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У другому розділі викладено результати дослідження однієї
важливої властивості апарату інтегральних ланцюгових дробів -
властивості обчислювальної стійкості (стійкості до  збурен

Якщо компоненти Ь0, j збіжного ІЛД

*0 + D J - . V n -  <44>
i = 1a * ( r * - ‘ ) bkV )

замінено деякими значеннями ctk^г кj, b f ^ r j ,  то значення K
інтегрального ланцюгового дробу

ь>+ D  S 4 т т г ‘ <4S>
іі= і - 

«* И
(якщо він збігається) може дуже суттєво відрізнятись від значення K  
ІЛД (44).

Нехай Abn, Aak [тк ], Abk^ric j - похибки обчислення (збурення) 

компонент ІЛД (44), тобто

Ab0 =  Ь0 - Ь 0, / к Ц г 4) = г г * (г * ) -а * (г * ) ,

ЛЬк( г к) = Ьк(тк } - Ь к[тк) ( к >  1), (46)

f i r  In ' підхідні дроби п -го порядку інтегральних ланцюгових дробів 
(44) і (45) відповідно, Afn = f n -  f n. Вважатимемо похибки обчислення 
(збурення) компонент ІЛД (44) обмеженими, тобто

IAak^rkJi < А ' \  \лЬк[тк \̂ < А 2\

де - додатні сталі.
Означення 2.1. Якщо існують такі незачежні від п додатні числа

C і, C 2 , що

. \Afn\ < |ito0| + C,J,} +C2J2K (47)
то вважатимемо, що ІЛД (44) має властивість обчислювальної стійкості 
(стійкості до збурень).

У § 2.1 виведено формули, що встановлюють зв'язок між 
похибкою обчислення (збуренням) підхідних дробів інтеграіьного 
ланцюгового дробу (44) і похибками обчислення (збуреннями) його 
компонент, на основі яких досліджено стійкість до збурень інтегральних 
ланцюгових дробів загального вигляду.
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Теорема 2.1.1. Припустимо, що. існують такі додатні сталі М,  ,
H , H , D,  D , р,  р  ( р р  < 1), що дія інтегральних ланцюгових дробів 
(44) і (45) для довільних натуральних п,  к,  р  { \ < к < п , \ < р <  п)
при г* є Gk , тр ^ G p виконуються такі умови 

Р\ i t f | ( r 4 j  Pl І

«

! е р " ( г ' | >  H - ' ,  І е Д г ^ г Д - ' ;  (49)

M t*) . й -'М
Г   —Ш_____________________________________<п Г t+l < п rsm

Pk A lk
/• j“ *+1V л” **+1 _  г |д*+ і(г ) |^ r *+i

{,.,ИФ '̂Гp' .,І*)№КРЇ5'’1
Толі для похибки обчислення (збурення) підхідного дробу П-то 

порядку ІЛД (44) має місце така оцінка
M  

\ - р р \

де A m} X\  Am - додатні (невід'ємні) стхчі, такі, що при T k  є  Gk

W n -  A l  <  м л . (,) + — Ц К р + Щ \ „ {2)),  (52)

1 (|> < лш,я * 4
(т  < к < гі)

*  Лт,»(2). (53)и*(Ф4..д I-dMr*)
і ІЛД (44) є стійким.

У § 2.2 розглянуто умови обчислювальної стійкості інтегральних 
ланцюгових дробів з дійсними компонентами, що задовольняють умови 
теореми 1.2.1. Отримано двосторонні оцінки похибки обчислення 
(збурення) для ІЛД з додатними компонентами у припущенні, що 
похибки обчислення (збурення) компонент є знакосгалими для всіх 
ланок інтегрального ланцюгового дробу.

§ 2.3 присвячено дослідженню обчислювальної стійкості (стійкості 
до збурень) інтегральних ланцюгових дробів з комплексними 
компонентами, достатні ознаки збіжності яких доведено у §§ 1.3 - 1.4. 
Встановлено також оцінку збурення значень підхідних дробів 
періодичного ІЛД вигляду (40).
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висновки

У дисертаційній роботі для інтегральних ланцюгових дробів зі 
змінними межами інтегрування встановлені ознаки збіжності 
інтегральних ланцюгових дробів з дійсними компонентами; 
використовуючи метод мажорант, «становлено найбільш загальний 
континуальний аналог теореми Слешинського-Прінгсгейма про 
абсолютну збіжність неперервних Дробів; встановлені формули для 
дійсної і уявної частини залишків інтегральних ланцюгових дробів з 
комплексними частинними знаменниками або з комплексними 
частинними чисельниками, на базі цих формул отримано оцінки для 
модулів залишків інтегральних ланцюгових дробів, їх дійсних та уявних 
частин, що дає можливість знайти області значень інтегральних 
ланцюгових дробів; використовуючи метод фундаментальних 
нерівностей, встановлені достатні ознаки збіжності інтегральних 
ланцюгових дробів з комплексними компонентами, наведено оцінки їх 
швидкості збіжності; досліджено питання збіжності важливого для 
застосувань класу періодичних інтегральних ланцюгових дробів зі 
змінними верхніми межами інтегрування; отримано формули, що 
встановлюють зв’язок . між похибкою обчислення (збуренням) 
скінченного інтегрального ланцюгового дробу і похибками обчислення 
(збуреннями) його компонент; досліджено шіастивісгь обчислювальної 
стійкості (стійкості до збурень) різних класів інтегральних ланцюгових 
дробів з дійсними та комплексними компонентами.

Дисертація містить нові обгрунтовані теоретичні результати, які є 
вагомим внеском й аналітичну теорію інтегральних ланцюгових дробів і 
можуть бути використані для її подальшого розвитку.
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Thesis for !he Candidate’s Degree (Physics and Mathematics), speciality 
01.01.01 - mathematical analysis. Lviv State University, Lviv, 1996.

8 scientific papers containing theoretical studies in the analytic theory of 
integral continued fractions are defended. The effective sufficient convergence 
criteria of integral continued fractions with real and complex elements are 
established, truncation error estimates for such fractions are obtained. Classes 
of stable integral continued fractions are finded.

А нт онова T .I i .  Дост ш почные признаки сходим ост и и 
уст ойчивост и инт егральны х цепных дробей .
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математических наук .по специальности 01 .01.01 математический 
анализ. Львовский государственный университет. Львов, 1996.

Защищается 8 Научных работ, которые содержат теоретические 
исследования в области аналитической теории интегральных цепных 
дробей.. Установлены эффективные достаточных условия сходимости 
интегральных цепных дробей с действительными и комплексными 
компонентами, выделены классы интегральных цепных дробей, 
устойчивых к возмущениям.

К лю чові слова; .інтегральний ланцюговий дріб, підхідний дріб, 
мажоранта, фундаментальні нерівності, залишки, збіжність, похибка 
апроксимації, стійкість до збурень.
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