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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
Актуальність теми. В теорії звичайних диференціальних рівнянь роз­

роблено ряд аналітичних методів відшукання періодичних розв’язків як 
лінійних, так  і нелінійних диференціальних рівнянь.

Щодо рівнянь з частинними похідними, особливо рівнянь другого 
порядку гіперболічного типу, то можна стверджувати, що аналітичні 
методи відшукання періодичних розв’язків почали тільки недавно 
розроблятися. До 80-х років здебільшого доведення існування 
періодичних розв’язків гіперболічних рівнянь другого порядку 
проводилося за допомогою рядів Ф ур’є, причому період T і крайова 
умова підбиралися так, щоб можна було досягти бажаного результату.

Першою серед робіт в цьому напрямку була робота Н.А.Артем’єва 
[Артемьев Н.А. Периодические решения одного класса уравнений в 
частных производных // Изв. АН СССР. Сер. мат. -  1937. -  №1. -  С. 15- 
50], в якій в області {0 < х, t < 1} розглядалася задача

Zn -  a2Zxx = 0 (x ,[) + £f(z),
z(0,f) = z(l,t) = 0, z(.v,0) = z(x,l), zf(.v,0) = z,(a,1).

Доведено, що коли а=(2т+1)/р (от, р  — цілі числа, р * 0), то при 
відповідних обмеженнях на функції Ф(х, /) і J{z) при достатньо малому є 
існує єдиний класичний розв’язок задачі (1) в класі функцій, які 
зображаються за допомогою ряду

CC1

Z(.\-, O = Z  zIk+1 (0  sin(2A' + • (2)
* = 0

Аналізуючи стан розвитку теорії нелінійних крайових задач для 
рівнянь з частинними похідними, можна стверджувати, шо комплекс 
питань, пов'язаних з проблемою дослідження розв’язків цих задач, ще 
недостатньо вивчений. В ряді робіт з диференціальних рівнянь гіпер­
болічного типу , які появилися останнім часом, вивчається одномірне 
гіперболічне рівняння, лінійна частина якого — оператор Даламбера, а 
нелінійність має вигляд F[u](x, t. є) = fix , t, и, ut, их, є), де є  — малий 
параметр. При цьому для встановлення теорем існування викорис­
товуються методи нелінійного функціонального аналізу, теорії неявних 
функцій, варіаційні методи, а також теорія монотонних операторів.

Ш ирока бібліографія по періодичних розв’язках диференціальних і 
диференціально-операторних рівнянь наведена в роботах О.Вейводи 
[Vejvoda O . Hartman L., Lovikarova Н. et all. Partial differential equations: Time 
periodic solutions. -  In: Alphen aan. den Rijn. Sijthoff: Noordhoff. 1981. -
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358+XIII p.] і Б.Й.Пташника [Пташник Б.И. Некорректные граничные 
задачи дая дифференциальных уравнений с частными производными. -  
К.: Наук, думка, 1984. -  264 с.]. Серед робіт, які не включені в дану 
бібліографію, треба відмітити роботи сучасних математиків 
Митропольського Ю.О., Рудакова М.І., Хоми Г.П., в яких розглядається 
лінійна крайова періодична задача

Щ, -  CL2Uxx = g(x, t), (х, 0  є  I X R, (3)
и(0, Г) = м(я; 0  = 0. и(х, t + T) = и(х, t), (х, O e I x R

на конкретно визначених просторах функцій, тісно пов’язаних з 
множиною І, періодом T і параметром а.

Зауважимо, що лише при певному виборі періоду T= 1 і відповідних 
крайових умовах при х=0 і х=\ Артем’єву вдалося довести вище згаданий 
результат. Такий підхід при доведенні існування періодичних розв’язків 
рівнянь з частинними похідними використовувався багатьма 
математиками (В.Н.Карп (1960, 1963); А.П.М итряков (1948, 1949); 
Г.Т.Соколов (1953); М.В.Соловйов (1939)), причому результати 
одержу валися кожен раз в спеціально виділених просторах функцій.

В 1984 році чеськими математиками О.Веиводою і М.Штедри в 
роботі [Вейвода О., Штедры М. Существование классических периоди­
ческих решений волнового уравнения: Связь теоретико-числового 
характера периода и геометрических свойств решений// Дифферетщ. 
уравнения. -1984. -  20, №10. -  С. 1733-1739.] вдалося класифікуйати 
нижче вказані простори функцій при умові, що останні належать C і Gr. 
де C — клас функцій двох змінних .г і t. неперервних і обмежених на R2: G,
— клас функцій двох змінних х  і t, неперервних і обмежених на R2 разом
з похідною по t. Коротко зупинимося на основних резу льтатах вказаної 
роботи. По-перше, виділено такі три періоди і три простори функцій д ія  
випадку о=1:1) W1 = Inplq. р  -  непарне, q -  парне, (/;. q) = 1. Л\ = {«: и(х. t)= 
=н(х ґ+н',) = и (л~  х. /)}; 2) it’? = 2rqjIq. р  -парне, q -  непарне, (p. q) = I, А 2= 
={и: и(х, /) = ~и(х. Жі'3/2)}: 3) W3 = р  і q -  непарні, (p. q) = I. A i  = {и: 
it(x. t) = и { я -  х, Жгз/2) = и(х. Ж п)}.

По-друге, доведено, що однорідна крапова періодична задача

І'п -  u X X  ~  0 ’ и °(0 , /) = и ' {  T l . 0  = 0.

ti0(х. t+Wj) = U0(х, t). 0 < X < я. t є R. і = 1,2.3.

має лише тривіальніш розв’язок і/\х. t) = 0. а, отже, відповідна 
неоднорідна задача (3) при g(x. t) е А„ і = 1, 2. З, має єдиний розв’язок
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u(x, t) є  A i, і = 1,2,3.
По-третє, проведена класифікація робіт за вказаними просторами A i, 

і= 1,2,3, тобто названо праці, результати яких одержано в просторіц і, A 2, 
і зауважено, що простір A 3 розглянуто у роботі вперше.

По-четверте, розв’язки задачі (3) шукаються за допомогою простої 
модифікації форму ли Даламбера, яка дозволяє уникнути виразів, в яких 
потрібно сумувати нескінченні ряди. Перевагою розробленого 
аналітичного методу, який використовується в просторі неперервно 
диференційованих функцій, крім надзвичайної простоти, є і відсутність 
умови на значення функцій, які стоять в правій частині рівняння 
и„ -  Uxx =1Jlx, t, и. и,, их, є), в межових точках інтервалу [0, я].

Потрібно зауважити, що в анотованій вище роботі О.Вейводи і 
М .Ш тедри не вивчається проблема виникнення просторів A i, і = 1, 2, 3, і 
не точно побудована формула розв’язку задачі (3) в просторі Аз. Тому, 
природньо, постають питання: чи існують інші простори функцій, в яких 
може бути розв’язана задача (3)? Який вигляд має розв’язок в таких 
просторах?

Вирішенню цих питань, а також відшуканню аналітичних розв’язків 
лінійної задачі (3) і вивченню на основі їх властивостей нелінійних 
крайових періодичних задач і присвячена дисертаційна робота.

Мета роботи. Встановити умови існування розв’язків крайових періо­
дичних задач лля квазшінійних гіперболічних рівнянь другого порядку 
та встановити простори функцій, в яких вказані задачі сумісні. Знайти 
аналітичні розв’язки лінійної крайової періодичної задачі.

Методи дослідження. В дисертаційній роботі використовуються 
методи загальної теорії диференціальних рівнянь із частинними похід­
ними, теорії інтегральних рівнянь і функціонального аналізу.

Наукова новизна.
-  Встановлено функціональні умови розв’язності лінійної крайової 

періодичної задачі.
-  Визначено конкретні простори функцій, в яких існують класичні 

розв’язки лінійної крайової періодичної задачі.
-  Знайдено для кожного визначеного простору обернений оператор, 

який породжує розв’язок лінійної крайової періодичної задачі.
-  Доведено теорему існування і єдиності класичного розв’язку лі­

нійної крайової періодичної задачі для конкретних просторів функцій.
Отримано умови існування гладкого розв'язку нелінійної крайової 

періодичної задачі.
Теоретична і практична цінність. Результати дисертації є вагоміш 

внеском в теорію крайових періодичних задач для квазшінійних гіпербо­
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лічних рівнянь другого порядку. Знайдені алгоритми можуть бути 
використані дня вивчення конкретних задач практики.

Апробація роботи. Результати роботи доповідалися на Міжнародній 
науковій конференції “Нелінійні крайові задачі математичної фізики і їх 
застосування” (м.Тернопіль, 1994р.); на Міжнародній науковій 
конференції, присвяченій 150-річчю від дня народження видатного 
українського фізика і електротехніка Івана Пулюя (м.Тернопіль, 1995р.); 
на Третій і Четвертій міжнародній науковій конференції ім. академіка 
М .Кравчука (м.Київ, 1994, 1995р.); на Всеукраїнській науковій
конференції “Розробка та  застосування математичних методів в 
науково-технічних дослідженнях”, присвяченій 70-річчю від дня 
народження професора П.С.Казімірського (м.Львів, 1995р.); на семінарі 
відділу теорії нелінійних коливань і математичної фізики Інституту 
математики HAH України (керівник — академік Ю.О.Митропольський); 
на семінарі відділу теорії рівнянь з частинними похідними Інституту 
математики HAH України (керівник — доктор фізико-математичних 
наук, професор М.Л.Горбачук); на Львівському міському семінарі з 
теорії диференціальних рівнянь (керівники Б.Й.Пташник, 
В.Я.Скоробагатько, С.П.Лавренюк, 1996р.).

Публікації. Основні результати дисертації опубліковані в роботах 
[1-11], список яких подано в кінці автореферату .

Особистіпі внесок дисертанта. Основні результати дисертації 
отримані автором самостійно, теорема 11.2.1 — у співавторстві з 
Ю .О.Митропольським, а теорема 111.5.2 — у співавторстві з
Л.Г.Хомою.

Основні положення дисертації, іцо виносяться на захист:
-  Знаходження обернених операторів і вивчення їх властивостей.
-  Доведення теореми існування і єдиності класичного розв’язку лі­

нійної крайової періодичної задачі в конкретних просторах функцій.
-  Встановлення умов існування гладкого розв’язку нелінійної кра­

йової періодичної задачі.
Структура і об’єм роботи. Дисертаційна робота складається зі вступу , 

трьох глав, висновку і списку літератури, викладених на 119 сторінках 
машинописного тексту. Список літератури містить 122 найменування.

З М І С Т  Р О Б О Т И
У вступі зроблено короткий огляд літератури по темі дисертації, ви­

кладено основні резу льтати роботи.
У першій главі досліджується існування та єдиність розв’язків 

крайової періодичої задачі
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Utt -  O2Uxx - f i x ,  t), (x, і) є  R2,
и(0, t) = и(п.і /) = 0, и(х, t + 7) = м(х, 0, (*, O є  R2 (5)

Розглядаються такі простори функцій:
C -  простір функцій двох змінних х і ґ, неперервних і обмежених на R2; 
Gx -  простір функцій двох змінних х і /, неперервних і обмежених на R2 

разом із похідною по х;
Q2,т -  простір 2ячіеріодичних по х  на R2 функцій;
Q 2т -  простір непарних по х  і 2^-періодичних по х  на R2 функцій;
Qt  -  простір Г-періодичних по t на R2 функцій;
Hab -  простір функцій/ єС, які задовольняють на R2 умови

г(х, ау,Ь + т) = -г (х ,  ау, т),
о ь

J </rJ г(х, а(т + w),b + r)dw = О,
- T  о

де b —- дійсне число, відмінне від нуля, а

г(х, ау, т) = -J {/(х+ а (у -  т), т) + / (х -  а (у -  г), г)};

C '7 -  простір функцій і раз диференційованих по х і J раз диференційо­
ваних по t (якщо і =J, то Ci j  (R2) = C'(R2));

Qct -  простір функцій двох змінних х  і /. які розкладаються в рівномірно 
збіжні ряди виду

оо
f ( x , t )  = Y iI fl(I)Sinnx.

п=1
На основі видозміни розв’язку

1 ' '
(Pof)(X jM ) -  - J d r j { / ( х  + а (у-т ),т ) + f ( x - a ( y -  r),r)]dy

О г

мішаної задачі
М„ -  a 2Uxx = /(л - ,0 , O < -V < яг,

и(х, 0) = <р(х) , и^х, 0) = ^ ( х ) . 0 < х < я. 0 < t< T ,
и( 0, t) — и(л. t) = 0. 0 < t <Т.

де fix. /) — непарне 2я--періодичне продовження фу нкції /  по змінній х з 
відрізка [0, л\ на всю числову вісь, в §2 побудовано оператор
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i t  b t 
сP f)(x , t ,a ,b ) = J d r f  r(x, ay, r)dy -  J  d r j  r(x, ay, r)dy,

O r  t і
за допомогою якого встановлюються умови існування розв’язку 
крайової періодичної задачі (5).

Доведено таке твердження:
Теорема 1.2.4. Д л я / є  Gx n  Qt  о  QTjr о  Hafc функція и = P fe  функцією з 

простору C2(R2)5 яка задовольняє умови (5).
В §3 на основі першої залежності, що визначає простір Hoi, виведено 

функціональне рівняння
f{ab - z , b  + t) = f(z ,  t), V (г, t) є  R2, (6)

при допомозі якого визначено такі три періоди і три простори функцій:

( 2 ^ - 1 ) * . Q p - I a q )  = І, ь, = Т,д, 
aq

в \  = { /(* . 0-  /(*>  0  = - / ( - * .  0  = /  (х, t+ T ]) = f ( x - x ,  0};

Т-, = ІЛ ( ІР ~ 1)-, а *  2а, q = 2 s - \ ,  ( 2 p - \ ,a q )  = \, й, = Zq 12, 
aq

bI  = W  (*> I) = f i n - x ,  I + T1 12) = - f ( - x ,  I) = f { x ,  t + T2) =
= f  (x+27r,t)}:

T3 = ----- , q = 2 s - l ,  a *  2a, (k,aq) = I, Ьг = Тъд /2 ,
aq

B i = {/(.v,r): f ( x , r )  = - f ( - x , t )  = f ( x +  2n ,t)  = - f ( x , r  + T3 / 2)}. 

Детально вивчено такі властивості простору B 1a :

Лема 1.3.1. Якщо / є  B 1a о  С, т о / є  Q2,т о  С.

Лема 1.3.2. Якщо дчя функції /  єС п й ]  справедливий розклад в ряд 
Ф ур’є

оо
f ( x , O = ^ f k i O s m k x ,

к=I
то /:,,(0 = 0 для всіх и = I, 2, 3, .... тобто в цьому випадку ряд має вигляд

CO

f i x ,  /) = £  f i s - 1 (0 sin(2s -  1)х.
S =  1

Основна лема 1.3.3. Якщо / є  C о  B1a , т о /  є Hafc n  С.
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Теорема 1.3.2. Для f  є  Gx г\  B ia функція
*і і

U(XJ) = (Iff)(x,t,a,bx) = J <20)tfrJ r(x,ay, r)dy,
0 r

Д Є

I, 0 < r </ ,

Q(T) ~ j -  I, t < r < b x, bx =Txq, Tx = (2 p ~ I)7r,
a4

є функцією з простору C2 n  B ta , яка задовольняє умови крайової 
періодичної задачі (5), причому

IK*.»||с s t e i W o f c .

!".('.O llc S 7~ 1 / ( і ,0 | | , : , £ ^ j l Z ( M ) I c ,

де я *  0 і ||/(л-,0 ||с  = sup{|/(x,r)|; (X 1A) є  R2}.

В §3 також показано, що функції /  є  B1a о  C задовольняють обидві

умови простору Hai, а функції/  є  Bsa о  C1 5 = 2, 3, — лише першу. Однак

існу є клас функцій /  є Bsa гл С, s  = 2, 3, які задовольняють другу умову 
простору Hafc.

Лема 1.3.5. Якщо /  є  Bsa о  С, s = 2, 3, розкладається в рівномірно 
збіжний ряд Ф ур’є виду

/ C m ) = £ /„ ( 0  sinnx
п= \

для всіх і є  [0, Ts], s = 2, 3, то /  є  Hai о  С, J = 2,3.

Теорема 1.3.3. Для / є  Gx г\В'а г\  Qtt функція
J Ь, х + а ( І - т )

M = ( P saf ) ( x . t . a rbs) = - j O ( z ) d T  l f ( £ , T ) d £ .
0 х - а ( г - т )

bs = Tsq 12, s = 2, З,
(8)

є функцією із простору С \  яка задовольняє крайову періодичну 
задачу (5).
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Доведено, що тільки оператор Ff  відображає простір функцій 

Ba сам в себе (теорема 1.3.2); побудовані оператори F f , s = 2, 3, не 

відображають вказані простори Bsa , s = 2, 3, самих в себе, але при 
додаткових умовах (теорема 1.3.3) дають розв’язок крайової періодичної 
задачі (5), причому лема 1.3.5 вказує достатню умову, при якій шукана 
функція и(х, t) = ( P f  f)(x, t) є  C2 n  Bsa , s = 2, 3.

В даному параграфі зауважено, що теорема 1.3.2 є узагальненням 
відповідної теореми, яка була вперше сформульована в роботі
Н.А.Артем’єва в 1937 році при Tx = л  і а = (2р -  I )lq, р  є Z, q є  N, 
причому шукана функція зображалася у вигляді ряду Ф ур’є, вказаного в 
лемі 1.3.2.

В §4 доведено, що однорідна крайова періодична задача 
м® -  я 2 = 0, (х. ґ) є  R2. 

м°(0, /) = и \л .  /) = 0, и°(х, t+T) = и°(х. t), (х, ґ) є  R2,
в побудованих просторах функцій Eta . і = 1, 2. З, для а є Q має лише 
тривіальний розв’язок, на основі чого в §5 сформульовано наступні 
теореми існування і єдиності розв’язку неоднорідної задачі.

Теорема 1.5.1. Д ля/  є  Gx ^ B ia , а є Q, функція и = Ff f  визначена фор­

мулою (7), є єдиною функцією із простору C2 г\ B xa , яка задовольняє 
умови крайової періодичної задачі (5).

Теорема 1.5.2. Для/ є  Gx n  Ba n  Qa , й є Q, функція U = F f J  і=2, 3, виз­
начена формулою (8), є єдиною функцією із простору C2, яка задоволь­
няє умови крайової періодичної задачі (5).

За допомогою побудованого в першій главі оператора P для роз­
в ’язності лінійної задачі (5) та оцінок розв’язку цієї задачі в другій главі 
одержано результати і для нелінійної крайової періодичної задачі.

Друга глава присвячена двом частковим випадкам, а саме, 
розглядаються рівняння виду и„ -  Cl2Ux x  = F  \и. и,] і и„ -  Ux x  = F \и. U t. их]. 
де F  — оператор, який кожну гладку функцію и(х. t) переводить в
скалярну неперервну функцію /']м](х. t) = fix, t, и(х. /)) в просторі Ba .

На основі принципу стиснених відображень і його узагальнення до­
ведено такі дві теореми існування і єдиності розв’язку вище вказаних 
задач.

Теорема II.2.1. Нехай скалярна функція F  [и. и](х. t) = fix, t, и(х, t). 
и,(х. 0) задовольняє такі умови:
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1) fix, t, u(x, t), uix,  0) Є C(R2 X IHIc < OO X IKIIc < 00);

2) О < |И 0 ,0 ](* ,О ||с  = Г<«>;

3) |F[u", ufl(x, t) -  F[u' , м;](лг, 0 | S A\ \u"(x, t) - u ' ( x ,  f)| + N 21и',\х, t ) - u \ ( x ,  t) | ;

4) F[0,0](x, t) є  B 1a , а є  Q; 5) для всіх u(x, t) e В\ n  С 1 (R2)

F[u, и,](х, t) e B 1a n  C(R2).
Tоді при виконанні умови

М ї л ' 1+ 5 і * , < - 1
4 1 2 - 2

задача
«гг -  a2Uxx = F  [и, и,], (.V, О є  R2, (9)

«(О, t) = и(л, О = 0, и(х, r+T) = и(х, t), ( .v , l ) e R 2, (10)
має єдиний гладкий розв’язок и(х. t) є  В]а n  C 1(R2)1

Теорема IL3.2. Нехай скалярна функція F  [и, ut, мх](х, /) = fix. t, и(х, I), 
и,(х, t), их(х. е)) задовольняє такі умови:
1) fix, t, u(x, f), и,(х, t ) , ux(x. 0) є  C(R2 X IHIc  < OO X Ж Ic < OO x ||hx||c < oo);

2) 0 <  |НО,0,0](х,0||с = Г < о о ;

3) IF[u", u", u " ](.x, t) - F[u', u't , u'x ](.v, f)| S N 1 |w"(.v, t) -  u'(x, r)| +

+ A’2|m;'(x,0 -  m;(.v,0| + N 3\U'x(x,t) -  m;(.v,/)| ;

4) F[0,0,0](x. t) e  B ]a , a e Q; 5) для всіх u(x. t) є  B ]a о  C ‘(R2)

F[u. и,, мх](x, t) є  B1a о  C(R2).
Тоді при виконанні умови

\2

.V1 + ! ^ - [ N 2 + .V3) < і

задача
и п -U xx =  F [и, и,. их], (х, t) є  R21 

и(0. /) = и(п. t) = 0, м(х, t+T) -  и(х, /). (х. t) є  R21 (11)
має єдиний гладкий розв’язок м(х, /) є  B 1a n  C>(R2)

Одержані теореми включають в себе результати для різних часткових 
випадків, а саме в §4 наведено такі два випадки:

Теорема ІІ.4.1. Нехай F[u, и,. нх](х, t) = fix. t) + є fi(u) і fix. t) і fi(u)
задовольняють умови:
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1) Лх, O є  C(R2) o B ]  , а є  Q; 2) 0 < = Г2 <оо; 3)/,(0) = 0;

4) /1  (и) є Lip (Ni, R), Ar1 = const; 5) /  (-и) = -М и ) .
Тоді при достатньо малому за модулем є  нелінійна задача

Uff-Ci Wxx fix, 0 ^ / ( ц )  і 0  ^ ^  і (12)
«(0, t) = м(/г, о  = 0, и(х, t+T) = и(х, t), (х, о  є  R2,

при а є Q  має єдиний гладкий розв’язок и(х, t) є  B 1a о  C '(R 2).
Теорема ІІ.4.2. Нехай виконуються такі умови:

I) Ах,  0  є  C(R2) о  Bxa , а є  Q; 2) 0 < \[f(x,t)\\c  = T3 < оо; 3 ) /(0 )  = 0;

4) / ( M f) є  Lip (N2, R), N2 = const; 5) f 2(-u,) = ~ /2(w,).
Тоді при достатньо малому за моду лем є  нелінійна задача 

11« -Cfu^  =Дх, 0  + £ /(« » ), (*, 0  Є R21
м(0 , t) = м(я-, 0  = 0. «(*. J+ 7) = и(х, 0 , (х, о є  R2. (13)

при а є Q має єдиний гладкий розв’язок и(х, t) є  В'а n  C 1(Ri)
Розглянуто приклади рівнянь, які задовольняють умови теореми

ІІ.4.1 або умови теореми ІІ.4.2.
Як підсумок зробленого, в третій главі на основі операторів Вейводи- 

Штедри досліджуються умови існування і єдиності розв’язку ряду 
крайових періодичних задач.

Розглядаються такі простори функцій:
Ct -  простір функцій двох змінних х і /, неперервних і обмежених на 

[0, J j x R ;
G rrt -  простір функцій ДВОХ ЗМІННИХ X  і [, неперервних і обмежених на 

[0, я] ж R разом з похідною по f;
Qsr -  простір фу нкцій g ( x ,  Oi я к і  задовольняють на [0, я] х  R співвідно­

шення g(.V, t+T) = g(X, /).
В §§ 2-Х визначено простори функцій, в яких сумісні крайові 

періодичні задачі виду
Ull-Uxx = F[u,u„ их], 0 < х < п, t є R. (14)
и(0, 0  = и(л, 0  = O1 и(х, t+T) = и(х, г). (15)

Зокрема, в §2 розглядаються оператори S] і Si, що визначаються фор­
мулами

.  а і+х-г
(S,g)(.\y) = - - /< * £  j g ( ^ , r ) d r ,  (16)

0 г-v+l
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(S2g)(x,t) = - j f d $  Xjg (4 ,T )d r ,  (17)
x t+ x -i

і доводяться їх властивості.
Лема ІП.2.1. Якщо g(x, t) є гл Qff7-, то кожна з функцій м1 = Sig і и2= 

=S^g є розв’язком лінійного неоднорідного рівняння U1n -U 1xx = g (x , t ) ,  і -
=1,2, причому и'(х, і) є  Q*r , / =  1, 2.

Також розглядається оператор

(Sg)(x, t) = ^ ( (% ) (х ,  і) + (S2g)(x, О ) , (IB)

що володіє нижче вказаними властивостями.
Лема Ш.2.2. Якщо g(x, і) є  G ti о  Qir7-, то функція и(х, t) = (Sg) (х, г) є 

розв’язком такої задачі:
-U xx = g(x, t), и(х. t+T) = и(х. /), 0 < х <  л, t є R.

причому

(■%)(0.0 = ~ \ ] d£ f g ( ^ r ) d r , (19)
4 O t - i

J Tl 1 + 7Г-£
(sg)(ff,0  = - 7 \ g ( $ , r ) d r .  (20)

0 t-X+£
Крім того, зауважено, що при виконанні умови g (n -x ,  t) = g(x, t) 

праві частини рівностей (19) і (20) рівні між собою.
Якщо тепер розглядати простір функцій

A l  = {и: и( х, t) = и(л  -  х, /) = и(х, t+ T ))  ,

визначених на [0, л] х R, то на основі формул (16)-(18) і леми ІІ1.2.2 спра- 
ведливі наступні твердження.

Лема Ш.2.3. Оператор S  володіє такими властивостями:
S e L f Q n  А[, Cl п  Л,г) , 5  є  l \G m о  A l ,  С; п  А,г) .

Лема Ш.2.4. Якщо g(x, t) є  Gin п, А [ , то функція и(х, r) = (Sg) (х, t) є 
класичним розв 'язком такої крайової задачі:

ч,і -  Uxx = g(x, t), и(0. t) = и(л. t),
и(х, t+T) = и(х. t), 0 < х<  л, t є  R.

На основі одержаних в §2 результатів у §§ 3 і 4 досліджуються лінійні 
крайові /Ti 2;г-періодичні задачі.
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Зокрема, в §3 дано відповідь на питання про розв’язність лінійної 
крайової 7г—періодичної задачі виду:

и„ -U xx = g(x, f), 0 < х < я, f e R ,
и(0, t) = и(я, t) = 0, и(х, t+T) = и(х, f), 0 < х <  я, f e R .  (21)
Справедливе наступне твердження.
Теорема ІП.3.1. Якщо g(x, t) є Gm гл A1" = {g: g(x, t) = g (x  -  х, t)= 

=g(x, t+w), и’ = rdq, q є  N ), то функція
. \ і 1+( 

и(х,t) = [R f  g j(x ,t) = (Sg)(x,t) + - j d £  Ig (£ ,r )d r
4 о ,-4

є єдиною функцією із простору C2 n  Ajh , яка задовольняє умови (21), 
причому

я 1
IH x-OlIca < y ! g ( * ,o | |Q .

|« ,(х ,о ||Сл ^  у Ь ( х ,о | |Сз. | м * ,  Oice ^ у |« ( * ,о |  с. -

де ||g (x ,0 |Cj = sup{|g(x,/)|; 0 < х < я\ t є й } .

В §4 досліджується така 2я--періодична задача:
и„ -U xx = g(x, t), 0 < х < п., / є  R.

и(0, і) = и(я, І) = 0, и(х, t+2л) = и(х, /), (х, г) є[0,л] х R. (22) 
Показано, що в конкретно визначеному просторі А\* = {и: и(х. t) ~ 

-и { я  - х, t+л) = и(х. t+2я)} функція виду
_ .я- і+4

U(XJ) = (f trT.g)(x,/) = (Sg)(XJ) + 1 J g(£,T)dr +
0 1-І

+
4 л

гг І+п-4
\g(Z,T)dT

0 t-n+£

при g е  Grt о  A r̂r є класичним розв’язком задачі (22), причому 
справедтиві насту пні твердження.

Лема ІП.4.1. Оператор R;* володіє такими властивостями:

F&* є  l(C K о  Aix , Cl п  А \п), R;* в  L±Gm о  А ? \  С; о  A ^ )  .
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Теорема ІП.4.1. Якщо g(x, O eG fft г> A2* , то функція и(х, O = ( ^ g )  (*> 0

є єдиною функцією із простору Cff о  A2* , яка задовольняє умови (22), 
причому

I k * .Olcjt < ^ x 2\\g(x,t)lC' ; 

I k M I ci ^  у  Ь с ^ о Ц ^ ; I k c ^ o l c t -  4 ? ( x-o||Cs •

У п ’ятому і шостому параграфах досліджується існування гладкого 
|м є Cff І розв’язку нелінійних крайових л  і Ітг-періодичних задач. В §5

розглядається задача
Md -U xx = F(u, и„ их), 0 < х < я; Z e R

и(0, 0  = и(л, 0=0, н(х, t+riq) = и(х, t), (х, t) є[0,я] х R, geN; (23)
а в §6 —

Uu -U xx = F(u, и,), 0 < х <  л, t є  R,
и(0, 0  = и{л, 0=0, и(х, г+2л) = и(х, 0 , (.V, Г) є[0,л] х R, (24)

де F  — оператор, який кожну гладку функцію и є  Cff п  Д 7* (/=1, T11=̂ zr /=2. 

Т2=1л) переводить в скалярну неперервну функцію F[m](x,0 є  Cff о  #  .
На основі принципу стиснених відображень і його узагальнення 

доведено теореми існування і єдиності розв’язку вище вказаних задач.
Теорема ІП.5.2. Нехай скалярна функція F[u. uh их)(х, t) = fix. t. и(х. t), 

и^х, t ) , их(х. t)) задовольняє такі умови:
1) Дх. t. и(х. /). и,{х. t) , их(х, /)) є  С([0, /т) х R х ||м|| < ос х IImi Jl < оо х

Я X
X ||mv||c  ̂ < ОО); 2) 0 < ||F[0,0,0](.v,O||Q = Г < ос;

3) иЛ(х./) -  F [w ',«;,«;](x./)| < Лг,|м"(х.О -  и '(х ,0 | +

+ N 2|«;tx, о  -  (х ,о |+ л7?|»"(х,г) -  м_;(х,о|;

4) F[0,0,0](x, /) є А* ; 5) дтя всіх м(.г, 0  є  Л," n  Cff

/7Ju. г/,, их](х. t) є  А* п  Cr .
Тоді при виконанні умови

2 ,ft \ * ft f \ ' Х’ \ *  /«Ч -•»
Y  1 + у ( -  2 + • ?) < ^

задача (23) має єдиний гладкий розв’язок и(х,і) е. А
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Зауважено, що при послабленні умови (25) доведення можна провести 
на основі узагальнення принципу стиснених відображень.

Теорема ІП.5.3. Нехай виконуються умови 1) -  5) теореми ІІІ.5.2. Тоді 
при виконанні умови

J d t f 1+ £(ЛГ2 + ЛГ3)< 1

задача (23) має єдиний гладкий розв’язок u(x,t) є  Afr n  C1 ([0, л\ х  R).

Теорема ІП.6.1. Нехай g  є  Ся с \ А \ * . Тоді лінійна задача (22) має 

єдиний гладкий р озв’язок и = R ^ g  є  A2xn  C*1 для якого справедливі 
оцінки теореми ІІІ.4.1.

Теорема ІП.6.2. Нехай скалярна функція F  [и, «,](*. t) = J[x, t, и(х, t), 
ut(x, /)) задовольняє такі умови:
1) f ix , t, и(х, 0, и,{х, 0) є  С([0, я] х R х M c. < зо х ||мг| с  ̂< «);

2) 0 < ||F[0,0](.v,f)||c  ̂ = Г < оо;

3) |F[M",Mr"l(x,f) -  F[m',h;](a-,0| ^  Ni\u"(x,t) -  м'(х,/)| + N 2\u't'(x,t) - мг'(х ,г ) |;

4) /^0 ,0 ]^ , /) є  Al"  ; 5) для всіх и(х .!) є ЛІ* n  Cxrr ([0, тг\ х R)

F[u, и,](х, 0  є  А \п Г і С„ .
Тоді при виконанні умови

ЗЛЛяг2 tf ,/r  ,— -—  + ——  < 1
4 2

задача (24) має єдиний гладкий розв’язок и(х,г) є  A2rr п  С\ .

ВИСНОВКИ
В дисертаційній роботі досліджена лінійна та нелінійна крайова пе­

ріодична задача для гіперболічного рівняння другого порядку. 
Встановлено теорему існування і єдиності класичного розв’язку лінійної 
крайової періодичної задачі. Виведено функціональне рівняння, при 
допомозі якого визначено конкретні простори функцій, в яких існує 
класичний розв'язок лінійної крайової періодичної задачі. Вивчено 
властивості обернених операторів. Знайдено аналітичні розв’язки 
лінійної крайової періодичної задачі. Отримано умови існування 
гладкого розв’язку нелінійної крайової періодичної задачі.

16



Основні положення дисертації опубліковані в наступних роботах:
1. Хома Н.Г. Розв’язність однієї крайової задачі //Нелинейные краевые 

задачи математической физики и их приложения. -Киев: Ин-т мате­
матики HAH Украины, 1994. -  С.195-196.

2. Хома Н.Г. Про сумісність однієї крайової задачі //Третя міжнародна 
наукова конференція ім. академіка М .Кравчука (Київ, 25-27 травня 
1994р.): Тез.доп. -K.: Ін-т математики HAH України, 1994. -С.121.

3. Хома Н.Г. Існування гладкого р о зв ’язку однієї крайової задачі //Укр. 
мат. журн. -1995. -47, №12. -С . 1717-1719.

4. Хома Н. Інтегральні зображення хвильових процесів //Міжнародна 
наукова конференція, присвячена 150-річчю від дня народження 
видатного українського фізика і електротехніка Івана Пулгоя 
(Тернопіль, 24-28 травня 1995 p.): Тез. доп. -Тернопіль, 1995. -С .37- 
38.

5. Хома Н.Г. Простори розв’язків однієї крайової задачі //Доп. HAH 
України. -1996. -№ І. -С . 17-19.

6. Хома Н.Г., Петрівський Я.Б. Про періодичні розв’язки квазілінійних 
рівнянь гіперболічного типу //Четверта міжнародна наукова 
конференція ім. Академіка М .Кравчука (Київ, 11-13 травня 1995 p.): 
Тез, доп. -K.: Ін-т математики HAH України, 1995. -С.241.

7. Митропольський Ю.О., Хома Н.Г. Періодичні розв’язки 
квазілінійних гіперболічних рівнянь другого порядку //Укр.мат. жури. 
-1995. -47, № 10.-С . 1370-1375,

8. Хома Л.Г., Хома Н.Г. Про властивість розв’язків однієї крайової 
задачі //Доп. HAH України. -1994. №3. -С.38-40,

9. Хома Л.Г., Хома Н.Г., Петрівський Я.Б. Тривіальні розв’язки 
однорідної крайової періодичної задачі //Волинський математичний 
вісник. -1995, вип.2. -С.195-196.

10. Хома Лариса, Хома Надія. Розв'язність однієї крайової періодичної 
задачі дтя квазілійного гіперболічного рівняння другого порядку 
//Всеукраїнська наукова конференція “Розробка та застосування 
математичних методів в науково-технічних дослідженнях, присвячена 
70-річчю від дня народження професора П.С.Казімірського (Львів, 5 - 
7 жовтня 1995 p.): Тез. доп. -Л ьвів. 1995. -С .60-61.

11. Хома Л.Г., Хома Н.Г.Узагальнені періодичні розв'язки квазілінійних 
рівнянь //Укр. мат. журн. -1996, 4 8 , №3, -С .406-41 1,

17



Хома Н.Г. Аналитические методы изыскания периодических решений 
гиперболических уравнений второго порядка.

Рукопись. Диссертация на соискание ученой степени кандидата 
физико-математических наук по специальности 01.01.02 
дифференциальные уравнения, Львовский государственны й 
университет им. Ив. Ф ранко, Львов, 1996.

В диссертации определены конкретные пространства функций, в 
которых существует классическое решение линейной краевой 
периодической задачи. Установлено теорему существования и 
единственности классического решения линейной краевой 
периодической задачи. Получены условия существования гладкого 
решения нелинейной краевой периодической задачи.
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cond order of hyperbolic equations.
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tical Sciences degree on the speciality’ 01.01.02. — differential equations. LM v 
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Specific functional spaces in which boundary-value periodical problems classi­
cal solution exist are determined. Theorems of existense and uniqueness of linear 
boundary-value periodical problems solution are fixed. Conditions of existence of 
smooth solution of nonlinear boundary-value periodical problems are obtained.
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