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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність проблеми. Математичне моделювання широко ви­
користовується в різноманітних областях людської діяльності. Ре­
зультати такого моделювання дають змогу передбачити розвиток 
процесу, розрахувати його характеристики, керувати цим проце­
сом, проектувати системи з бажаними характеристиками тощо

Особливу роль при цьому має математичне моделювання різно­
манітних динамічних систем, тобто систем, в яких величини, що 
характеризують стан, змінюються в часі. Моделями таких об’єктів 
на макрорівні є системи звичайних диференціальних рівнянь з за­
даними початковими умовами, в яких незалежною змінною є час. 
В основі таких моделей лежать компонентні рівняння окремих еле­
ментів та топологічні рівняння, вид яких визначається фізичними 
чи іншими законами, що лежать в основі цих моделей, і які відобра­
жають зв’язки між окремими елементами.

Процедури побудови математичних моделей звичайно базуються 
на законах, що відносяться до конкретних наукових областей. Тому 
питання формування математичних моделей можна розглядати лише 
стосовно конкретної галузі наукових досліджень. В даній роботі 
ці питання розглядаються на прикладах побудови математичних 
моделей перехідних процесів у нелінійних електричних колах та 
рішенні задач небесної механіки і екології. Розвинуті в даній роботі 
нові підходи до формування моделей базуються на доробку відомих 
вчених-електрртехніків, таких як В.Анісімов, О.Архангельський, 
Р.Базилевич, С.Басан, Б.Баталов, З.Бененсон, Б.Блажкевич, 
Т.Влейкслі, В.Бондаренко, С.Букашкін, І.Влах, Г.Возняцкі, Є.Гло- 
ріезов, Л.Данілов, К.Демирчян, Р.Дмитришин, В.Ільїн, Д.Калахан, 
Ю.Калніболотський, А.Ланне, М.Максимович, Б.Мандзій, П.Мат- 
ханов, В.Миронов, Л.Нагорний, І.Норенков, Пен-Мін Лін, В.Пер- 
хач, А.Петренко, Г.Пухов, М.Ронто, Л.Синицький, В.Сігорсьішй,
В.Сліпченко, П.Стахів, Дж.Стюарт, Дж.Фід^ер, Є.Чахмахсазян,



Л.Чуа, .Шакіроо та іниі. Особлива JrBara звернута при цьому на 
підходах, пов'язаних з метолом підсхем та побудовою макромоделсй 
багатополюсних підсхем. /

Питання знаходження розв’язку математичних моделей, поедстав- 
лешгх ди())еренціальними рівняннями, носять універсальний харак­
тер. Числові методи, які при цьому використовуються, придатні до 
знаходження розв'язку математичних моделей динамічних систем 
в загальному, безвідносно до якої-небудь галузі наукових дослід­
жень. Значний внесок у розвиток числових методів для рівнянь пер­
шого порядку зробили: К.Бабенко, М.Бахвалов, К.Бренен, К.Гір.
С.Гоауиов. В.Горбатов, В.Крилов. В.Маліков, Г. Марчук, М.Мей- 
рон, Дж.Ортега, Л.Петзольд. Ю.Ракитський, ©.Самарський, 
А.Санджованні-Вінчентеллі, Р.Слоньовський, Дж.Трауб, Л.Турчак, 
Дл;.Уатт, Дж.Ферзігер, Дж.Форсайт, Е.Хайрер, Р.Хеммінг, Г.Хеч- 
тел, Дж.Холл. Л.Шемпайн, Х.Штеттер та інш.

Як правило, при моделюванні динамічних процесів прийнято ви­
користовувати рівняння з похідними виключно пертого порядку. 
У значній мірі це пов’язано з тим, що існує добре розроблений апа­
рат числових методів і відповідних програмних засобів розв'язуван­
ня таких рівнянь. Натоми ть, в ряді наукових областей досліджу­
вані процеси мають ту особливість, що в їх математичному описі 
присутні похідні невідомих не тільки першого, а і більш високих 
поргдків. Моделі, в яких містяться такі похідні, можна звести до 
системи рівнянь першого порядку. Проте, така процедура веде до 
додаткових незручностей при формалізації задачі, а також суттєво 
збільшує розмірність задачі і обчислювальні затрати.

Тому актуальною є розробка нового підходу, який дає можли­
вість будувати математичні моделі динамічних процесів у вигляді 
рівнянь вищих порядків і ефективно розв'язувати їх без здійснення 
будь-яких додаткових операцій. Основні наукові результати дисер­
тації одержано в ході виконання планових науково-дослідних робіт 
Фізико-мгханічного інституту HAH України (Постанови Президії
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HAH України N 3 від 22.02.94, N 18 під 25.12.89, N 474 від 27.12.85, 
N 1195 від 09.06.86 та N 585 від 30.12.81), проектів Державної 
науково-технічної програми 06.02.02 ДКНТПП України ’’Перспек­
тивні інформаційні технології і системи” та господарських дого­
ворів.

Об’єктом дослідження є математичні моделі динамічних про­
цесів і систем. Предметом дослідження є методи побудови мате­
матичних моделей у вигляді звичайних диференціальних рівнянь 
вищих порядків та методи числового розв’язування таких рівнянь.

Метою роботи є створення методів та засобів математичного 
моделювання динаміки фізичних процесів і явищ з використанням 
диференціальних рівнянь вищих порядків, які базуються на нових 
підходах до формування моделей та нових числових способах розв’я­
зування рівнянь вищих порядків без зведення їх до системи рівнянь 
першого порядку в нормальній формі.

Досягнення мети здійснюється шляхом розв’язання таких задач:
— розробка діакоптичного підходу до побудови моделі динамічної 

системи у вигляді рівнянь вищих порядків на прикладах аналізу 
перехідних процесів в складному нелінійному електричному колі;

— розробка нового класу неявних багатокрокових числових ме­
тодів для математичних моделей з похідними вищих порядків, які 
базуються на узагальнених формулах диференціювання з різни­
цями назад {узагальнені методи ФДН), використовують апроксима­
цію невідомих інтерполяційними многочленами з кратними вузлами 
і відрізняються від відомих методів відсутністю процедури зведення 
рівнянь вищих порядків до системи рівнянь з похідними тільки пер­
шого порядку;

— створення основних варіантів узагальнених методів ФДН для 
моделей вищих порядків, розробка методів оцінки локальних похи­
бок цих методів та знаходження їх областей стійкості; розробка уза­
гальнених методів ФДН, які базуються на апроксимації старших
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похідних інтерполяційними поліномами заданого степеня;
— на основі запропонованих підходів до математичного моделю­

вання динаміки фізичних процесів і явищ розробка алгоритмів та 
програмних засобів для побудови моделей та їх числового розв’язу­
вання; оцінка числа арифметичних операцій  для узагальнених 
методів ФДН та порівняння їх з рядом відомих методів;

— використання розроблених діакоптичних підходів до побудови 
математичних моделей динамічних систем при розв’язуванні задач 
електротехніки, небесної механіки та екології.

Методи досліджень. В основі методології досліджень лежать роз­
роблені в дисертації підходи до формування математичних моделей 
та знаходження їх розв’язків. В дослідженнях використовуються 
також загальні положення та методи математичного моделювання 
і обчислювальної математики. При побудові моделей для електро­
технічних задач використовуються загальні положення теорії елек­
тричних кіл (елементи теорії графів, методу підехем, методів аналізу 
перехідних процесів). „

Достовірність основних наукових положень Ta отриманих ре­
зультатів забезпечується коректністю постановки розглянутих за­
дач, строгістю математичних перетворен; шівпадінням отриманих 
фор- іул в часткових випадках з відомими результатами.

Наукова новизна роботи. В роботі розроблено новий науковий 
напрям - -  створення методів та засобів математичного моделювання 
динаміки фізичних процесів і явищ на основі диференціальних рів­
нянь l порядків, які полягають у застосуванні нових підходів 
до формування моделей та нових числових способів розв’язування 
рівнянь вйших порядків без зведення їх до системи рівнянь Першого 
порядку. В рамках цього наукового напряму отримано такі основні 
наукові результати:

•— розроблено нові підходи до формування математичної моделі 
перехідного процесу в складному нелінійному електричному колі.
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які включають: метод побудови математичної моделі багатополюсної 
підсхеми у вигляді рівнянь вищих порядків мінімальної розмірності; 
метод одержання математичної моделі кола, як об’єднання підсхем, 
при описі їх рівняннями вищих порядків; алгоритми формування 
і розв’язування рівнянь для визначення початкових умов на основі 
початкових значень змінних стану;

— для моделей з похідними вищих порядків створено новий клас 
неявних багатокрокових числових методів, які базуються на узагаль­
нених формулах диференціювання з різницями назад і використо­
вують апроксимацію невідомих інтерполяційними многочленами з 
кратними вузлами;

— одержано оцінку локальної похибки узагальнених методів ФДН 
та розроблено методику визначення їх областей стійкості, знайдено 
границі областей стійкості низки часткових варіантів;

— розроблено основні варііінти реалізації узагальнених методів 
ФДН: однокрокові варіанти; вар: інти, які забезпечують найшвид­
ший ріст степеня інтерполяційного многочлена; варіанти з мінімаль­
ним числом кроків назад; варіанти з постійною кратністю вузлів ін­
терполяції; запропоновано спрощену реалізацію узагальненого ме­
тоду ФДН для лінійних моделей вищих порядків;

— для моделей вищих порядків розроблено узагальнені методи 
ФДН, які базуються на апроксимації старших похідних інтерполя­
ційними поліномами заданого степеня;

— для задач моделювання перехідного процесу в електричному 
колі розроблено: метод одержання початкових умов при перетво­
ренні операторних макромоделей лінійних підсхем у диференціальні 
рівняння; метод формування моделі кола на основі макромоделей 
його лінійних і нелінійних частин у вигляді рівнянь вищих порядків 
відносно зовнішніх величин; метод формування дискретних макро­
моделей багатополюсних підсхем на основі узагальнених формул 
диференціювати з різницями назад;

— для задач моделювання у небесній механіці розроблено чи­
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слові методи, які не використовують перших похідних невідомих; 
ДЛЯ рівнянь третього порядку, ЩО не МІСТЯТЬ OKjnaiHX похідних не­
відомих, розроблено узагальнені методи ФДН, які враховують спе­
цифіку цих рівнянь і дозволяють уникнути виконання додаткових 
операцій з першими та другими похідними невідомих;

-  розроблено діакоптичний підхід до моделювання кругообігу вуг­
лецю в біосфері, розроблено метод формування моделі регіональ­
ного кругообігу, а також метод побудови моделі глобального круго­
обігу на основі регіональних моделей та рівнянь зв’язку;

Практичне значення результатів. Розроблені в роботі методи та 
алгоритми дають можливість формувати моделі динамічних про­
цесів у вигляді рівнянь вищих порядків і розв’язувати Tx без зве­
дення до системи першого порядку більшої розмірності. Тим самим 
зменшуються обсяги обчислювальних затрат, спрощується процес 
числового моделювання і його результати стають наочнішими.

Створені методи побудови моделей перехідних процесів у склад­
них нелінійних електричних колах на базі макромоделей підехем 
дають можливість формувати моделі багатополюсних підехем у виг­
ляді рівнянь виключно відносно зовнішніх Величин. При цьому роз­
мірність моделі кола в цілому, як об’єднання підехем, є мінімальною 
і дорівнює сумарному числу незалежних зовнішніх полюсів усіх під­
ехем.

Г^зроблені методи та алгоритми числового розв’язування моделей 
ш і і ц и х  порядків з використанням узагальнених формул диферен­
ціювання з різницями назад дають можливість знаходити розв’язки 
таких моделей без додаткового зведення їх до систем рівнянь пер­
шого порядку і пов’язаного з цим збільшення розмірності задачі. Це 
дає принципову можливість знизити обчислювальні затрати при чи­
словому аналізі моделей. Багатоманітність варіантів розроблених 
узагальнених методів ФДН, які базуються на використанні різно­
манітних інтерполяційних сіток, відкривають можливості здійснення 
проблемної адаптації алгоритмів в ході числового аналізу.
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Розвинуті числові методи для моделей, що не містять перших по­
хідних невідомих, дають можливість розв’язувати задачі небесної 
механіки без зведення вихідних моделей до системи рівнянь пер­
шого порядку, що суттєво знижує обсяги обчислювальниз затрат за 
рахунок виключення операцій з першими похідними.

Розроблений діакоптичний підхід до моделювання кругообігу вуг­
лецю в біосфері розширює область адекватності моделі, дає можли­
вість враховувати неоднорідність протікання біохімічних процесів у 
різних регіонах планети.

Реалізація результатів. На основі розроблених методів матема­
тичного моделювання динаміки фізичних процесів і явищ з вико­
ристання диференціальних рівнянь вищих порядків створено алго­
ритми та відповідні програмні засоби для побудови моделей та їх чи­
слового розв’язування. Розроблено програмні засоби формування 
моделі перехідного процесу у складному нелінійному електричному 
колі на основі опису підсхем макромоделями у вигляді рівнянь вищих 
порядків відносно виключно незалежних зовнішніх величин. Роз­
роблено програмні засоби числового інтегрування нелінійних (і як 
спрощений варіант — лінійних) моделей вищих порядків на основі 
узагальнених методів ФДН. Створено програмні засоби імітацій­
ного моделювання кругообігу вуглецю, які базуються на діакоптич- 
них підходах до формування моделі і враховують неоднорідність 
протікання біохімічних процесів в різних регіонах планети.

Розроблені на основі запропонованих методів і алгоритмів про­
грамні засоби аналізу електричних кіл методом підсхем на основі 
рівнянь вищих порядків включено в САПР аналогових засобів елек­
тровимірювальної техніки в СКБ мікроелектроніки в приладобу­
дуванні Львівського BO ” Мікроприлад” та в САПР логічних ін­
тегральних схем на основі МДН-транзисторів на Кишинівському 
заводі ’’Мезон”. Окремі програмні засоби були включені в Дер­
жавний фонд алгоритмів і програм та передані для використання 
зацікавленим організаціям.
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Апробація роботи. Основні наукові результати та положення 
дисертаційної роботи доповідалис я та обговорювалися на міжнарод­
них, всесоюзних, республіканських та галузевих науково-технічних 
конференціях і школах-семінарах, у тому числі: на Міжнародних 
назтюво-технічних конференціях ’’Проблеми фізичної і біомедичної 
електроніки” (Київ, 1995 та 1996 pp.); на Всеукраїнській науко­
вій конференції ’’Розробка та застосування математичних методів 
в науково-технічшіх дослідженнях” (Львів, 1995 p.); на Першій 
та Другій українських конференціях з автоматичного управління 
”Автоматика-94" та ’’ Автоматика-95” (Київ, 1994 р.; Львів, 1995 p.); 
на Першій міжнародній науково-технічній конференції ’’Матема­
тичне моделювання в електротехніці й електроенергетиці” (Львів, 
1995 p.); на Міжнародній конференції ’’Нові інформаційні техно­
логії в науці, освіті, медицині та бізнесі” (Москва, 1994 р,); на Пер­
шій міжнародній конференції з інформаційних технологій і систем 
(Львііі, 1993 p.); на Науково-технічній конференції ’’Фундамен­
тальні та прикладні проблеми космічних досліджень” (Житомир, 
1993 p.); на Науковій конференції, присвяченій 40-річчю фізичного 
факультету Львівського держуніверситету (Львів, 1993 p.); на Рес­
публіканській науково-технічній конференції ’’Проблеми автомати­
зованого моделювання в електроніці” (Гиїв, 1993 р.); на III та IV 
Haj і<ово-технічних конференціях ” Проблеми нелінійної електроте­
хніки’' (Черкаси, 1988 р.; Київ, 1992 p.); на Всесоюзній конференції 
’’Математичне моделювання в енергетиці”. (Київ, 1990 p.); на Між­
народній науково-технічній конференції ’’Інтеграція систем цільової 
підготовки спеціалістів і автоматизованих технічшіх систем різно­
манітного призначення” (Алушта, 1990 р.); на VIII школі-семінарі 
’’Математичне і машинне моделювання в мікроелектроніці” (Па­
ланга, 1991 p.); на Республіканських конференціях ’’Проблемна 
адаптація алгоритмічного та інформаційного забезпечення САПР 
(Київ, 1987,1988 та 1990 pp.); на Науково-технічній нараді-семінарі 
” Проблеми автоматизації функціонального проектування PE А’ (Та­
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ганрог, 1989 р.); на IX республіканській школі-семінарі з теоре­
тичної електротехніки, електроніки і моделювання (Львів-Шацьк, 
1987 р.); на V та VI Всесоюзних школах-семінарах ” Розпаралелю- 
вання обробки інформації” (Львів-Косів, 1985 та 1987 pp.); на 
Семінарі Наукової ради AH УРСР по комплексній проблемі ’’На­
укові основи електроенергетики” (Київ, 1987 p.); на Другій кон­
ференції ’’Проблеми підвищення якості матеріалів, приладів та об­
ладнання” (Львів, 1986 p.); на 8-їй Республіканській школі-семінарі 
по теоретичній електротехніці і електроніці (Львів-Шацьк, 1986 p.); 
на Семінарі Наукової ради AH УРСР по комплексній проблемі ’’Те­
оретична електротехніка, електроніка і моделювання” (Львів, 1981 
та 1985 pp.); на Другій, Третій та Четвертій республіканських 
нарадах-семінарах з машинного проектування електронних схем 
(Львів-Славськ, 1981, 1983 та 1985 pp.); на Всесоюзній науково- 
технічній конференції ”Моделювання-95 (Київ, 1985 p.); на Рес­
публіканській конференції "Моделювання та ідентифікація компо­
нентів і вузлів електронної техніки” (Київ, 1985 p.).

На захист виносяться такі основні положення:
— діакоптичні підходи до побудови математичних моделей пере­

хідних процесів у нелінійному електричному колі у вигляді рівнянь 
вищих порядків, які включають: метод побудови моделі багатопо- 
люсної підсхеми у вигляді рівнянь вищих: порядків, невідомими в 
яких виступають виключно зовнішні по відношенню до підсхеми 
величніш; метод формування моделі кола, як об’єднання підсхем, 
при описі їх рівняннями вищих порядків; алгоритми формування 
і розв'язування рівнянь для визначенім початкових умов моделі з 
використанням початкових значень змінних стану;

— новий клас неявних багатокрокових числових методів для роз­
в'язування моделей вищих порядків, які базуються на узагальнених 
формулах диференціювання з різницями назад і використовують 
апроксимацію невідомих інтерполяційними многочленами з крат­
ними вузлами; результати досліджень по оцінці локальних похибок
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цих методів та методи визначення їх областей стійкості;
— основні варіанти реалізації узагальнених методів ФДН стосов­

но розв’язування моделей з похідними вищих порядків (оді зкрокові 
варіанти; варіанти, які забезпечують найшвидший ріст степеня ін­
терполяційного многочлена; варіанти з мінімальним числом кроків 
назад; варіанти з постійною кратністю вузлів інтерполяції; спро­
щена реалізація узагальненого методу ФДН для лінійних моделей 
вищих порядків; узагальнені методи ФДН, які базуються на апрок­
симації старших похідних інтерполяційними поліномами заданого 
степеня);

— алгоритми і програмні засоби реалізації запропонованих підхо­
дів до математичного моделювання динаміки фізичних процесів і 
явищ з використанням диференціальних рівнянь вищих порядків;

— метод формування моделі перехідного процесу в електричному 
колі на основі макромоделей його лінійних і нелінійних частин у 
вигляді рівнянь виших порядків; метод одержання початкових умов 
при перетворенні операторних макромоделей лінійних підехем у ди­
ференціальні рівняння; метод формування дискретних макромоде­
лей багатополюсних підехем на базі узагальнених формул диферен­
ціювання з різницями назад;

— числові методи для розв’язування задач небесної механіки, які 
не використовують перших похідних невідомих; узагальнені методи 
ФДН для рівнянь третього порядку, що не містять окремих похідних 
невідомих;

— діакоптичний підхід до моделювання кругообігу вуглецю в 
біосфері, метод формування моделі регіонального кругообігу, а та­
кож метод побудови моделі глобального кругообігу на основі регіо­
нальних моделей та рівнянь зв’язку.

Публікації. По темі дисертаційної роботи опубліковано 62 нау­
кові праці. . ...

Структура та обслг роботи. Дисертаційна робота складається з 
вступу, семи розділів, висновків, списку використаної літератури Ta
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додатків. Робота пикладена на 355 сторінках і включає 2G3 сторінки 
основного тексту та список літератури із 480 найменувань.

ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі обгрунтовується актуальність проблеми математич­
ного моделювання динаміки фізичних процесів з використанням рів­
нянь вищих порядків, формулюються мета та основні задачі дослід­
жень, подається анотація основних положень роботи.

В першому розділі розглянуто питання побудови моделей 
динамічних процесів і систем у вигляді диференціальних рівнянь 
вищих порядків. Наведено традиційні форми представлення моде­
лей перехідних процесів та описано області застосування моделей з 
похідними вищих порядків. Використовуючи задачу діакоптичного 
формування рівнянь нелінійного електричного кола проілюстровано 
процедуру побудови моделей вищих порядків. При цьому розгля­
нуто питання формування макромоделей багатополюсних підехем у 
вигляді рівнянь вищих порядків і на їх основі — побудови матема­
тичної моделі кола в цілому, як об’єднання підехем. Зроблено огляд 
відомих підходів до розв’язування моделей вищих порядків.

В розділі показано, що найбільш вживаною формою представлен­
ня математичних моделей динаміки фізичних процесів і явищ є си­
стеми звичайних диференціальних рівнянь першого порядку з відо­
мими незалежними початковими умовами. Проте, є багато задач 
(з механіки, електротехніки, небесної механіки та інших областей), 
в яких математичні моделі досліджуваних процесів чи явшц зручно 
представляти у вигляді звичайних диференціальних рівнянь з по­
хідними вищих порядків виду

/*({*}• ^}, j  — 1 ,2 ,. . . ,  п; г =  1 ,2 ,. . . , 8jk', t) =  0, к — 1 ,2 ,. . . ,ті,
(1)

з заданими незалежними початкових умовах =  x^\ to ) ,  к =
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= 1 ,2 ,. . .  , n; г =  1 ,2 ,. . .  ,s  — I. В рівняннях (1): x k ( t ) ,x ^ \ t ) — 
невідомі та їх похідні r -го порядку, x ^ \ t )  .,= dxrk/d tr; fk  — відомі 
нелінійні функції; п  — розмірність моделі; t — незалежна змінна 
(час), Sjk — максимальний порядок похідних j -ої невідомої в fc-му 
рівнянні. Taiu моделі, в принципі, можуть бути представлені як в 
явній, так і в неявній ([юрмі.

Підходи до формування моделей (1) специфічні для кожного зо­
крема об’єкту чи класу об’єктів. Ця специфіка полягає у своєріднос­
ті підходів до: вибору властивостей об’єкта, які підлягають відобра­
женню в моделі; збору вихідної інформації про вибрані властивості 
об'єкта; синтезу структури моделі; розрахунку числових значень 
параметрів і т.д. В роботі пропонується новий діакоптичний підхід 
до побудови моделі виду (1) для задач аналізу перехідних процесів 
у складному нелінійному електричному колі. Підхід базується на 
формуванні математичних моделей підсхем та кола в цілому, як 
об'єднання підсхем. у вигляді системи рівнянь відносно зовнішніх 
величин. ' '0

Показано, що багатополюсну підсхему без зниження точності мо­
делі NtOHaia описати мінімальним числом рівнянь, яке дорівнює чи­
слу її незалежних полюсів. Цього можна досягнути, якщо з мате­
матичної моделі, складеної на компонентному рівні виключити всі 
змінні, що відповідають внутрішнім величинам підсхем. При цьому 
використовуються рівняння змінних стану багатополюсної підсхеми

= Ф т ( Х т с ,  X m e t

t‘& m ( X m c , X , n e t E m , t )  —  Q ,  

де X mr — матриця-стовпець змінних стану m -ої підсхеми, Xmc =
— \\XntC\t X )nc2t - - - t x mcjt - - • J arTncnmcIi > X т с  МНТрИЦЯ-СТОВПЄЦЬ

їх перших похідних по часу; пт,п тс та пть — числа незалежних 
зовнішніх полюсів підсхеми, її змінних стану та автономних дже­
рел енергії; Xiljc — вектор незалежних зовнішніх величин підсхеми, 
X mc = . . / ,X mci, . .  . ,x me,2n j :  E m -  вектор автономних па-

14



раметрів джерел енергії в підсхемі, Etn -  (егоЬ. . . ,  етІ, . . . ,  е„Ш(п1); 
Фт  і Ф,„ — матрищ-стовпці нелінійних функцій багатьох змінних. 
Число рівнянь в цій моделі дорівнює: сумі числа незалежних зы: 
нішніх полюсів підсхеми і числа змінних стану, а невідомих в цій 
моделі міститься п„ІС 4- 2п,„.

Розроблено метод побудови математичної моделі багатополюсної 
підсхеми у вигляді рівнянь вищих порядків відносно невідомих, яки­
ми виступають виключно зовнішні по відношенню до підсхеми ве­
личини. Метод базується на додатковому диференціюванні та ал­
гебраїчному перетворенні рівнянь змінних стану і дозволяє сфор- 
мувати макромодель підсхеми у вигляді рівнянь

F„(AUX2S,..., X » , ..., ЛІГ>, En, ££>.....
£& ■ ',«)=  0 , (2)

де Fm — матриця-стовпець розміром п„, нелінійних функцій ба­
гатьох змінних; Xroi — 2п,„-мірний вектор г-х похідних по часу 
незалежних зовнішніх величин підсхеми, тобто X^lj = сГx mej /d tr 
(j  -  1 ,2 ,. . . ,2пго; г =  1,2 , . . . , sm); — птЬ-мірний вектор 
1-х похідних по часу автономних параметрів джерел енергії (I =
— 1,2 ,. . . ,  sm). Створений метод побудови макромоделі дає можли­
вість звести число рівнянь у моделі підсхеми до мінімуму, що дорів­
нює числу незалежних полюсів підсхеми. При цьому невідомими 
виступають виключно зовнішні незалежні величини (напруги сторін 
та полюсні CTpjrMH). На відміну від традиційних способів макромо- 
делювання, пов’язаних із спрощенням моделі, таке зменшення роз­
мірності моделі не веде до звуження її області адекватності. В ро­
боті описуються випадки, при яких описане вище виключення вну­
трішніх змінних можливе.

Основу для формування математичної моделі кола в цілому, як 
об’єднання підехем, складають п рівнянь (n =  £m =i п т) вищих 
порядків макромоделей (2) усіх M  підехем та рівняння зв’язків, от­
римані на ос нові законів Кірхгофа з врахуванням способів з'єднання
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підехем у коло та з врахуванням вибраної системи незалежних зов­
нішніх величин усіх підехем. Розроблено метод, який дає можли­
вість сформувати модель кола у вигляді рівнянь

t ' (X ,  X 1" , . . . ,  X lr' , . . . ,  X м , £<•>, 1) _  0, (3)

до F  - - матриця-стовпець відомих функцій. F  =  JJ /i, /а , ,
/„ | |г ; А  — п-мі])ний вектор базисних величин кола (невідомих), 
X  =  ( ї ї , 3-2, . . . , X j ,  . . .  ,х„); А (г) — n -мірний вектор г-х похідних 
невідомих; E  — вектор автономних парамсті>ів джерел енергії, що 
містяться в колі. E  = (еі, е >,. . . ,  e „ J .

В холі побудови моделі (3) використовуються рівняння зв’язку, які 
складаються з q незалежних валових рівнянь струмів та р  контур­
них рівнянь напруг, де q — число незалежних вузлів у колі, р  — 
число незалежних контурів в графі цього кола, р =  n - q .  Множина 
базисних величин кола в ньому випадку складається з р незалежних 
полюсних струмів, що відповідають хордам дерева в графі струмів, 
та q незалежних напруг підехем, які відповідають віткам дерева 
в графі напруг. Структурні рівняння кола використовуються для 
вираження всіх 2п незалежних зовнішніх величин підехем та їх по­
хідних у вигляді лінійних комбінацій п базисних величин. Ці вирази 
об’єднано у матричном)- рівнянні

X f = D X ,

де Ar - -  матриця-стовпець розміром 2п незалежних зовнішніх вели­
чин усіх підехем, X e -  11 A u, X 2c, . ... , Ame, . . . ,  XMcWr =  ||х ,гЬ 
• • • » і *2е11 • • • і *2е,2гІ2> • • • > 35Д/е1і • • •»ЩМрям Il > ^  ПрЯМО- 
кутна матриця, D — Щ ; || (і =  1 ,2 , . . . ,2n \ j  =  1,2, . . . ,п ) ,  при­
чому f' j  Є {—1; 0; 1}.

Знайти частковий розв’язок математичної моделі (3) можна при 
умові, що відомо незалежні початкові умови, якими є числові зна­
чення в початковий момент часу фізичних величин, які вхоаять як 
невідомі в рівняння. У випадку наявності в моделі похідних вищих 
порядків повинні також бути задані початкові значення молодших

• '• ' • -.'.I:' *; •• ./ ‘ ' / ' . . . ,; '• ' . Vj
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похідних. В роботі розроблено метод одержання незалежних по­
чаткових умов па основі відомих початкових значень змінних стану. 
Оскільки швидкість розповсюдження енергії в просторі і як наслідок 
цього — швидкість зміни запасів енергії в енергоємних компонентах 
кола є скінченною, то змінні стану описуються неперервними функ­
ціями часу. Це відображається у законах комутації електричного 
кола, загальний вираз яких має вигляд

x mcjO = ® m cj(^o) =  ®mcj(^0—) ~  *mcjO— >

Vm = 1 ,2 ,. . .  ,A f ; j  =  l , 2 , . . . , n mc, (4)

де x mcj — j - та змінна стану m-ої підсхеми; £0-  — момент часу, що 
безпосередньо передує початковому моменту (моментові комутації), 
£о_ =  1ііпо<е_,о(*о ~  є)- Створено алгоритм, який дає можливість 
формувати і розв’язувати рівняння для визначення початко к  зна­
чень базисних величин кола та їх молодших похідних на базі почат­
кових значень змінних стану, виражених співвідношеннями (4).

Представлений в розділі мето і  одержанім математичної моделі 
електричного кола на основі макромоделей багатополюсних підехем 
дозволяє звести число рівнянь моделі до мінімуму, який визначається 
загальним числом п  незалежних зовнішніх полюсів усіх підехем, 
що веде до суттєвого зменшення розмірності моделі (на число вну­
трішніх змінних).

В першому розділі проаналізовано також недоліки традиційних 
підходів до розв'язування моделей вищих порядків. Ці підходи ба­
зується на зведенні вихідних моделей до системи рівнянь першого 
порядку, що веде до суттєвого збільшення розмірності задачі. Зроб­
лено огляд відомих методів безпосереднього (без зведення до системи 
першого порядку) розв’язування рівнянь вищих порядків. Більшість 
цих методів допускають інтегрування з постійним кроком рівнянь 
тільки другого порядку, представлених у нормальній формі.

Д р у ги й  розд ід  присвячено розробці нового класу неявних 
багатокрокових числових методів для моделей вищих порядків. Me-
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тоди базуються на поліноміальній інтерполяції з кратними вузлами 
і дозволяють знаходити розв’язок рівнянь вищих порядків без додат­
кового зведення їх до системи першого порядку в нормальній формі. 
Bomi є узагальненням відомого методу, який базується на формулах 
диференціювання з різницями назад, на рівняння вищих порядків 
(узагальнені методи ФДН).

Припускається, що ситема (1) має єдиний роз’язок у вигляді непе­
рервних функцій X j ( t )  Є C s j If0 , tyv], причому S j  =  maXfc6{li2.... „} s j k .

Вважається також, що незалелші початкові умови у вигляді початко­
вих значень невідомих X j 0 = ж; ( і 0) Ta їх МОЛОДШИХ ПОХІДНИХ Xyj = 
=  Ц г)(*о) задані для всіх j  € {1,2, . . . ,  п} та г Є {1,2,. , . . ,
S j  — 1}. Допускається, що залежні початкові умови, якими є  по­
чаткові значення старших похідних X j^ ', можуть бути обчислені 
з допустимою похибкою за допомогою відомих числових методів з 
рівнянь (1), записаних для t — to.

Розв'язок системи (1) шукається у вигляді множини наближених 
дискретних значень X j v кожної із змінних на множині дискретних 
значень аргумента t„ Є [t0, t,\], де и — порядковий номер кроку 
інтегрування, і/ б { 1 ,2 ,..., N }\ tv — дискретне значення часу, 
яке визначає кінець и-го кроку інтегрування.

Суть пропонованих методів полягає ь тому, що властива всім чи­
словим методам розв'язування диференціальних рівнянь алгебраїза- 
ція задачі здійснюється шляхом підстановки' на кожному кроці дис­
кретизації в одержаній на основі рівнянь (1) при t  — Iv системі

І  ~  1 . 2 , . . . ,  п ;  г  =  О, I , . . . ,  S j k i  t v,) =  О,

к == 1,2,...,я, (5)

замість точних аискретних значень похідних x^J =  x ^ \ t v) їх на­
ближених значень X j rJ . які виражені у вигляді

= S  Ї2 + ^ r X j , .  (C)
I=I I=O
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TVt  Pj1Jr, Ta 7>r — коефіцієнти, значення яких необхідно визначити 
на кожному кроці інтегрування на основі відомих значень hv (дов­
жини і'-го кроку дискретизації, Hv - I v -  t„_j) та /і„, = Iv -  t„_„ 
і =  1 , 2 , , Hjv\ /Ltj„ — число кроків назад при апроксимації j -ої 
змінної на и-му кроці; pj„i — цілочисельннй параметр — кратність 
г-го вузла інтерполяції j -ої невідомої на цьому ж кроці; — 
наближені значення невідомих та відповідних похідних, знайдені на 
Hjv (Hjv < и) попередніх кроках (при и — і =  0 використовуються 
задані початкові умови). В залежності від значень параметрів Hjv та 
pjvi пропонуються різні варіанти реалізації запропонованого класу 
методів.

В результаті вказаної підстановки отримуємо систему нелінійних 
алгебраїчних рівнянь виду

9hiy{{,Xjv} , J — 1 ,2 ,. . . , п.) =  0, к — 1 ,2 ,. . .  ,n ,

в результаті розв’язувати! якої відомими числовими методами зна­
ходимо значення невідомих, що ві повідають дискретному значенню 
t = tv.

Перед переходом до наступного (и +  1)-го кроку інтегрування 
моделі (1) необхідно за формулою (б) на основі знайдених значень 
Xjv обчислити ТІ дискретні значення ПОХІД!UOC х^}, що відповідають 
біжучому кроку, які будуть використовуватися на наступних кроках.

З метою обчислення коефіцієнтів pj[}ri та Jjvr у виразах (б) на 
кожному кроці дискретизації у відповідності із формулою Ov = 
{*„ ~  t)Jhu вводиться новий безрозмірний аргумент iOv з додатнім 
напрямком в сторону зменшення t. Всі невідомі, які є функціями ар­
гумента і, перетворюють у функції аргумента d v. Кожну невідому 
на певному інтервалі нпроксимують поліномом заданого степеня. 
Для визначення коефіцієнтів апроксимації використовується інтер­
поляційний шюгочлен Ерміта та метод невизначених коефіцієнтів. 
З врахуванням зв’язку цих коефіцієнтів з наближеними дискретними 
значеннями похідних одержано формули для обчислення значень ко-
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офіціантів (3J1uri та 7jV,. у виразах (6). Ці формули мають вигляд:

Pjv
ft(l) _  r 'Pjvrv 
Pjuri  ( ^ 1Jr-Zfcr-J* 7?«

^pjvri
(7)

лс

г, І =  0;
t-I

P j v  *+* 2  {pjvli I )  +  Ц і  — ..Ц 2 , — 1.
*.=0

У формулах (7) Pjvrv — елементи матриці P jl,, оберненої по 
відношенню до матриці Qjv, елементи якої обчислюємо за форму­
лою

Qjvvr —

' I'vl ^  . і» 2, ‘ • ■» Pivt І —

H trr i
(г  -  і)!

, V >  HjO г >  і,

0, V > HjO г <  і,
причому у другом}- рядку цієї формули індекс і  набуває значень
г — 1 , 2 , , Hivi за винятком іих. для яких pj„i — 1, індекс І набуває
значень І =  1 ,2 , . . . ,P jv i-1, а індекс v  залежить відзначень індексів

»-і
і та І за формулою v -  -  Hjv +  T l (Pjvk -  1) -И.

*=о
В розділі дано оцінку локальної похибки визначення невідомих 

узагальненими методами ФДН, яка встановлює зв’язок між пара­
метрами інтерполяційної сітки та порядком апроксимації числового 
метод}'. Розроблено методику визначення областей стійкості уза­
гальнених методів ФДН стосовно розв'язування моделей з похідними 
вищих порядків. Знайдено границі областей стійкості низки варіан­
тів узагальнених методів ФДН при розв’язуванні модельних задач.

Запропоновано алгоритми знаходження початкових наближень не­
відомих на кояшому кроці інтегрування узагальненими методами
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ФДН, який базується на використанні інтерполяційних многочленів, 
що відповідають попередньому крокові дискретизації. Різниця між 
уточненими значеннями невідомих та прогнозованими значеннями 
враховується для автоматичного управління величиною кроку дис­
кретизації.

В третьом у  розд іл і описано основні варіанти реалізації уза­
гальнених методів ФДН для моделей вищих порядків (однокрокові 
варіанти, варіанти з мінімальним числом кроків назад, варіанти з 
постійною кратністю вузлів інтерполяції та інш.). Розглянуто спро­
щену реалізацію методів для лінійних моделей вищих порядків та 
досліджено зв’язок узагальнених методів ФДН з відомими методами.

Різноманітні варіанти реалізації узагальнених методів ФДН мож­
ливі в залежності від значень параметрів інтерполяційної сітки, яка 
використовується для апроксимації невідомих, тобто в зал жності 
від значень параметрів Hjv та pJtn. Однокрокові варіанти узагальне­
них методів ФДН характерні постійніш числом кроків назад рівним 
одиниці (jj.jv =  1) для всіх змінних (J = 1 ,2 ,. . . ,  п) і на всіх кро­
ках інтегрування [і/ =  1,2 ,. , . ,  N). Степінь інтерполяційного мно­
гочлена є постійним*® всіх кроках. Він рівний максимально можли­
вому при Hjv — 1 значенню Sj 4- 1.

Однокрокові варіанти використовують спрощені обчислювальні 
операції, що виконуються на кожному кроці інтегрування. Для ре­
алізації цих Ba1PialiTiB одержано формули для коефіцієнтів методу

( s i  +

в {,) - І  PjvrX ~
І-г

hl~rl\(sj +  1 -  г)! ’

I (Sj +1)!
(І — г)! l\(Sj  + 1 -  r)f

Ъиг K{bj + 1 -  г)! ’ 
які не використовують процедуру знаходження оберненої матриці.
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Однокрокові варіанти, на відміну від інших варіантів, не потре­
бують TtUi знаної стартової процедури. Це знаходить своє відобра­
ження в тотожності алгоритму реалізації' методу на всіх кроках, 
починаючи з першого. Алгоритми, що відповідають- однокроковим 
варіантам, обов’язково використовуються на першому кроці стар­
тової процедури, яка характерна іншим варіантам реалізації уза- ‘ 
гальнених методів ФДН.

В розділі розроблено варіанти, які забезпечують найшвидший 
ріст степеня інтерполяційного многочлена і які характеризуються 
максимально можливим числом кроків назад і максимальною крат­
ністю вузлів інтерполяції на всіх кроках інтегрування. Варіанти з 
мінімальним числом кроків назад дають можливість досягнути за­
даного степеня інтерполяційного поліному при мінімальному числі 
кроків назад (мінімальному числі вузлів інтерполяції). Розроблено 
також варіанти, які характеризуються однаковими на всіх кроках і 
для всіх змінних кратностями вузлів інтерполяції за винятком вузла, 
що відповідає біжучому крокові дискретизації (варіанти з постійною 
кратністю вузлів інтерполяції).

Розглянуто спрощену реалізацію узагальненого методу ФДН сто­
совно розв’язування лінійних математичних моделей з похідними 
вищих порядків. Одержано аналітичні ..ирази для обчислення на­
ближених дискретних значень невідомих та їх похідних накожному 
кроці числового інтегрування.

Показано, що в частковому випадку, стосовно до розв’язування 
моделей, які містять похідні тільки першого порядку, варіанти за­
пропонованих узагальнених методів ФДН з постійною кратністю 
вузлів інтерполяції рівною одиниці, співпадають з відомим мето­
дом формул диференціювання з різницями назад (методом ФДН). 
Запропоновані методи є узагальненням методу ФДН на рівняння 
з похідними виших порядків, бо область їх застосування набагато 
ширша.

В  четвертом у  розд іл і для розв'язування моделей вищих
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порядків запропоновано,і розроблено ’’інтегральні” варіанти уза­
гальнених методів ФДН, які базуються на апроксимації на кожному 
кроці дискретизації найстарших похідних інтерполяційними поліно­
мами заданого степеня. Молодші похідні та самі невідомі апрок- 
симують при цьому відповідними інтегралами вказаних поліномів. 
Методи відносяться до класу неявних багатокрокових методів і до­
пускають неявну, форм}' запису моделей.
. Адгебраїзація задачі здійснюється шляхом підстановки на кож­
ному кроці в одержаній на основі співвідношень (1) при t — tv си­
стемі рівнянь замість точних дискретних значень похідних x f f  = 
=  x ^ \ t v) їх наближених значень X^j, представлених у вигляді с>

ItjV Pjvi- 1

<•>
і=1 I=O

Суттєва відміність пропонованих методів, від методів представлених 
в другому розділі, в основі яких лежать вирази (6), Полягає в тому, 
що на кожному кроці інтегрування дискретні значення похідних ви­
ражають у вигляді лінійних комбінацій в першу чергу старших по­
хідних (а не самих змінних), знайдених на попередніх кроках.
. На базі інтерполяційних многочленів Ерміта для даних варіантів 
узагальнених методів ФДН одержано вирази для наближених дис­
кретних значень похідних на біжучому кроці інтегрування. В залеж­
ності від вибраних параметрів інтерполяційної сітки, яка використо­
вується для апроксимації невідомих, можливі різноманітні варіанти 
реалізації методів. Спільним для всіх цих варіантів є те, що ву­
зол інтерполяції, який відповідає біжучому крокові інтегрування, є 
простим, кратність вузла, який відповідає попередньому крокові ін­
тегрування, є максимальною, а для решти вузлів в інтерполяційну 
сітку в першу чергу включають значення старшої похідної і при 
необхідності — значення молодших похідних.

Формули для обчислення коефіцієнтів /3j2~l) та 7JI/r у виразах
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(8 )  м а ю т ь  в и гл я д

і «\Г
e[Sj~1̂ = l - h  )ai~r~lv у —-LJj-VkP t v n  V  п ?! P jvrv i  Ijvr  —  ,  , .  S 1

" , = I '-W JW =sJ + 1

причому V = J2 Pj^k — /. В останній формулі Pjvrv •— елементи

матриці Pjv, оберненої по відношенню до матриці Qj v, елементи 
якої залежать від вибраного варіанта інтерполяційної сітки.

Розроблено оцнокроковий інтегральний варіант узагальненого ме­
тоду ФДН, одержано формули цього методу, які не використовують 
процедури знаходження обернених матриць. Показано тотожність 
цих варіантів і однокрокових диференціальних варіантів узагаль­
нених методів ФДН, розглянутих в третьому розділі.

Розроблено варіанти, в яіаїх для знаходження значень невідомих 
на біжучому кроці використовуються значення старших похідних 
на кількох попередніх кроках, а також значення псіх молодших по­
хідних і самих невідомих на останньому кроці. Для цих варіантів 
вирази для дискретних значень похідних мають вигляд

Дана оцінка локальної похибки визначення невідомих у випадку 
інтегральних варіантів узагальнених методів ФДН та на ряді прик­
ладів проілюстровано використання методики знаходження облас-. 
тей стійкості цих варіантів.

В п ’ятом у розд іл і описано розроблені алгоритми та про­
грамні засоби, що реалізовують запропоновані підходи до матема­
тичного моделювання з використання днфереіщіальних рівнянь ви­
щих порядків. Створені алгоритми можна розділити на алгоритми 
формування моделей динамічних процесів та алгоритми числового 
розв'язування моделей вищих порядюв з використанням узагальне­
них методів ФДН.

■Sj' +  l  Itju
x(r) — V а Q\*i '>~(si . Vа fl\ai\ x .^
x J^ /  ,P iv r X  x j,v- 1 T - /  ,  P jvrij* j.v-

I=O i=2
I "b Ifjvr^jv
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Розроблено алгоритм формування математичної моделі перехід­
ного процесу у складному нелінійному електричному колі на основі 
опису підсхем макромоделями у вигляді диференціальних рівнянь 
вищих порядків, невідомими в яких виступають виключно незалежні 
зовнішні величніш підсхем. Алгоритм дозволяє звести число рівнянь 
і число невідомих в моделі до мінімуму, рівному загальному числу 
незалежних полюсів усіх підсхем.

Створено алгоритми числового інтегрування нелінійних моделей 
вищих порядків на основі неявних багатокрокових узагальнених ме­
тодів ФДН. Алгоритми дають можливість розв’язувати рівняння 
вищих порядків без зведення їх до системи рівнянь першого гек 
рядку більшої розмірності. Тим самим вони зменшують обсяги об­
числювальних затрат, спрощують процес числового моделювання 
і роблять його результати більш наочними. Алгоритми допускають 
розв'язування жорстких систем рівнянь та алгебро-диференціальних 
рівнянь вищих порядків.

Розроблено алгоритм спрощеної реалізації узагальнених методів 
ФДН для розв’язування лінійних моделей вищих порядків і пока­
зано його використання для моделювання перехідних процесів у 
лінійному електричному колі.
■ Одержано вирази, які дозволяють порівняти число арифметичних 

операцій, що виконуються на кожному часовому кроці числового 
інтегрування лінійних однорідних математичних моделей узагаль­
неними методами ФДН та рядом відомих числових методів. Таке 
порівняння здійснено на основі розв’язування відомими методами си­
стеми п  рівнянь виду = AY, де А =  UaijIJ, i, j  =  1 ,2 ,. . . ,  п —• 
квадратна матриця; У =  |fy;j|r , і = 1 ,2 ... ,п  — матриця-стовпепь 
невідомих. На оейові цієї' системи була одержана система [n /s] 
рівнянь S-го порядку

г=0
які розв’язувалися узагальненими методами ФДН.

25



Показано, що чиоло арифметичних операцій, які виконуються на 
кожному кроці інтегрування узагальненим методом ФДН, пропор­
ційне (змінна величина кроку дискретизації)

A W  « І  (") ‘ + + j )  П2 + (іщ, - 1 -  g )  «и-
8 1 

+ s/*(2 +  р) + +  2 ( v p f  •

У випадку однокрокового варіанту узагальненого методу ФДН спра­
ведливо

М'ФДШ * | ( 2) +(J71+ 0 п 2 + (2 -  П+ 

7 2 11
+ ? + т -

В останніх двох формулах: /і — число кроків назад, р — кратності 
вузлів інтерполяції, які приймаються однаковий для всіх зміних. 
На основі здійснених числових експериментів показано, що у ви­
падку математичних моделей з похідними вищих порядків числові 
методи, які базуються на поліноміальній інтерполяції з кратними 
вузлами, потребують виконання набагато меншого числа арифме­
тичних операцій (в 2-5 раз в залежності від числа рівнянь і по­
рядку похідних). Різниця в числі таких операцій збільшується із 
збільшенням числа рівнянь в системі та з ростом максимальшіх по­
рядків похідних.

Шостий та сьомий розділи присвячено питанням застосування 
розробленого підходу до моделювання динамічних процесів та сис­
тем з використанням рівнянь вищих порядків при розв’язуванні за­
дач електротехніки, небесної механіки та екології, .

В  ш остому розд іл і на раді задач Математичного моделювання 
перехідних процесів у нелінійних електричних колах проілюстро­
вано гикористання запропонованого підходу, який базується на діа- 
коптичних принципах формування моделі койл у вигляді рівнянь
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вищих порядків та на новому класі числових методів розв’язування 
таких рівнянь без зведення до нормальної форми Коші. Зокрема, 
розроблено метод моделювання перехідного процесу в електрич­
ному колі з використанням моделей його лінійної і нелінійної частин 
у вигляді рівнянь вищих порядків, створено алгоритм знаходження 
початкових умов для операторних макромоделей лінійних підехем, 
запропоновано методи побудови дискретних макромоделей багато- 
полюсних підехем на основі узагальнених методів ФДН.

При аналізі складних нелінійних електричних кіл мають місце 
випадки, коли математичні моделі окремих лінійних підехем задані 
у вигляді операторних макромоделей. В таких випадках ці мо-0 
делі необхідно подати у вигляді системи диференціальних рівнянь 
і зберегти при цьому всю інформацію про початкові умови. Така 
інформація в подальшому використовується при обчисленні неза­
лежних початкових умов для математичної моделі кола в цілому як 
об’єднання підехем. В розділі розроблено метод одержання вказа­
них початкових умов при перетворенні операторних макромоделей 
лінійних підехем у диференціальні рівняння. Метод дає можливість 
обчислювати початкові умови для моделі, яка одержана безпосеред­
ньо на основі матаматичних моделей підехем у вигляді рівнянь від­
носно зовнішніх величин, без використання в ролі проміжних рівнянь 
змінних стану.

При числовому інтегруванні неявними методами математичних 
моделей, що описують нелінійне електричне коло, рядки матриці 
Якобі, які відповідають лінійним рівнянням, залишаються без зміни 
на кожному кроці дискретизації. Це можна використовувати для 
оптимальної організації обчислювального процесу і виключення час­
тини змінних, які відповідають лінійній частині кола. Досягнуте 
при цьому зіпшення порядку матриці Якобі дозволяє значно змен­
шити обчислювальні затрати при аналізі перехідних процесів, особ­
ливо у випадках кіл, математичні моделі яких містять порівняно 
велике число лінійних рівнянь,’ Для таких кіл в роботі запропоно-
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вано метод формування математичної моделі на оенові макромоде­
лей лінійних і нелінійних частин кола у вигляді рівнянь вищих по­
рядків відносно зовнішніх величин. Метод дає можливість у два рази 
зменшити число нелінійних алгебраїчних рівнянь, які розв’язують 
на кожному кроці дискретизації.

Розроблено метод формування дискретних макромоделей бага- 
тополюсних підехем, який базується на використанні узагальнених 
формул диференціювання з різницями назад. Метод дає можли- 
вість подати макромоделі нелінійних підехем у вигляді різницевих 
рівнянь, які пов’зують дискретні значення невідомих на біжучому та 
на попередніх кроках інтегрування. Сукупність таких макромоде­
лей для всіх підехем дає можливість звести моделювання перехідних 
процесів до почергового розв’зування систем лінійних алгебраїчних 
рівнянь, число яких дорівнює числу незалежних зовнішніх полюсів 
усіх підехем.

Основою для одержання дискретних макромоделей є ’’неперер­
вні” макромоделі (2) у вигляді рівнянь вищих порядків відносно зов­
нішніх величин. В результаті розкладу функцій / га* в ряд Тейлора 
в околі точок t„ та t v„і, а також відповідних алгебраїчних перетво­
рень, одержано лінеаризовану дискретну макромодель підехеми у 
вигляді матричного рівняння

-AmirJCmv — Cті/1 (9)

де A mil т -  квадратна матриця, Amu =  ||а т *,„||; X mv — матриця- 
стовпець дискретних значень незалежних зовнішніх величин підехем 
на і/-му кроці дискретизації; Cmv — матриця-стовпець дискретних 
значень автономних параметрів підехеми на цьому ж кроці, причому

s m jk

Omfcjiz =  У: < 4 1 , . , - ^  :
г=0
2П ,п  3In jk

c Tnkv — ( * m j > - l  ~  п>1/ )  — f m k t , v ~ l K -  
7 = 1  г=0
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Коефіцієнти 4 ¾ , - .  , fmkts- 1 Ta знаходимо за формулами

i(r) _  ^ fm k
mkj,v- 1 ~  Q (г)

,  d/m<'
JmIstfV-I —

<=<*-!
Pjv PjVi- I

Vr> = V V  /?<.'> f (,>. .
*=1 /=0

Коефіцієнти /3;-̂ Г( та 7J)/r, які входять в останні формули, зале­
жать виключно від варіанту інтерполяційної сітки (тобто від пара­
метрів fijv та Pjin) в узагальненому методі ФДН та від величин 
останніх Hjv кроків дискретизації. Числові значення параметрів 
« 4 V ,  та f mkt,v- 1 визначають на основі наближених дискретний 
значеннь всіх змінних, обчислених на попередніх кроках. З цього 
слідує, що коефіцієнти OmItji,' у рівняннях (9) — неавтономні па­
раметри дискретної макромоделі підсхеми — є функціями величин 
кроків дискретизації, а також дискретних значень всіх змінних та їх 
похідних на Hjv попередніх кроках. Вільні члени стки в цих рівнян­
нях — автономні параметри дискретної макромоделі — залежать від 
тих самих параметрів.

Сукупність рівнянь (9) (дискретних макромоделей) для всіх під­
схем, на які розбите аналізоване коло, після визначення числових 
значень автономних та неавтономних параметрів разом із структур­
ними рівняннями кола (рівняннями зв’язку), записаними для дис­
кретного значення часу t — і„, утворюють систему лінійних ал­
гебраїчних рівнянь, число яких відповідає числу невідомих. В ре­
зультаті розв’язування цієї системи рівнянь методами, що врахову­
ють властиву для електронних кіл розрідженість матриці коефіцієн­
тів, можна знайти наближені дискретні значення незалежних зов­
нішніх величин всіх підсхем на v-му кроці.

Визначеко області доцільного використання запропонованого під­
ходу до математичного моделювання перехідних процесів у неліній­
ному електричному колі, який базується на діакоптичних принципах
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формування моделі у вигляді рівнянь вищих порядків та числовому 
методі розв’язування таких рівнянь без зведення до системи рівнянь 
першого порядку. На прикладі розв’язування ряду відомих тесто­
вих задач показано особливості та переваги такого підходу. Пока­
зано його ефективність для класу структурно-регулярних електрич­
них кіл, тобто кіл, структурний граф яких складається з ряду іден­
тичних частин. До таких кіл відноситься велика кількість цифрових 
інтегральних схем, які побудовано із з’єднаних певним чином іден­
тичних блоків. В таких випадках найбільш ефективно використову­
ються макромоделі підехем у вигляді рівнянь вищих порядків.

Запропонований підхід ефективний також при моделюванні висо­
кочастотних електричних кіл, в схемах заміщення яких різко зростає 
число враховуваних реактивних зв’язків. При цьому модель під­
схеми, одержана за допомогою відомих методів, містить внутрішні 
змінні, число яких набагато більше числа незалежних полюсів під­
схеми. Виключення внутрішніх змінних веде в цих випадках до 
суттєвого зменшення числа рівнянь та числа невідомих в матема­
тичній моделі.

До переваг узагальнених методів ФДН слід віднести те, що вони 
дають можливість знаходити розв’язок для моделей не зведених до 
нормальної форми (не розв’язаних в явному виглящ відаосно стар­
ших похідних). Для цих методів не характерна також проблема 
стартової процедури, яка притаманна відомим багатокроковим ме­
тодам і яка полягає в тому, що для початку роботи методу необ­
хідні так звані розгінні точки — значення невідомих на декількох 
перших кроках, отримані за допомогою інших, частіше однокроко- 
вих, методів. Оскільки узагальнені методи ФДН включають багато 
варіантів, в тому числі і однокрокові, то на будь-якому кроці ін­
тегрування завжди є можливість використовувати один із варіантів 
цього методу.

В  сьомому розд іл і запропоновано нові числові методи для 
розв'язування задач небесної мгхаьігоі. Методи базуються на уза-
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гальнених формулах диференціювання і враховують специфіку мо­
делей.

Математичні моделі, які використовуються при рішенні задач не­
бесної механіки, представляють собою системи звичайних диферен­
ціальних рівняні» з Похідними другого порядку

f k ( { x j , x f ]}, j  = l , 2 , . . . , n ;  t) =  0, fc =  1,2,.,.,71. (7.2)

Особливість цих рівнянь полягає в тому, що вони не містять перших 
похідних невідомих. Така специфіка моделей відкриває можливість 
для побудови спеціальних числових методів з покращеними експлуа­
таційними характеристиками.

Для розв’язування вказаних рівнянь в роботі розроблено числові 
методи, загальний вираз яких має вигляд

4? = + + TfjrtBjp-
і=1

Використовуючи поліноміальну Інтерполяцію З KpflXHHMH вузлами 
одержано формули для обчислення коефіцієнтів методів

о(0) 2P^r1 (2) _  _  ■у ч  2Pjuri
Pjvt — І 2 '  P)VI rjv2 .  2 ’

"  »=1 "

причому елементи матриці Qj„, оберненої до PjV, знаходимо за фор­
мулою

{
 l̂ vvy v =  I) 2 , . . . ,  ftjv\ !• =  0;

^  _  2^ > v f ĵvi I ~  2 r ^

0, и >  / =  2, r <1.

Для рівнянь третього порядку, що не містять окремих похідних 
невідомих, в роботі розроблено узагальнені методи ФДН, які вра­
ховують специфіку цих рівнянь і дозволяють уникнути виконання 
додаткових операцій з першими та другими похідними невідомих.
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В сьомому розділі розроблено також діакоптичний підхід до мате­
матичного моделювання глобального кругообігу вуглецю в біосфері, 
який базується на умовному розбитті планети на ряд регіонів і описі 
кожного з них с воєю математичною моделлю. Враховується зв’язок 
сусідніх регіонів через атмосферу. Запропонований підхід розши­
рює область адекватності моделі, дає можливість враховувати неод­
норідність протікання біохімічних процесів у різних регіонах пла­
нети.

Запропоновано метод формування математичної моделі регіональ­
ного кругообігу вуглецю, який базується на розбитті кожного регіону 
на ряд травяних і лісових підсистем та враховує потоки вуглецю між 
окремими блоками цих підсистем. В модель входять також блоки, 
які відображають антропогенні і неантропогенні викиди вуглецю в 
атмосферу, а також притік вуглецю із сусідніх регіонів.

Розроблено метод формування математичної моделі глобального 
кругообігу вуглецю на основі регіональних моделей та рівнянь зв’яз­
ку, які відображають взаємний зв’язок сусідніх регіонів через ат­
мосферу. При формуванні рівнянь зв’язку використовуються дані 
про ”рози вітрів” в точках границі поділу регіонів. Для числового 
розв’язування рівнянь моделі пропонується використовувати алго­
ритм, який враховує латентність — суттєві відмінності в швидкостях 
протікання окреішх складових досліджуваних процесів.

Розроблений діакоптичний підхід до моделювання кругообігу вуг­
лецю дає можливість враховувати сезонні зміни параметрів моделі, 
специфічні відмінності окремих регіонів, а також дає можливість 
здійснювати імітаційне моделювання: впливу екологічних катастроф 
в окремих регіонах на клімат планети; результатів керованого і 
некерованого антропогенного впливу на природу; впливу на клімат 
планети таких факторів, як зміна площ сільськогосподарських угідь, 
вирубування лісів, лісові пожежі, меліоративні роботи та інш.
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ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ І ВИСНОВКИ

В дисертації запропоновано і розвинуто новий науковий напрям — 
створення методів та засобів математичного моделювання динаміки 
фізичних процесів і явиш, на основі диференціальних рівнянь ви­
щих порядків, які полягають у застосуванні нових підходів до фор­
мування моделей та нових числових способів розв’язування рівнянь 
вищих порядків без зведення їх до системи рівнянь першого порядку 
в нормальній формі. В рамках цього наукового напряму отримано 
такі основні результати:

1. Показано, що існує ряд задач математичного моделюванню 
(в механіці, електромеханіці, електротехніці та інших областях), в 
яких моделі досліджуваних процесів чи явищ зручно представляти у 
вигляді звичайних диференціальних рівнянь з похідними вищих по­
рядків з заданими початковими умовами. На прикладі розв’язуваїтя 
задачі моделювання перехідного процесу в складному нелінійному 
електричному колі розглянуто нові діакоптичні підходи до побудови 
математичної моделі у вигляді рівнянь вищих порядків. При цьому:

-  розроблено метод побудови математичної моделі багатополюсної 
підсхеми у вигляді рівнянь вищих порядків, невідомими в яких висту­
пають виключно зовнішні по відношенню до підсхеми величини; ме­
тод базується на диференціюванні та алгебраїчному перетворенні 
рівняні) змішпіх стану і дозволяє звести число рівнянь у моделі до 
мінімуму, що дорівнює числу незалежних полюсів підсхеми;

-  розроблено метод одержання математичної моделі кола, як об’­
єднання підехем, При описі їх рівняннями вищих порядків; розроб­
лено алгоритм формування і розв’язування рівнянь для визначення 
початкових умов на основі початкових значень змінних стану.

2. Для математичних моделей з похідними вищих порядків роз­
роблено новий клас геявних багатокрокових числових методів, які 
базуються на узагальнених формулах диференціювання з різни­
цями назад (узагальнені метоли ФДН) і використовують апроксима-
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цію невідомих інтерполяційними многочленами з кратними вузлами. 
Методи допускають неявну форму представления моделей і відрізня­
ються від відомих відсутністю процедури зведення рівнянь вищих 
порядків до системи рівнянь з похідними тільки першого порядку, 
яка веде до суттєвого 'збільшення розмірності задачі. На базі інтер­
поляційних многочленів Ерміта одержано вирази для наближених 
дискретних значень похідних. Дана оцінка локальної похибки уза­
гальнених методів ФДН, яка встановлює зв’язок між параметрами 
інтерполяційної сітки та порядком апроксимації числового методу. 
Розроблено методику визначення областей стійкості узагальнених 
методів ФДН, знайдено границі областей стійкості низки варіантів 
цих методів.

3. Показано, що в залежності від параметрів інтерполяційних 
сіток, які використовуються для апроксимації невідомих, можливі 
різноманітні варіанти реалізації узагальнених методів ФДН стосов­
но розв'язування моделей з похідними вищих порядків. Розроблено 
ряд часткових варіантів узагальнених методів ФДН: однокрокові 
варіанти; варіанти, які забезпечують найшвидший ріст степеня ін­
терполяційного многочлена; варіанти з мінімальним числом кроків 
назад; варіанти з постійною кратністю вузлів інтерполяції. За­
пропоновано спрощену реалізацію узагальненого методу ФДН для 
лінійних моделей вищих порядків. Показано, що розроблені методи 
є узагальненням відомих методів ФДН на рівняння вищих поряд­
ків і співпадають з ними в частковому випадку — варіант з постій­
ною кратністю вузлів інтерполяції рівною одиниці при розв’язуванні 
рівнянь першого порядку.

4. Для моделей вищих порядків розроблено узагальнені методи 
ФДН, які базуються на апроксимації на колотому кроці інтегру­
вання найстарших похідних інтерполяційними поліномами заданого 
степеня. Невідомі та молодші похідні апроксимутоть при цьому від­
повідними інтегралами вказаних поліномів. Методи відносяться до 
класу неявних багатокрокових методів, допускають неявну форму
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запис}' рівняні» і « узагальненням відомих числових методів Адамса- 
Мултона на рівняння вищих порядків. Розроблено однокроковий 
варіант та варіанти, в яких для знаходження невідомих на біжучому 
кроці використовують значення старших похідних на кількох попе­
редніх кроках, а також значення невідомих та їх молодших похідних 
на останньому кроці. Дана оцінка локальної похибки методів та ви­
значено області стійкості ряду варіантів.

5. На основі запропонованих підходів до математичного моделю­
вання динаміки фізичних процесів і явищ з використання дифе­
ренціальних рівнянь вищих порядків розроблено алгоритми та про­
грамні засоби для побудови моделей та їх числового розв’язування. 
Розроблено алгоритм формування моделі перехідного процесу у 
складному нелінійному електричному колі на основі опису підсхем 
макромоделямиу вигляді рівнянь вищих порядків відносно виключно 
незалелших зовнішніх величин. При цьому число рівнянь і число 
невідомих в моделі зводиться до мінімуму, що дорівнює загальному 
числу незалежних полюсів усіх підсхем. Розроблено алгоритми чи­
слового інтегрування нелінійних і лінійних моделей вищих поряд­
ків на основі узагальнених методів ФДН. Алгоритми допускають 
розв’язування жорстких систем рівнянь та алгебро-диференціальних 
рівнянь вищих порядків. Одержано вирази, які дозволяють оцінити 
число арифметичних операцій, що виконуються на кожному кроці 
числового інтегрування лінійних однорідних математичних моделей 
узагальненими методами ФДН та рядом відомих числових методів. 
Показано, що переваги розроблених методів зростають із збільшен­
ням числа рівнянь з системі та з ростом максимальних порядків 
похідних.

6. На прикладі розв’язування задач математичного моделювання 
перехідних процесів у складних нелінійних електричних колах про­
ілюстровано використання запропонованого підходу, який базується 
на діакоптичних принципах формування моделі у вигляді рівнянь 
вищих порядків та на новому класі числових методів розв'язування
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таких рівнянь без зведення до нормальної форми Коші. Використо­
вуючи моделі вищих порядків одержано такі результати:

-  розроблено метод одержання початкових JrMOB при перетворенні 
операторних макромоделей лінійних підехем у диференціальні рів­
няння; при цьому не використовуються в ролі проміжних рівняння 
змінних стану;

для кіл із значною частиною лінійних елементів розроблено ме­
тод формування моделі на основі макромоделей лінійних і неліній­
них частин кола у вигляді рівнянь вищих порядків відносно зов­
нішніх величин, який дає можливість суттєво зменшити розмірність 
моделі;

-  розроблено метод формування дискретних макромоделей бага- 
тополюсних підехем, який базується на використанні узагальнених 
формул диференціювання з різницями назад; метод дає можливість 
представити макромоделі нелінійних підехем у вигляді різницевих 
рівнянь, які пов’язують дискретні значення невідомих на біжучому 
та на попередніх кроках інтегрування.

-  на прикладі розв’язування відомих тестових задач проілюстро­
вано особливості та переваги розробленого підходу; показано, що 
запропоновані методи ефективні для класу структурно-регулярних 
електричних кіл, які складаються з ряду ідентичних частин, та висо­
кочастотних електричних кіл, в схемах заміщеніш яких різко зростає 
число реактивних елементів.

7. Розвинуті в роботі діакоптичні підходи до формування моде­
лей та розроблені числові методи для рівнянь вищих порядків вико­
ристано для розв’язування задач небесної механіки та екології:

-  для задач моделювання у небесній механіці розроблено чи­
слові методи, які не використовують перших похідних невідомих 
і базуються на узагальнених формулах диференціювання з різни­
цями назад; для рівнянь третього порядку, що не містять окремих 
похідних невідомих, розроблено узагальнені методи ФДН, які вра­
ховують специфіку цих рівнянь і дозволяють уникнути виконання
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додаткових операцій з першими та другими похідними;
- розроблено діакоптичний підхід до моделювання глобального 

кругообігу вуглецю в біосфері, який базується на розбитті пла­
нети на ряд регіонів і описі кожного з них своєю математичною 
моделлю; розроблено метод формування моделі регіонального кру­
гообігу, а також метод побудови моделі глобального кругообігу на 
основі регіональних моделей та рівнянь зв’язку, які відображають 
взаємний зв’язок сусідніх регіонів через атмосферу; запропонований 
підхід розширює область адекватності моделі, дає можливість вра­
ховувати неоднорідність протікання біохімічних процесів у різних 
регіонах планети.

Розроблені в роботі методи та алгоритми дають можливість фор­
мувати моделі динамічних процесів у вигляді рівнянь вищих по? 
рядків і розв’язувати їх без зведення до системи першого порядку 
більшої розмірності, а тим самим вони зменшують обсяги обчис­
лювальних затрат, спрощують процес числового моделювання і роб­
лять його результати більш наочними.
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Bun R.A. Mathematical modelling dynamics of physical processes
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and phenomena on the basis of higher-order differential equations. 
The thesis of a doctor degree of technical sciences on speciality 
05.13.02 -  mathematical simulation in scientific researches. Phy­
sical and Mechanical Institute of National Academy of Sciences of 
Ukraine, Lviv, 199G.

The thesis is devoted to elaboration of a new approach a cre­
ation of methods and software for mathematical modelling dynamics 
of physical processes and phenomena on the basis of higher-order 
differential equations. New diaqoptical methods for forming higher- 
order models, and new class of multistep implicit numerical methods 
for solving such equations without transformation to н system of 
the first order equations are created/ The methods are based on 
generalized backward differentiation formula, and use polynomial in­
terpolation with multipole nodes. Main variants of these methods 
realization are carryed out. Their local errors are investigated, and 
their stability domains are found. The suggested approaches are ap- 
plyed for creation of mathematical models of transient processes in 
electrical circuits, solving equations for problems of celestial mecha­
nics, and diaqoptical modelling carbon cycle in the biosphere.

Бунь Р.А. Математическое моделирование динамики физических 
процессов и явлений на основании дифференциальных уравнений 
высших порядков. Диссертация на соискание ученой степени док­
тора технических наук по специальности 05,13.02 - математическое 
моделирование в научных исследованиях. Физико-механический 
институт HAH Украины, Львов, 1996.

Диссертация посвящена разработке нового научного направле­
ния — создание методов и программных средств математического 
моделирования динамики физических процессов и /тлений на осно­
вании дифференциальных уравнений высших порядков. При этом 
разработаны новые диакоптические методы формирования моделей 
высших порядков и Новый класс многошаговых неявных численных
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методов решения таких уравнений без сведения к системе уравнений 
первого порядка. Методы основаны на обобщенных формулах диф­
ференцирования с разностями назад и используют полиномиальную 
интерполяцию с кратными узлами. Разработаны основные вари­
анты реализации методов, исследованы их локальные погрешности 
и найдены области устойчивости. Предложенные подходы использо­
ваны для создания математических моделей переходных процессов 
в электрических цепях, для решения уравнений небесной механики 
и для диакоптического моделирования кругооборота биосферного 
углерода.

Ключові слова: математичне моделювання, динаміка, диферен­
ціальне рівняння, похідна вищого порядку, числовий метод.
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