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ОБЩАЯ XAPAKTEPiCTKA РАБОТЫ

Актуальность н а . В работе ясоледуотоя воэнуценнме IpMi- 

телъвне п п ш  твердого теп  относительно невод»— о* точка 

год действием моиавтов с и  раадю оі фнвиесхої ара роли. Peo- 

сматриваотся д ш в ш  твердого теш , ( Я ш и  я « ц и м  IKape- 

Oyaaoo a JUrpesxa, оря ш л и  шишх аозмумящах момввтов, об- \ 

условленных влиянием: • )  оопротивдяшвЯся среды I б) вояоотя, U- 

полвешюі вязко! кик ость®; в) подвпиоі маоон, nnainBiBiI о 

телом упруго* садам с вязкам аха квадратичным т рейвам; г) ей- 

тового да вдевая; *) момента, постоянного в связанных осях;

«) р ас пределе нал м ое , блихкого к случав J v p a n i , ■ ш иогощ  

соЧвтвняР яымеукязяяннх вознуяашях факторе».

Такав задачи к ш т в г  » овяаа о ивучяввви лам аваля сдутии- 

ков опоеатепао центра масс, »  вопросят оривтмяв в о т б ш м -  

пии космических аппаратов, »  дшыщхе гароекооов. Даффа ре вшадь- 

ные уреваеная ятях састем M B f a t w  в мх мооивдоваииз и т ц ш у  

серьезные математические трудаоета. Алии ішача явив м о я  BH- 

длится мощным авярмом Mo c jijk iim b i дроС— і даиика твердого 

тела.

Доследования в указанных инправивмиях ведутся в темеяма рм- . 

да яет. Задачам ваохшня вращательного двамвяня твердмх тал ' 

(спутнвсов) относ ягельно центра наос под JB «отвеем раадаовх лоа- 

муленаб посвящены роботы В .ВJeaamtopo, BJTJiM M lt В.В.1осдяко- 

ва, H.В-Румянцева, В.А.Сарычеве, #.І.«Іервоуоіяо, ДД.Акуагако,

А. !.Кобрина, А Л.Ковале ва, С.Г.Мартмммко, А.ЯХавчвяю, В .В.Са­

зонове, В.В.Сядоренко, В.А.Саиооюва, T J  Деииоова, ВЛ«Урмгяа,
і. . * • '

А.И.Вевмтадта, M .!.Пивоваром, Вам Т . S . , BahMMea В.Ж. , 

Haaaltlna МЛ, , Stoaioa W .*.. Colombo в. *  ДРУГИХ- Здесь упо­

мяну» авторы ламь тех ребот, и которым ааибояее. бдяаМ диеоер- ^

І - Я-Стеф
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Цел^ заключается в исследования эволшии возмущенных

вращательных движения твердого тела, близких к случаям ЭЛивра- 

Пуансо и Лагранжа под действием моментов сил различной природы.

Методы исследования. Для анализа нелинейной систеш уравне­

ний ДВЯ1СНЯЯ применяется метод усреднения. ДлЯ использования ме­

тода усреднения уравнения движения твердого тела необходимо при­

вести к стандартному виду систем с одної или несколькими врезаю­

щимися фазами, т .е . разделить все переменнее на медленные и быст­

рые. Последующий анализ усредненной системы проводится при помо­

щи качественных я аналитических методов теория дифференциальных 

уравнений и численного интегрирования.

Научная новизна полученных результатов состоит в следущем:

1. Изучено быстро* вращение вокруг неподвижной точки несим­

метричного тяжелого твердого тела в сопротивляющейся среде. Обнару­

жены я исследованы квазястационарные движения.

Рассмотрено быстрое двкхение вокруг неподвижной точки в со­

противляющееся среде несимметричного тяжелого твердого тела с 

полостью, заполненной жидкостью большой вязкости.

2. Проведен аналяз движения твердого тела, несущего подвиж­

ную точечную массу, соединенную с телом упругой связью с квадра­

тичным трением.

3. Исследовано вращательное движение динамически несимметрич­

ного спутника с осесимметричной поверхностью относительно цент­

ра масс под действием момента сил светового давления.

Изучена эволюция вращений трехосного спутника, близкого к 

динамически-сферическому, под действием момента сил светового 

давления в случае, когда форма космического аппарата представля­

ет собой тело вращения. Пря этом коэффициент момента сит свето- . . .  0

вого давления аппроксимируется тригонометрическим полиноюм



произвольного порядка.

4 . Предложив пропедура Г Є М М Ш  HO Движків IafpidUt 

прш произвольных начальны* уеманя* Jttt абкмумякі, дс_уенісш  

усреднение во Jrriy нуташа. {^осмотрены конкретные MtuJMMftMi 

моделі возмумнкй.

5. Иосдедова» воэнумниыа іраявядьам JdMiiiM TbtWtft 

тела, блізкм к регулярно А арьщьссшя в влучає Iafpatsa. ьуніМі 

случая различных порядков m «*fi а одинаковы* порядков МЯЛОО* 

та проекпи* вектора аозмумвмго MMata. PaeewttMM армиям.

6. Проведено исследование Вбамуаеяныг храмині tMHftft ta*

ла, бдизкат к регулярной препеосна ft еДучіе XafpaaM, RefAa «да* 

станавднващий момент эависат от угла Hyttoaa О < PtMttttgBt 

пример восстанавдаваомго момента k(&) *  *иМ*М« BMMIBt

а тяжесть.

7 . Исследоаам задача оптимального toptottti* BpaMHtft 

fMpjMk tat е внутренними степенями свобом. NeAMtpato гвердое 

« 1 6  Bi а) недвижної маоеоі, еоадямамК •  «!М м  упруго* ем- 

аыь 6 «язям lit  квадратным тренмем; 4) оолоотьв, вапоямам! 

Ш  ocfti*  в^АьіоА Маностн, a tenotopM M HataaM  привали т *  

MsujWiHift.

Практически otawnq*!. дооер*а&М  M te o a t e a  в том, W  

в не-' дан качествен»! a tteMfaetftaMMt амина двимям твердо­

го тела not действием ряда BOaMfMtdI, всТрачащихся ка праятв- 

не в динамике спутник» і  гировкоооі. I i tjnIbttM  дисоертадяя 

могут Btftra прнаомвм пра последования AfttMiiBt вцутишов a rt- 

росяолоа.' ' "т

Ашюбадия PtCotw. Основные результаты диодертадии делами9 

вались м  Зоеооганых научных конференциях "Проблем м ш г і а в  

колебаний механических систем* (Кмв - 1974, 1979), M  уняяер-

* і *
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ЙГгвтско» шкот МГУ "Методы исследования стационарных движений 

иатявичевквт сястем* (Колвбвкияо - 1979). ва П в Ш республикан- 

Qlint оRvmoaiyvaX по д*{ференцяальяым я интегральным уравнениям 

(Oxecea - І97а, 1932), яа X я V  республиканских совещаниях по 

динамике твердого тем  (Донецк - 19Ы , 1904), на Гагаринских 

Научных чтениях по космонавтике я авиация (Москва - 1981, 19-й, 

1983, 1984, 1983« 1936, 1938), на ДУ к УІ Всесоюзных конференци­

ях по упрааяеннв в механических системах (Москва - 1932, Львов - 

1968), на Всесоюзно? конференция "Современные вопросы «темати­

ки к механика я пралодания" (Москва - 1933), на X Международной 

конференции по нелинейным колебаниям (Варна - І93ч), на Всесоюз­

ных конференциях 'Современные проблемы информатики, вычислитель­

но* тетяяки и автоматизации" (Москва - 1935, 1938, 1991), на 

Все со га яыт к Всероссийской конференциях "Cospe меню;е проблемы 

метаники к тетнотогки машиностроения" (Москва - 1936, 1939,

1992), ва УІ Всесоюзном съезде зо теоретической к прикладной 

«вдавше (TaaxtBt - 1936), ва Всесоюзных конференциях "Нелиней­

ные колебания махаяячеохях систем" (Горький - 1987, 19г. ) ) , на 

республиканской научной конференции "Дифференциальные я интег­

ральные уравнения я их приложения" (Одесса - 1987), ва Zn, ХУШ, 

X II в XT Научит чтениях по космонавтике (Москва - 1963, 1994, 

1995, 1996), ф  Международной научной поле "Метод функций Ляпу­

нова в его орклошввя" (Иркутск - 1939), ва Всесоюзной конферен­

ция aCoapeMBBBia проблемі фозкя в ее приложения "(Москва - 1990), 

ва респубхшанской ковферевовя “Динамика твердого тела в устой­

чивость двяявввя* (Донецк - 1990), на научных оемиварах кафедры 

теоретической метавики МГУ под руководством академика В .В .Румян­

цева, профессора В .В.Белецкого, ва научном семинаре по теория 

управления в оптимизация Института проблем мэхавики PAB под ру-



ководством акадекака Ф.І.Чвряоусько.

I b r g а ш» . Осяоаные резужьта-ту диссертащи ояубхж ш ш

в работе» [l  -  17] . •

- 7 -

машинописного текста. Основно* текст l ic c e praam  оостоит на ам >  

Xeнял, честя глав, эакяяенкя я каяотвв на Ж? странам*. Дис­
ое ртяцяя сожрхжт также приложение (5 страниц), сомов « т р а т у »  
PB на 2*  saxveвованя* и 51 фигуру.

Во введении дается обзор работ, близких 00 N M  К XUUioI 
дисеергаци», а также обе умается круг вопросов, peocuatpxtaauflt 

В диссертации.
S первой главе ясслехуются быстрые вращения твердого тела - 

ПОЛ действием Ввелняг и внутренних диссипативных моментов. В KHv 
честве невоэмуаекного двимзния во воех I u n a i  давно! главк рас* 
сматривается свободное хвижние ?f»ep«-OyaBco, влияние волмума- 
яи? учитывается методом усрехпїЯИЯ ПО хвнавнив Эйлера-Пуиисо. 

Рассматривается возмумения, обусловленные влиянием: диосипитнв- 
ного «оуента, MBHipatqero при Вравении тела •  среде е шейным 

сопротивлением, моїент силы тяжести, а «ахав момент сил, обус­
ловленных наличием вязко! липкости •  полости твердого тела.

B S I  проведена опенка влияния моментов новмуаавщих сил, . 

дейс—вувджг на вращавшем твердое тело. Рассэатркваятси маманя  

гравитационных сил н сил светового давления. Даш оценки воацу- 

иений, обусловленных: I )  вилкой хихкосты) В омоет* тела;
2) подвижной массой, ооедияеияой с темой упругой евнаы» о вяахш 
трением; 3) динамической неошметршй теш .

В S 2 рассматривается бмотрое о в е ю  вокруг неподвижной.

Структура И оСьем работы. Дасоертащи содержат 328 етршац

Соле ржание рабом



ТОЧИ*. ВВСИМИвТРИЧНОГО тяжелого твердого тела в со проти ляпає Яся 

орехе. Д в пляже тела состоят яз движения Эйлере-Пуансо вокруг 

вош ви кинетического М0МЄНТа*£ МЄДЛЄННО убывавшей величиной кя- 

♦эдтяччакого момента и кинетическо1,£нергией, к яэ движения само- 

PQ векторе кнжтического; ионента. Измещ^ае кинетической энергии 

я Mвади кинетического момен^ц -зависят только сопротивления 

среда, Угловая окороот|> ■ра»ния''вектора, кинетического момента 

зависят м  действия о иди тяявстц я сады сопротивления среды.

9  результате применения метода усреднения подучается авто- 

W W M  уравнение дли модуля эллиптических функций Jk9 , описыва­

вшее движение нояца векторе кинетического момента £  на сфере 

радиуса £  ,

(іт&)(і~кг)~[(і~се)+-(і+ Jjsfy (і)

Здесь L дичина зависит от главных моментов инершш тела 

и диагональных коэффициентов матрицы момента сопротивления вра­

щение, ^  - безразмерная «ременная, Jf(Jk) , E (Jf) - пол­

ные эллиптические интегралы первого к второго рода.

Аналп этого уравнения позволяет найти квазиствционарные 

движения, в которых движение в целом затухает (кинетический мо­

мент в кинетическая энергия стремятся к нулю), но характер дви­

жения тела вокруг вектора кинетического момента остается неиз­

менным.

В $ 3 исследуется быстрое движение вокруг неподвижной точки 

в сопротивлявшейся среде несимметричного тяжелого твердого тела 

О ПОДОСТЫВ, заполненной ЖИДКОСТЬ!) большой вязкости. Анализ усред­

ненных уравнений движения показывает, что кинетическая энергия 

1J7 и величина кинетического момента тела Q- строго'убывает. 

Система усредненных уравнений*ддя Q  и к ?  ( к  - модуль эл­

липтических функций) интегрируется численно. Проведен численный

•  і -



аяаіиз скорости стремления х нулю вe im n  к ? ш Q  при различ­

ных начальных значениях переменной к  . Рассматривается также 

случай осесимметричного тела.

Во второй главе изучается различные случаи движения твердо­

го тела с внутренними степенями свободи. B S l  исследуется дви­

жение несимметричного твердого тела вокруг центра инерции, к ко­

торому в топке, расположенной яа одной из главных осе* инерции, 

прикреплена при помощи упругий связи е вязким трением подвижная 

точечная масса. Результаты численного интегрирования полученных 

усредненных уравнений движения показывают, что движение тела 

стремится к в разе н иг вокруг оса с наиболыгим моментом инерции. 

Определено характерное время нелинейного процесса перестройки 

движения при наличии внутренних упругих и диссипативных сил.

• в S 2 рассматривается движение свободного твердого тела, я 

которому в точке, неподвижно связанной.с теюм, прикреплева при 

помоги упругой связи с квадратичным трением подвижная масса. 

Получено векторное уравнение, опжквашее изменение векторе аб­
солютно’  узловой скорости тела Cl) , в системе координат, свя- 

Зві.-іО'* с телом

I* <34 (ш *7* £ )=$(£ ) + OCJTtl) (2)
.десь T  - тензор инерции твердого тела а массы ҐҐІ , 

функция ф (о 5 )  является Полиномом, содержащим четвертые я вось­

мые степени СOtJl-C-Im , с - коэффициент жесткости воз- . 

врадапяей упругой силы. .

В S 3 рассматривается движение динамически симетричного 

твердого тела со сферической полостью, заполненной ЖИДКОСТЬ!) 

большой вязкости, я несуагго подвижную массу, прикрепленную вря 
ломота упругой ейязи с вязким треаием к точке яа оси сишютрин. 

При помощи стандартной процедуры асимптотических'разложений Caa

- 9 -
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учета nor ране дойных эффектов получены возмущенные уравнения Bps- 

асиий, близкие к случав Эйлера для осесимметричного тела. Возму- 

щашив моменты получатся путем сложения известных выралний; 

порядки малості величин возмухатих моментов различной природы 

предполагается одинаковыми. Покаэчяо, что уравнения двюкния си­

стемы имект первый интеграл, вырахаший постоянство модуля век­

тора Q  кинетического момента твердого тела с подвижной массой, 

совіє ценной с точкой на оси симметрии, и затвердевав* жидкостью. 

Во всех случаях ось кинети'вского момента твердого тела в систе­

ме координат, связанной с телом, приближается к оси наилольяего 

момента инерпаи. В качестве частного случа* изучается случай 

полной симметрии тела.

В і 4 рассматривается совместное влияние вязкой жидкости в 

полости и подвижной массы, соединенной с телом посредством упру­

гой связи с квадратичной диссипацией, на движение динамически 

симметричного твердого тела. Находится первый интеграл движения - 

модуль кинетического момента Q  . Полученное дифференциальное 

уравнение для угла нутации интегрируется численно на 3-і. Из 

приведенных графических зависимостей 0 (Ч )  следует, что на­

правление вектора кинетического момента в связанной с телом си­

стеме координат стремится к стационарному состоянию: к нвправ- 

ченизм осей, со ответе тв угоим наибольшим моиентам инерции.

В третьей главе исследуется влияние момента см  светового 

давления на впаиение спутника относительно центра масс.

B S l  изучается врадательное движение динамически несиммет­

ричного спутника с осесимметричной поверхностью относительно 

центра масс под действием момента сил светового давления. Прово­

дится усреднение по двияению^Эйлера-Яуансо для нерезонансного 

случая. Показано, что момент сил светового давления совпадает с
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моментом, действушш ва спутник а гравитационном пола, при 

определенных значеннях главных вентральных моментов иве рани

л '- o '— cLjR vR j 2 a . j R 0 R j  , ,4

с - I J T R r
Здесь Д ' g '  Q t - Главные центральні* п о м е т  инерции ■ 

спутника, находящегося в гравитационном поле, JX, - произведе­

ние постоянной всемирного тяготения на массу Земли, Qi - первая 

гармошка коэффициента момента сил светового давления, R m - 

текущее расстояние от центра Солнца до центра масс спутника,

R 0  - фиксированное значение R  , например, в начальный мо­

мент времени, - расстояние от центра Земля до центра масо 

спутника.

В 5 2 с помоиьв метола усреднения исследуется аволхцяя вра­

щений трехосного спутника, близкого к дннамтескн-оферичесхоыу, 

под действием момента сил светового давлення в случае, когда 

космически» аппарат представляет собой TCдо вращения. При атом 

коэффициент момента сил светового давления аппроксимируется три­

гонометрическим полиномом произвольного порядна. Найден первый 

интеграл састеш усредненных уравнений первого пряблняеняя для 

углов яутация &  а собственного вращения ф

С * U n mB - 4 ( ¼ / ¾ / / У .) ««
Q t*l Ht . /»«.

х  

тM V = Z Z  T  Au i I f Z  C
£ * о т * 0  М * о  * * *  L=O  *

х Ы ^ s a a f i f S L
/л+с -'£: т+с+Л

І&0



o-2tu Ro (1-Є ) *  O i a

Z(Hl)B7 > ™

S=Ki-Si, ^ B i-Ci

д _ л » « -  Г  *
*1г*к- l Z(OI) m  (SLm)H Щ Ш Н - т ) У !

Здесь CL9, . ,  - нечетная Гчгмоника коэдеициента момента 
СС+1

сид светового давленая, Q  и - эксцентриситет и фокальный 

параштр ороаты, A 1B f C* "  главные центральные моменты инерции 

спутника.

В качестве примеров рассматривается учет нулевой и первой 

гармоник, чегныт а третьей гармэник коэффициента момента сил све­

тового давления. Проведен численный и качественный анализ фазо­

вой плоскости, выявлены новые качественные эффекты вращений 

спутнша.

В четвертой главе исследуется возмутенные движения тяжелого 

твердого теля, близкие к стучав Лаг пинта. В § I опась’ваются об­

иде свопства усреднения та движении Лагранжа в случае возмущений 

произвольной природы. В отличив от мэтодаки усреднения по ДВИЖЕ­

НИЮ Зйлера-Пуаксо, усреднение по движению Лагранжа позволяет 

рассматривать в качестве порождающего решения движение с немалы­

ми по величине моментами внешних сад. Достаточными условиями 

возможности усреднения уравнений медленных переменных 

только по углу нутации Q для возмущенного движения Лагранжа яв­

ляются требования

Mi=Pf > Мг=ІЇ, M3=Mf  <5>

ил*
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- ІЗ *

M 2 = P c o s i P f M M з  (6)

налагаемые ва моменты приложенных о й . Произвольные функція 

^  fT /'f *  амеют в и

P-F(Gt)Hlг ,  0 )  (7)

* % •  W e ttH,**)
H Г»РИ0ДИЧНЫ ПО 0  с периодов а г  * Здесь - проекция 

вектора кинетического момента яа вертикаль 0 *  .- W  *  йодна* 

энергия тела, 2. *" проенцйя Лектора угіовоЧ скорое** In ось Ди* 

на^отеско* сиуметгии, JP - уго* собственного врме.ійй*

Описана процедура усреднения уравнений для медленных пере= 

иеннкт в первом приЗлатенаи. Оказывается, что ряд прикладних за­

дач допускает усреднение по одной переменной $  .

Так, а > 2 рассматривается возмущенное двшенае Дат рема О . 

учетом моментов, действ ушах на твердое тело Co оторван вне «не! 

средн. В результате численного разе кая полученных усредненных 

ура ненай показано, что год действием в не пей  даесапацм твердЬё 

тело стремится к единственному устойчивому (юииему) ПОXOхепHB 

равновесия. Получено количественное опасанне вехаяайяого пере­

ход к. о процесса.

В S 3 в качестве примеров усреднения по хвпенив Jarpama 

рассматриваете* двихвнне твердого тела е полости», заполненной 

пдкостьв больаой вязкости, ■ двихвнне твердого тела под двйо£» 

ввей матого постоянного момента, приложенного вдоль осі симмет­

рии.

В главе >  исследуется воэмуэвнные двиаеиия твердого піл і

близкие к регулярной прецессия в случае Jbrpasza пра разхмчвкх



я або par м предположим* относительно порядка малости ■ величин 

возмущающих моментов. B i I  рассматривается возмущенное движение 

Лагранжа при оледуших исходных предположениях:

P i + < f « Z tl C t ^ k ,  к  ■ “ »

ROTOtrn означают, что угловая скорость тела достаточно велика, 

ее направление близко и оси дптическо* сишетрни тела и две 

проекции вектора возмущающего момента на главные оси инерции те­

ла малы по сравнению с восстанавливающим моментом, а третья - 

одного с ним порядка. В отличие от главы U  изучается случай 

быстро вращающегося тела, поэтому порохдаппим решением является 

не траектория движения в случае Лагранха, а некоторое более 

простое решение. Неравенства (8) позволяют ввести малый параметр 

£  і положить

P -eflf-eQ,k=tK,e«i  19)

M i =  t*M*(£,0,1,% в , « » = « <
Соответствующая стандартная система является двут-;астотноЯ, 

п р я м  отношение частот постоянно. Это позволяет применять ме­

тод усреднения анмоггао случаю постоянных частот в рассматри­

вать случаи нерезонансних и резонансных движений. В нерезонан­

сном случае У9редненная система первого приближения для медлен­

ных переменных веет B U

a  г  e A ' f a - s K C W c o s d + £ ^ С  V I i n S j K j  (1„ , 

4 '= s A 'f a + £ l C C * t * a e K 9 - £ l C C '* i s i > i B j i < .t  

T=ECTiHi, V= SKC1Z 1. 6=0
. ЛХ2К

J itI  ( a J К  tJ Yj 0 J = ^ p j  J ( /V 10COS 0. +

- O O

- I* -



вс туе 

O O '

23Г2Х 23С25Г

л =4 * 1  J  / £ < * « * ,  і  ̂  M t
о о OO

» 2 1

К - Ь ? Ц

Здесь O L = J f - K C ^ f 0lScnO0 ^  =-(?.+ 
+Т^С'̂ Zo1-Sî e0Ĉ SЛ, ^er ̂ ot, /Z0* (C-A)̂

I Ло/г*) %9, * * * »  « " » •  &  А л А * *
начальное значеная соответствуют! переменшх..

* Переменнее ^  об определяются ш и п а м  обрезом

ЙЯ-, J^)= °, <**£+? сш
Hepes /Vf ® обозначены фуякцав, получеюме в» / Ц *  (ом.(9) )

« & Л * .»;
В качестве пршеров разввтоК методик в вослвдуется воамуямшое 

движение Дагранка о учетом моментов, действуют т  твердое те­

ло оо сторовм вневней среди, движение твердого тела а случае 

Лагранжа под действаем малого момента, постояввого в связанных 

осях в приложенного вдоль оса ешметран, а т а м  двпвнмв «ела 

прв гасп?е делен ни масс, близком в случаю Jbrpaoa.

В 5 2 ваучаотея возмумениие вркмательше двааевав твердого 

тела, блвзкае ■ регулярно! превессаа в случае Iarpainea, когда 

угловая скорость тела достатлво велша, ае направление близко 

к оса двнамвческо! пвмитрма в воамужащаа момевти шли В
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сравнению с восстанавливать™. Вводится малый параметр, применя­

ется метод усреднения. Нерезонансное решение первого приближения 

дает тривиальный результат, оно затем уточняется путем расчета 

второго приллювния. Рассмотрены конкретные механические модели 

возмещений отвечавши: I) случаю тела с полостью, заполненной 

шикостьо большой вязкости; 2) лине/ным внелним диссипативным 

иоментам; 3) случаю малого момента, постоянного в связанных 

осях; 4) распределению масс, близко:/:.’ к случаю Лагранжа.

В § 3 описываются об” ;е свойства усреднения то движнив 

Лагранжа в случае псевдорегулярнз^ прецессии под действием воз- 

иуаений произвольной природы. Исследуются движения, близкие к 

псевдорегулярной прецессии в случае Лагранжа: а) в среде с ли­

нейной диссипацией; б) под действием постоянного момента,~прило- 

теиного вдоль оси wvbtphh. Определена эволюция медленных пере- 

меинкх усред енной системы: осевой скорости в радения тела Z  , 

проекции вектора кинетического момента на вертикаль Q g  , пол­

ной энергии тела H  . Найдены выражения корней кубического мно­

гочлена •

В S 4 изучаются возмущенные вращательные движения твердого 

тела, близкие к регулярной прецессии в случае Лагранжа, когда 

восстанавливавпи» момент зависит от угла нутации к  {О ) • Это

обстоятельство,не осложняет применения асимптотических подходов, 

поскольку угол нутации является медленной переменной. Тело пред­

полагается быстро закрученным, а восстанавливающий и возмущающий 

моменты предполагаются ыалыми с определенной иерархией малости 

компонентов. Соответствующая порождающая система является двух­

частотно* и полностью интегрируется. Заметим, что отношение час­

тот оказувается постоянным, что позволяет без затруднений обосно-
»

вать применение метод - усреднения в нерезонансном и резонансном 

случаях. Рассмотрен конкретный пример восстанавливавшего момента,

* к
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завис (где го от медленно* переменно!* - угла нутации, линейная пру­

жиня и тяжесть. Проведено усреднение и проинтегрированы усред­

ненные уравнения для медленны* йеременных, характеризующих эво- 

лшшо вращени* твердого тела для конкретных случаев возмущающих 

моментов: а) постоянного момента, направленного вдоль оси; 

б) момента сил симметричной линейной диссипации со стороны внеш­

ней среды. Получены аналитические выражения для составляющих 

вект°Ра угловой скорости тела. Так, например, в случае

б)

P= e*p(-tI±A~lt)[p0<xs(k'i)-Z0Suxfrti+ (13)

+  ко С~  1 Z 0 1  S L n d 0 S i n f a  4 - ^  +  ^ C 1 Z o lX  

*  е ъ р [ е . 1 ъ С Н )  S i n Q 0 S i n y

Здесь Д - экваториальный, а С - осевой моменты инерция 

относительно неподвижной точки, \р - угол собственного враще­

ния, £  - малый параметр, ^ - некоторые постоянные

коэффициенты пропорциональности, зависящие от свойств среды и 

формы тела,

1 =  z l ‘ I3'L(Vcos&+ Mlsinb dKІів)[<яср(і[£%-

-і\, к ( в ) = г т
Согласно (ІЗ) я Формуле для такого т  вида слагаемые 

проекций р } Cĵ  , обусловленные начальными значениями р 0  , .

» затугаот по экспоненте. В то хе время проекция р  , ф, 

содерит экспоненциально возрастащяе члены, пропорциональные, 

восстанавливающему моменту £  , что приводят к экспоненциаль-
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ному росту величины ( р  2 -f- ^

В случаях а) ■ 0) провожен полны* авали движений ■ от­

мечены качественные особенности движения.

$ 5 посвящен исследованию возмущенных иралаильнюс д и в н ій , 

близких к регулярной прецеоеш в случае Лагранжа, в предположе­

нии, что восстанавливали* момент зависит от угла ну тага* а про­

екции вектора возмунаадего момента на главные оси инерции одного 

порядка малости е восстанавлпащям моментом. Получены в иссле­

дуются усредненные cwertm уравнения движения первого ■ второго 

приближений. Для д в и ж е м  тела в сопротилявжЛся ерем я под 

действием момента, постоянного в связанных осях, определена эво­

люция углов прецессии в нутации во втором првблимнп. Оря дви­

жении тела в сопротивляше*ся среде вырамняе для угла прецессии 

можно ааписа ть в вале

f / f b ) = %  +  S Y 0 C t C t  t  S (i) (14)

S (1)=  e 2 t  K t C 1 Z l 1  c o s O o  -h t f z  ~

-6 Cf1A tTo 0oSecft>exp^e/Cl^X*0*+і )%

x SCYi ( o i O')

Ctw= СУГЧ*-еЖ С~Ъ&Ь-Ф?А%\

X jZoii +  fo, * *  (Г= 4 <4e^(£A~%t)(°?+€*)*

е х р ( - £ Л '% * ) ( ? е * Ь *  +-c l  si-п v r t )>

* T =  i / 2  £  2  J fa > S 0  + S it t iQ  d V / d f i ) ^ ^



В изученных сіучаят формулы для углов прецессии и нутации 

ав содержат параметров возмущащих моментов, если ограничиться 

нахождением первого приближения. Тахиы образом, построение второ­

го приближения является существенным. Hattvewnoe слагаемое 5 ^  

в (.14) и полученное слагаемое при исследовании движения тела 

под действием момента, постоянного в связанных осях, дополняет 

известное из приближенной теория гироскопов выражение для угло­

вой СКОРОСТИ прецессия Юр -K0C Zo-
В главе УІ изучается задачи стабилизации тел с внутренними 

степенями свободы, і I посвящен ре пенив задачи активного тормо­

жения свободного твердого тела с подвижной массой, соединенной с 

телом вязкоупруго Я ,связь®. Считается, что торможение вращений 

осуществляется при помощи управлнвщего момента, ограниченного по 

модулю, причем величина ограничении монет быть переменной во 

времени. Показано, что оптимальный вектор тормозящего момента 

максимален по' величине и направлен против вектора кинетического 

момента. Стабилизация твердого тела происходит за конечное вре­

мя, величина которого определена явоо. . ,

В І 2 рассматривается влучай связи иежку телом и маосой с 

помощью линейной пружшш жесткости С  В дешфера о квадрат­

ным трением. Определен оптимальный синтез управления торможением 

вралвний тела. Установлено, что модуль квиетического момента си­

стемі убывает до нуля за конечное время. 1C помощью численного 

интегрирования уравнения для угла нутации показано, что вектор 

кинетического MOieятв в связанной о аедеформированным телом си­

стеме координат стремится ж оеж наибольшего Момента инерции.

В І З  исследуется задав об оотваш ом ую  быстродействию 

торможении вращений свободного твердого тела оо оферпеской по­

лостью, заполненной жидкостью бояьаой вязкости. Исследуются еду-
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чаи ооесимметричного и несимметричного в не возмущенном состоя- 

НИИ тел. Определяется оптимальный закон управления LC , тра­

ектория и время быстродействия T  ...

В § 4 изучается задача оптимального по быстродействию тор­

можения вращений динамически симметричного тела со сферической 

полостью, целиком заполненной жидкостью большой вязкости (при 

малых числах Рейнольдса). Кроме того, тело содержит вязкоупругий 

элемент, который моделируется точечной массой, прикрепленной 

демпфером к точке на оси симметрии. Управление вращениями произ­

водится с помощью момента сил, ограниченного по модулю. Рассмат­

риваемая модель обобщает исследованное нами в § I и S 3 этой 

главы. Определены прецессионные вращения кваэитверюго тела от­

носительно оси в экваториальной плоскости. Для угла нутации 

e ( i )  получено представление

Ь-({ ~z)zsin$Cosd[к (i~t)2CcS20-h £.] ( I 5 ) 

г= Tb In е Го, i] , T0 = G0Ii 

к-QosIA-Cl̂ Ii, ^ f f 03IA-Olllt 

0^к,Я<“о, £ = si$n.(A~C)=ti

Здесь Q 0 - начальное значение модуля вектора кинетическо­

го момента, rJ10  - оптимальный момент времени, Co/'lSt, А 
и С моменты инерции невозмущеняого тела, cL к £  положи­

тельные постоянные, характеризующие наличие вязкоупругого эле­

менте и полости с вязкой жидкостью соответственно. Численным ин­

тегрированием уравнения (15) показано, что вектор кинетического 

змеята в связанной с неде Формированным телом системе координат 

стремится к оси наибольшего момента инерции.
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B i d  исследуется задача об оптимальной торможении вращений 

свободного твердого тела, несущего элементы с распределенными и 

сосредоточенными параметрами. ..«едполагается, что тело содержит 

сферическую полость, заполненную жидкостью большой вязкости, и 

подвижную точечную массу, соединенную с телом посредством упру­

гой связи с квадратичной диссипацией. Считается, что в недефор- 

иированном состоянии тело динамически симметрично, а масса лежит 

на оси симметрии. Асимптотическими методами нелинейной механики 

построена математическая модель управляешь движений гибридной 

системь- в квазистятическом приближении. Проведены анализ осевого 

вря пения для управляемого движения тела и анализ вране ний тела 

в экваториальной плоскости. Подучены качественные и количествен­

ные характеристики поведения угла нутации.

Основные результаты диссертации и ее полоаения, выносимые 

на защиту, сформулированы в заключении.

Таким образом, в диссертации решен ряд задач эволюции дви- 

■зени* твердого тела под действием моментов сид различной природы. 

Проведено систематическое изучение влияния моментов внешних и 

внутренних сил, осуществлено развитие применения асимптотических 

подходов в динамике твердого тела. Основным аппаратом исследования 

явился метод усреднения, позволивши4 проанализировать существен­

но нелинейные движения. Предложены различные способы введения 

малого параметра при усреднения по движв&ям Эйлера-Пуансо и 

Лагранжа.

Основные результаты диссертации в ее положения, выносимые 

на защиту, состоят в следующем:

I . Исследовано быстрое вращательное движение вокруг непод­

вижной точки несимметричного тяжелого твердого тела в сопротив­

ляющееся среде. Обнаружены квазастяшюяарные движения, в которых
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движение в целом затухает (кинетический момент и кинетическая 

энергия стремятся к нулю), HO характер лвижвия тела вокруг ь.к- 

тора кинетического момента остается неизменным.

2. Изучено совместное влияние сопротивляться среды Я ПО­

ЛОСТИ, заполненной жидкостью больной вязкости, на быстрое движе­

ние вокруг авподвижной точки несимметричного тяжелого ^твердого 

тела. .' . . . .

3 . Исследовано движение веоимметричяого твердого тела во­

круг центра внешня, я которому в точке, расположенной яа одной 

из главных осей инерции, прикреплена при помоги упругой связи с 

вязким трением подвижная точечная масса.

Рассмотрено двиаенме свободного твердого тела, к которому 

в течке, неподвижно связанной с телом, Spикреплена при помоаи 

упругой свяэя с квадратичным трением подзшяая масса.

4. исследовано движение динамически симметричного твердого 

тела оо сферической полостью, заполненной жидкостью большой 

вязкости, и несущего понятую  массу, apttp* пленную вря пOMOля 

упругой СВЯЗИ C ВЯЗКИМ Трением К TflMK* на оси симметрии.

Изучено совместное влияние вязкой дикости к полости я под­

вижной массы, соединенной с телом посредством упругой связи с 

квадратичной диссипацией, не движение динамически сишетрячного 

твердого теля.

5. С помощью методе усреднения исследовано вращательное

движение динамически несимметричного cnyvFkks с осесимметричной 

поверхностью относительно центра масс взд действием момента сил 

светового давлення. Показано, что мошнт сил светового девиенни 

совпадает с моментом, действукгчм на спутнвс в гравитационном 

поле, при определенных значеннях главных центральных моїентов 

инерции. ,•
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Изучена эволшия вращений трехосного спутника, близкого к 

дкнчмически-сферичвскому, ПОД действием M0WEHT3 C U  светового 

давления. Рассматривается случай, когда форма космического аппа­

рата представляет собой тело в ранен до. Коэффициент момента сил 

светового давления аппроксимируется тригонометрическим полиномом 

произвольного порядка. Найден первый интеграл системы усреднен­

ных уравнений первого приближения для углов нутации и собствен­

ного вращения.

6 . Исследованы возмущенные двиения твердого тела, близкие 

к случав Лагранжа. Приведены условия возможности усреднения 

уравнении движения по углу нутации, получена усредненная система 

уравнений. Рассмотрена модель возмущений, отвечающая движение 

тела в среде с линейной диссипацией.

7. Изучены возмущенные вращательные движения твердого тела, 

близкие к регулярной прецессии в случае Дагранжа. Рассмотрен слу­

чай различных порядков малости проекций вектора возмущавшего мо­

мента. Соответствующая стандартная система является двухчастот­

ной, причем отношение частот постоянно. Это позволяет применять 

метод усреднения аналогично случаю постоянных частот и рассмат­

ривать нерезонансные и резонансные движения. Получена усреднен­

ная система уравнений движения в первом приближения, рассмотрены 

пршеры.

Исследован случай одинаковых порядков малости проекций век­

тора возмущающего момента. Специальным образом введен малый пара­

метр, применен метод усреднения. Нерезонансное решение первого 

приближения дало тривиальный результат, оно уточнено цутем рас­

чета второго приближения. Рассмотрены конкретные механические 

модели возмущений.

8 . Исследованы возмущенные двдоения твердого тела, близкие
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к псевдорегулярноі» прецессии в случае Лагранжа.

9- Изучены возмущенные вращательные движения твердого те да, 

близкие к регулярной препессии в случае Лагранжа, когда восста­

навливавший иоыент зависит от угла нутапии. Рассмотрен случай 

различных порядков малости проекций вектора возмущающего момен­

та. Обосновано применена метода усреднения в нерезонансном я 

резонансном случаях. Исследован конкретный пример восстанавли­

вающего пошита, зависящего от угла нутации, линейная пружина и 

тяжесть. Проведено усреднение н проинтегрированы усредненные 

уравнения для медленных переменных в случаях: а) постоянного 

момента, направленного вдоль оси; б) момента сил симметричной 

линейной диссипаций со стороны внешней среды.

Изучен случай одинаковых порядков малости проекций вектора 

возмущавшего момента. Получены я исследованы усредненные систе­

мы уравнений движения первого я второго приблизний. Для движе­

ния т е *  В сопротивляющейся среде ■ ПОД действием М0МЄНТЕ, по­

стоянного в связанных осях, определена эволюция углов прецессии 

я нутации во втором приближении. Формулы для этих углов не со­

держат параметров возмущающих моментов, еслй ограничиться нахож­

дением первого приближения. Подученные слагаемые дополняет из­

вестные из приближенной теория гироскопов выражения для угловой 

скорости прецессия.

10. Исследованы задачи оптимального торможения вращений 

твердых тел с внутренними степенями свободы. Решена'задача актив­

ного торможения свободного твердого тела с подвижной массой, 

соединенной с телом вязкоупругой связью. Рассмотрен случай свя­

зи между телом и массой с помощью линейной пружины и демпфера с 

квадратичном, трением. Исследована задача об оптимальном по бы­

стродействию торможении вращений свободного твердого тела со
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сферической полостью, заполненной жидкостью большой вязкости. 

Рассмотрены случаи осесимметричного и несимметричного в невозму- 

шеннон состоянии тел. '

I I . Изучена задача оптимального торможения в ранений динами­

чески симметричного тела, соде ржа арго вязкоупругий элемент и по­

лость, заполіЕнную жидкостью большой вязкости. Управление враще­

ниями производилось с помощью момента сил, ограниченного по моду­

лю. Получены качественные и количественные характеристики поведе­

ния угла нутации. Определены прецессионные вращения квазииердого 

тела относительно оси в экваториальной плоскости. Исследована за­

дача об оптимальном по быстродействию торможении вращений динами­

чески симметричного твердого тела со сферической полостью, запол­

ненной ЖИДКОСТЬЮ'большой вязкости, и подвижной массой, соединен­

но!*. с телом посредством упругой связи с квадратичной диссипацией. 

Асичптотшескими методами нелинейной механики построена математи­

ческая модель управляемых движений гибридной системы в квазиста- 

тичесном приближении. Проведеш анализ осевого врапвния для 

управляемого двиаения тела и анализ вращений тела в экваториаль­

ной плоскости. Показано, что вектор кинетического момента в свя­

занной с не де формированным телом систеїе координат стремится к 

оси наибольшего момента инерции.

По теме диссертации имеется 56 публикаций. Основные резуль­

таты опубликованы в следующих статьях:
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ющейся среде / /  Прикл.механ»а.-1975. - Т .П , Ї 3.-С.89-94,

2 . Лешнко Д.Д. О движении твердого тела с яодвюшой точечной 

массой / /  Изв. АН СССР. MTT. - 1976. - 1  3. - C.37-4Q.'

3 . Акуленко Л .Д ., Лещенко Д.Д. Некоторые задачи движения твердо­

го тела с подвижной массой / /  Изв. АН СССР. Ю Т .-1978. - Є 5.- 

С .29-34.
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Лещенко Д .Д . &водвция вравгений першого f e n  под действием

возцушаших моментов.

Диссертация на соискание ученой Cteaem доктора физико-ма­

тематических наук по специальности O I402.61 - теоретическая ме­

ханика, Институт прикладной математики и мах аники HlUI Украиж, 

Донецк, 1996, рукопись. С'

Защищаются 17 работ, содержащие исследование »»ОВЦК* Boa- 

цушенных вращательных движений твердого тела, близких * сJQnjалы 

Эйлера-Цуансо я Лагранжа, лсд действием моментов сил различной 

природы. Тахие задачи возникают в связи с изучением движения 

сцутников относительно центра масс, в вопросах ориентации и 

стабилизации космических аппаратов, в динамике гироскопов.

Для анализа нелинейных систем уравнений движения применяе­

тся метод усреднения.

Изучено быстрое вращение вокруг неподвижной ТОЧКИ ITT-ИІЄГ- 

тричного тяжелого твердого тела в сощютивдашвейся среде. PafidMc* 

трено движение свободного твердого тела, несущего псдвижвро ТОЧЄ* 

иную Macqr, соединенную с телом упругой связь? с квадратичным 

трением. Исследована еволвцня вращений динамически несшметрмчног 

сцутника и трехосного сцутника, близкого к динаи» жски-офермчесжр ■ 

цу, под действием момента сил светового дававши. Рассматриваете* 

случай, когда форма космического аппарата федставляет се бой теле 

вращения. Развит новый подход к иссдедоваю» возмущенных движений 

гироскопа Лагранжа для вовщущений, допускающих усреднение по угдр 

цутации. Изучены возмущенные вращательные движения твердого тела, 

близкие к регулярной прецессия а случае Лагранжа, когда восстана­

вливающий момент постоянен иди зависит от угла цутацки. Исследо - 

ваны задачи оптимального торможения вращений твердых тел с вцут - 

реHHHVTO степенями свободы.
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Leshchenko D.D. The evolution of the rotations of a rigid body 

uzidei1 the action of perturbod moments*

The competition Dissertation for the academic degree of the Doc­

tor of the p h y s ic  о-mathematical sciences In speciality 0 1 .0 2 .OX

- of the theoretical mechanics, Xnetltute of the applied mathema­
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The 17 scientific papers carrying on the research of evolu­

tion of perturbed rotational motions of a rigid body that are 

close to Suler-Polnso or Lagrange cases «hen the body is under 

the action of moments of different nature forces are defended.
%

Such problems take place In the investigation of the motion of 

satellite around Ita center of mass,In dynamics of gyroscopes.

The averaging method is .employed for analysis of nonlinear 

systems of equations of motion. The high-speed rotation of an 

asymmetric heavy rigid body with a fixed point In  & viscous me­

dium is investigated. The motion of a  Creo rigid body with a mo­

ving mass connected to the body by an elastic coupling with a 

square—law friction is considered. The evolution of rotations of 

an asymmetric satellite and tri-axial satellite that are close 

to dynamically spherical one under the action of solar radiation 

pressure is investigated. The case when the shape of the space­

craft is a body of revolution is  analized.

A new approach is developed for the Jjivastigation of pertur­

bed motions of Lagrange gyroscope for perturbations ahich assume 

averaging taking Into account the angle of nutation. Perturbed 

rotational motions of a rigid body that are close to regular pre­

cession In the Lagrange case when the restoring moment is constant 

or depends on the nutation angle are considered. The problems of 

optimal braking of the rotations of the rigid bodies with inter­

nal degrees of freedom are Investigated.
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