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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

А к т у а л ь н і с т ь  теми .  Останні 20 ЗО років активно вив­
чаються нескінченовимірні алгебри. І однією з першочергових 
і важких задач е класифікація простих алгебр, На підміну від 
скінченовимірного випадку, де, як відомо, простих алгебр мало
- це матричні алгебри Mn(K), K  - а.о. йоле, існує багато класів 
простих нескінченовимірних алгебр і воли значно різняться за 
своєю будовою. Ч'

Історично одними з перших простих нескінченовимірних 
алгебр, що вивчалися (і інтенсивно вивчаються) є алгебри 
Вейля An, char K  =  0. їм присв’ячені роботи Аміцура, Bcp 
нштейна, Блока, Бйорка, Діксм’е, Габріеля, Макконела, Райн 
харта, Ренчлера, Робсона, Руса, Стаффорда та ін.

За останні десять років з ’явилося багато нових класів на 
гебр, які умовно можна об’єднати під назвою “квантові групи”. 
До них відносяться в першу чергу деформації класичних пл 
гебр.

Виявляється, що багато з цих алгебр (та їх тензорні до­
бутки) є узагальненими алгебрами Вейля.

М е т а  р о б о т и .  Класифікація простих модулів деяких Z- 
градуйованих алгебр та узагальнених алгебр Вейля. Обчи­
слення гомологічної розмірності та розмірності Крулля уза­
гальнених алгебр Вейля. Побудова теорії фільтрованої розмір­
ності алгебр та модулів і доведення аналога нерівності Бер­
нштейна для простих афінних алгебр. Доведення гіпотези Стяф 
форда для широкого класу простих алгебр. Класифікація (про­
стих) модулів над алгеброю Вейля An( K ), K  - а.з. поле, char K  —
0, що мають мінімально можливу розмірність Гельфанда-Кирил­
лова тг І мін;мальну кратність 1. Доведення некомутативного 
аналога теореми Гільберта про сизигії. Вивчення взаємозв'язків 
функцій Гільберта і рядів Пуанкдре градуйованих та фільтрова 
них модулів.

. “ Л н І І г Г в Г  Стуоенчка
З AH V rv  ' •«



. Me т о  дик а д о с л і д ж е н н я .  В роботі використовуються 
сучасні методи гомологічної алгебри, теорії зображень, теорії 
розмірності кілець та модулів, теорії кілець та комутативної 
алгебри.

Н а у к о в а  н о в и н а .  В дисертаційній роботі отримані на­
ступні нові результати для узагальнених ялгебр Вейля:

1. Встановлено критерій простоти узагальнених алгебр 
Вейля.

2. Введена нова розмірність - фільтрована розмірність - 
алгебр та модулів та  аналог кратності для цієї розмірності, 
Доведено аналог нерівності Бернштейна для простих афінних 
алгебр. Для широкого класу простих афінних алгебр доведено, 
що голономні модулі мають скінчену довжину.

3. Показано, що кожна Шурівська алгебра є тензорно- 
простою.

4. Класифіковано (прості) модулі над алгеброю Веігля А П) 
що мають розмірність Гельфанда-Кириллова ті і кратність 1.

5. Доведено аналог теореми Гільберта-Ceppa для більш 
загальної ситуації, встановлено існування поліномів (які були 
названі поліномами Гільберта), що узагальнюють класичний 
поліном Гільберта. Встановлено канонічний ізоморфізм алгебр 
функцій Гільберта і рядів Пуанкаре при якої ту інтегральна 
функція Гільберта відображається в ряд Пуанкаре. Для про­
стих афінних алгебр встановлено нерівність, що пов’язує розмір­
ності Крулля, Гельфанда-Кириллова та фільтровану розмірність.

6. Класифіковані прості модулі г ля деякого класу ^-градуйо­
ваних кілець, що включає багато відомих алгебр (напр., ал­
гебру Вейля Al,  квантову алгебру Вейля Аі(д), квантову пло­
щину, Usl(2), Uqsl(2), деформації Віттена, Вороновича, Сміта 
та ін.).

7. Введений та вивчається новий клас алгебр - тензорно 
гомологічно мінімальні алгебри. Встановлено цю властивість 
для в'домих класів алгебр (напр., алгебр Вейля та деяких уза­
гальнених алгебр Вейля і ін.). Узагальнено теорему Руса та
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наведено неком) гативні аналоги теореми Гільберта про си­
зигії.

8. Обчислено гомологічну розмірність та розмірність Крулля 
узагальнених алгебр Вейля.

9. Для широкого класу простих алгебр доведено гіпотезу
Стаффорда про 2-породженість лівих і праних ідеалів. Вивчаеть 
ся модульна структура таких алгебр. “

Т е о р е т и ч н а  т а  п р а к т и ч н а  ц і н н і с т ь .  В роботі ро 
зроблено новий підхід до вивчення структури простих афінник 
алгебр та їх модулів, введена нова розмірність алгебр та Mo 
дулів, розроблені методи для обчислення гомологічної розмірно­
сті алгебр і як наслідок отримано вичерпну відповідь у випадку 
узагальнених алгебр Вейля.

Робота ма« теоретичний характер. Результати можуть бути 
використані в теорії зображень нескінченовимірних алгебр та 
алгебр Jti, гомологічній алгебрі та теорії розмірності.

А п р о б а ц і я  р о б о т и .
Результати дисертації доповідалися на наступних Міжнарод­

них конференціях: Оттава (Канада, 1992), Мехіко (Мекеіка, 
1994), Антверпен-Брюсель (Бельгія, 1994,1996), Білефельд (Ні­
меччина, 1994, 1996), Констанца (Румунія, 1995), Варшава 
(Польща, 1995), Гайренгер (Норвегія, 1996), Мішкольц (Угор­
щина, 1996), Москва (1990), Новосибірськ (1989), Казань (1990), 
Львів (1990), Барнаул (1991), Н.Новгород (1991), Ужгород (1993),

а також на наступних наукових семінарах університетів: 
Антверпен, Білефельд, Гамбург, Казань, Київ, Москва, Паден- 
борн, У жгород, Хассельт та ін.

П у б л і к а ц і ї .  Основні результати дисертації опубліковані 
в роботах [Bav 1-23], приведених в кінці автореферату.

С т р у к т у р а  і о б ’єм дисертації. Дисертаційна робота 
набрана у Latex і містить 311 сторінку. Вона складається з 9 
Частин та списка літератури з 100 найменувань.
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Зау важ ен н я . Нумерація теорем, лем, ... в кожній частині 
диссертації своя.

Ч а сти н а  1. Введено новий клас алгебр - уоагальнені 
алгебри Вейля.

У загальнен а ал геб р а  Вейля А  =  D(a,a)  ( УАВ ) рангу 
п о базисним кільцем D  - це кільце, породжене D і 2п твірними 
X*, . . . ,X+,  X 1- ,..., Х~,  які підпорядковані наступним визна­
чальним співвідношенням:

X - X t  =  CLi, X t  х ;  =  (Xiiai)

X f a  = (Tjt l (O)XlV1V a Є D 

[ Xr tXf )  =  [ Xt , Xf ]  = [ Xt , X- ]  =  OvV . - *  J1
де [я, у] =  ху - у х .

Вивчаються основні властивості узагальнених алгебр Вейля. 
Наведено критерій Нетеровості (Твердження 1.1). В розділі 
1.3 показано, що Жорданові алгебри е УАВ спеціального виду 
і як наслідок багато відомих класичних алгебр є УАВ. В р.1.4 
дасться критерій простоти УАВ рангу 1 (Теорема 4.2) і рангу 
п (Теорема 4.5).

Теорема 4.2. Нехай А — D(a, а) - узагальнена алгебра Вейля 
рангу 1. Тоді А  - проста тоді і тільки тоді коли ь [,ступні умови 
мають місце:

(i) D не має власних а —стабільних ідеалів;
(ii) жоден автоморфізм сг", п > 1, кільця D не є внутрішнім;
(iii) для кожного натурального числа п € N  елементи а,

о"(а) є твірними D  як лівого ( або правого ) D - модуля;
(iv) а - не дільник нуля в D.

Ч а сти н а  2. В р.2.1 введено нову розмірність алгебр 
та модулів - ф ільтрован у  ро зм ір н ість  (fil.dim) і доведено

З М І С Т  Р О Б О Т И

6



наступним анало; нерівності Бернштейна для простих афінних 
алгебр.

Теорема 1.2. Нехай А • проста афінна алгебра, тоді

GK(A) < GK(A/)(fil.<limА + nmx{fil.dim А, 1}) (1)

для довільного ненульового скінченопородженого А —модуля 
Al, де GK - роомірність Гельфанда-Кирилова.

Для алгебри Вейля An над полем характеристики нуль об­
числено fil.dim An — 1 (Теорема 1.10 ). Оскільки GK(An) =  2н, 
то з  (1) отримуємо нерівність Б ернш тейна: GK(AZ) > п 
для довільного с.п. А ,,-модуля M  ф 0. .’3; класичним оона- 
ченням Л-модуль M  - голономний, якщо GK(AZ) = С К (Л )/2, 
де Л - проста алгебра. В р.2.2 побудовані приклади простих 
афінних алгебр як завгодно великої фільтрованої розмірності,' 
а це пначнть, що класичне гюначення голономного модуля має 
вупьку сферу застосування ( коли fit.dim А < 1). Нерівність 
(1) дає змогу дати більш коректне означення голономного мо­
дуля, а саме, коли (1) перетворюються на рівність.

Аналогічно теорії кратності в алгебраїчній геометрії в р.2.3 
розробляється теорія “кратності” фільтрованої розмірності і 
розмірності Гельфанда-Кириллова. Для широкого класу про­
стих афінних алгебр, що включає алгебри Вейля та деякі УАВ, 
доведено обмеженість знизу кратності довільного голономного 
модуля (Теорема 3.3). He дало змогу показ іти, що кожен го- 
лономний модуль має скінчену довжину (Теорема З.б).

Введен» наступний клас алгебр.

• (S) А - проста афінна нескінченовимірна алгебра.

• (N) Існує стандартна скінченовимірна фільтрація F ~ 
{А,} така, що ассоційована градуйована алгебра gr А ~ 
Фі>(» А і/Л ,-і, .4-і = 0. є Нетерпкою.
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• (D) GK (А) < оо, fil.dim Л < оо, ігнують I(A) = Ir(A)  и 
L(A) = L f (A).

• (H) Для кожного голономного А -модуля M  існує I(M) = 
Ir(M).

З точністю до фіксованої константи I(M)  і LI М)  - це кратності 
роомірностей Гельфанда- Кириллова та фільтрованої роомірності 
відповідно.

Більш слабка форма умови (D).

• (Dt) GK (Л) < оо, d =  fil.dim Л < оо, існує I(A) = Ir(A) 
і число с > 0: й(і) < сіл для і > >  0, де і* - функція 
повернення і/гвг°р,і A  (¾ A op- модуля А.

Теорема 3.3. Нехай алгебра А (задовольняє умовам (S), (H), 
(D) відп. (D’). Тоді для кожного голономного Л-модуля

I(A) < /2 (л /)(І(Л )І'(Л ))акм>/(Ш‘,іт'4+тм<ш'1і,п/' '1>),

Де

! L(A)1 якщо fil.dim Л > 1;
L(A)  + 1, якщо fil.dim Л =  1;

1, якщо fil.dim Л < 1;
відп.

ЧА)  <  12(М)(с(с + 1 ))а к М)/(ИЛтЛ+т<«{»и<1ііпЛ,1})

Теорема 3.5. Нехай алгебра Л падовольняє умовам Теореми

3.3. Тоді голономний Л-модуль M  мас скінчену довжину < 
I(M)/с^ ( відп. I(M)Zc1a), де Ca і Сд - фіксовані і явно обчи­
слювані по Л константи.

Ч асти н а  3. Алгебра - Шурівська, коли кожний її про­
стий модуль - Шурівський ( тобто його кільце ендоморфіпмів
- OCH( в н е  поле).
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Алгебра А - геноорно-проста , якщо

Д C-) В  C (A W B f  для д о в і л ь н о  L алгебри В,

тобто тензорний добуток Al C-O N  простих А — і В- модулів 
Al і N , відповідно, е простим А CO В- модулем ( для довільної 
алгебри В  і довільного простого В- модуля }.

Теорема 3.1. Кожна Шурівська алгебра е тейзорно-простою.

Наслідок 3.2. Кожна афінна алгебра над а.о. незліченним 
полем е тензорно-простою.

Ч асти н а 4. В р.4.2 класифіковано (прості) модулі Al 
над алгеброю Вейля Л„, що мають розмірність Гельфанда- 
Кирнллова GI- (AZ) = п і кратність с(М) — 1 (мінімальні 
можливі розмірність і кратність для с.п. M  ф 0). ,

Теорема 4.1. Скінченопороджений An- модуль Af мар размір-> 
ність GK (Al) = п і кратність г(АІ) *  1 тоді і тільки тоді, коли 
Al %г H n ( підкручений модуль ) для деякого автоморфізму 
т Є Лм</»(Л„), що зберігас фільтрацію Бернштейна В  = { Д } 
алгебри A n, де Wn = An/A J O i  On).

Наступна теорема характеризує будову простого голоном- 
нрго А,,-модуля M1 ( GK(AZ) = її). Нехай L = К ( Х і , .. ., .Yn)
* поле раціональних функцій і 5  = K [.Yi1.... Yri] - кільце мно­
гочленів.

Теорема 4.2. Для кажного простого голономного An-модуля 
Al існус автоморфізм r  € Autn(An) такий, шо підкручений 
модуль rAI є Л,,-подмодулем модуля L-If t fM  і dimі,(Lt^у гAl) < 
t (Al)  ( крат ість модуля Al ).

Ч асти н а  5. Нехай .4 = Ф„>о A n - градуйоване комутати­
вна Нетерове кільце. Тоді кільце Лу Нетерове і Л„ алгебра А
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породжена деякими елементами Т \ , . . . , х ,  степенів А‘| , . . . ,  Ar,, 
відповідно. Нехай / - адитивна функція на множині с.п. Ao- 
модулів. °

В р.5.2 (Теорема 2.3) упагнльнюється теорема Гільберта- 
Серра.

Теорема 2.3. Нехай M - г.п. градуйований Л-модуль, к = 
HCK(fc,....... Ar.) Тоді

1. існує к многочленів і/’о, . . . , ?/’*-! Є <?[<] степені < (І — I O 
коефіцієнтами в ^ " '( c /  — I )!]~'Z таких, що

Ам(«) — ^>(п )і для всіх n »  0 таких, що n =  j(modA;);

2. існує fc многочленів 7о, . . . ,  7 *_і € Q[<] степені < d о коефі­
цієнтами в [kdd\\~xZ  таких, що

Хм(«) =  7і(п )і Дня всіх п 0 таких, що n = ДьккЦ-);

де Ам і Хм - відповідно функція і інтегральна функція 
Гільберта модуля М.

3. якщо А - невід’ємна, то всі многочлени f } мають однакову 
степінь d( = кратність полюса ряду Пуанкаре P(M , t )  в 
точці t = 1) і однакові старші коефіцієнти,

В класичній ситуації fcj =*. . .  =  к, = 1, Теорема 2.3 нал. тео­
ремою Гільберта-Серра, а єдиний многочлен 70 - многочленом 
Гільберта.

В р.5.2 вводиться і вивчається новий клас градуйованих 
кілець - K C F -кіпьия та KCF-\>ооширення. Він включає клас 
комутативних Нетерових градуйованих кілець і для нього до­
ведені аналоги теореми Гільберта-Серра (Теореми 2.5, 2.6 і 
Наслідки 2.7, 2.9).

Нехай AQCAf і SC - відповідно клас афінних градуйова­
нії: комутативних Нетерових алгебр і майже комутативних
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алгебр. Нехай H i V -  відповідно алгебри, породжені усіма 
функціями Гільберта і рядами Пуанкаре с.п. модулів над ал­
гебрами о одного in класів вище. Теорема 3.9 стверджу*-, що 
існує ізоморфіз?' алгебр Ti ~  V  (який будується явно) при 
якому інтегральна функція Гільберта переходить в ряд Пуан­
каре. Цей явний ізоморфізм дає змогу відновити (інтегральну) 
функцію Гільберта по ряду Пуанкаре і навпаки.

Теорема 4.1. Нехай А - скінченовиділена проста афінна ал­
гебра з GK(A)  < оо. Тоді її розмірність Крулля (у сенсі 
Габріеля-Ренчлера)

K.dim(A) < GK(A)( I — l/(fil.diin Л + max{fil.dim Л, 1})).

Як стверджують Макконел і Робсон в своїй книзі “Некомута- 
тивні Нетерові кільця” (с.238): “не відомо прикладів не скінчено- 
виділених алгебр” .

Ч асти н а  6. Нехай R  =  R\ - .Z-градуйоване кільце, 
Ro = D, таке, що Ri =  Dvi, и, Є Ri, - лівий вільний D-модуль 
рангу 1, і»о =  1, існує автоморфізм а кільця D такий, що

nvi/Svj = a<r'(fi)c(i,j)vi+j

для всіх а, /З Є D  і і, j  € Z і деякого відображення ( “2-коцикла ” ) 
с : Z x Z  -» Z(D) , центр кільця D. УА$* рангу 1 е прикладом і?.. 
Ціль р.2.б - класифікувати (о точністю до незвідни - елементів 
деякого Евклідового кільця ) прості R.-w>дулі у випадку, коли 
D - Дедекіндове кільце і c(i,j) d  0 для всіх i , j  Є Z ( і 
також у випадку JV-градуйованого кільця R  ). Як наслідок 
отримано класифікацію простих модулів багатьох відомих ал­
гебр (напр., алгебри Вейля A i , квантової алгебри Вейля A\(q), 
UsU2)., Kj\ sI(2), квантової площини, алгебри Сміта, першої де- 
.формайії Bi т т єн а і деформації Вороновича, квантової группи 
0 4%{sa{k.,Z)}, KsaHTOBfM алгебри Гейзенберга та ін.).

5  *
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Локалізація В  =  S ~ 'R  = A*[.Y, Х ~ 1\(т] кільця R  по S  := D \
{0} с кільцем косих Лоранівських многочленів з коефіцієнтами 
в полі к = 5 _1 D. R  - область лівих і правих головних ідеалів. 
Задача класифікації простих Д-модулів розпадається на дві:

R(--> D — скрутом) U R (беї і D -  круту).

Перша носить більш “геометричний" характер, друга - “ариф­
метичний”. Модулі п першого класу є в точності ваговими і 
в J..G.3 класифіковані R (вагові ), де D - довільне комутативне 
кільце.

Циклічна группа G = <  а >, діє очевидним чином на мно­
жині Specm (D)  максимальних ідеалів D. Максимальний ідеал 
р і орбіта О(р) = {<т'(р), 7 Є Z } нап. циклічними, якщо остання
- скінчена, і лініпнимн - в іншому випадку.

Теорема 5.14. R(C)vn D - скруту) ф 0 тоді і тільки тоді, холи 
існує лише скінчена кількість циклічних максимальних ідеалів 
кільця D.

Для о (I € S ми пишемо о < в, якщо не існує максимальних 
ідеалів /» її q із D , які належать лінійній орбіті і таких, що
о Є р, P € q і р — °'(<і) Дня деякого і > 0. Элемент Ь =
г_т /У_т  + ---- H fio Є R,  всі (і, Є D,  /І_т  ф 0. Ii0 ф 0, т  > 0, нап.
!-нормальним , якщо /¾, < і t% < г ( - 1 ,1). Для циклічної 
орбіти O  попначимо череп O(O) добуток усіх ідеалів г* О.

Теорема A. Hexaii Ь - !-нормальний неовідний в В  елемент 
з  умовою

(C O )  В  =  Rff(O) + Л  П Bh для долі ьної циклічної 
орбіти O .

Тоді R /ВПВЬ-  простий Л-модуль без £>-скруту ( = Soсц (В /Bh)). 
З  точністю до ізоморфізму кожний простий Л-модуль бео D 
скруту BiiHiixm таким чином, де Ь ■ визначений однозначно з 
точнігт*> до подібності в В.
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Прикладом R  є деяка природна фактор-алгебра V  універсально? 
обгортуючої алгебри Вірасоро. В р.6.7 класифіковані усі прості 
V’-модулі (побудовано нові серії простих не вагових мо: улів 
над алгеброю Bipucopo).

В р.0.8 класифіковані прості модулі у випадку JV-градуйова­
ного кільця П. В р.6.9 відп. 6.10 класифіковані прості модулі 
кільпя косих . Іоранівських многочленів з  коефіцієнтами в Де- 
декіндово- му кільці відп. прості м< дулі квантової площини.

Ч асти н а 7. Нехай d=wd - слабка гомологічна розмірність 
або (I=Igci - ліва гомологічна розмірність. Введено новий клас 
алгебр, а саме.

Алгебра А  - тен оорн о  d- м ін імальна відносно деякого 
класу алгебр якщо

d(A M В)  =  dA + dВ, для довільно/ алгебри В  € O..

Впагалі, ліва частина не менша па праву. У випадку d=wd 
(=Igd) алгебру А будемо наз. тензорно слабко мінімальною 
=  TCM (тензорно гомологічно мінімальною =  ТГМ). Тео­
рема 7.4 дає достатню умову тензорної d-мінімальності. Вона 
використовується для доведення цієї властивості для тензор­
них добутків УАВ, а також для обчислення їх гомологічної 
розмірності (Наслідок 7.5, Теорема 7.6).

Якщо кільце R  - коммутативне, то wd R = sup{ wd Rm | 
m € Specm R},  де Rm - локалізація кільця R  по максимальному 
ідеалу т. Л<.-Е. Pyc узагальнив цей і&зультат на клас неко- 
мутативних кілець для яких існує “досить багато” локалізацій. 
Наступна теорема показує як обчислювати wd А коли локаліза­
ції! “мало” .

Теорема 7.2. Нехай {А —► Art | а  € 1} - множина плоских 
розширень кільця А таких, що wd А < оо, и — huj {wd Ac, | а  Є 
1} < со, /і =  siipfffl^A/ IM  - циклічний А- модуль такий, що 
An 0  АМ  =  O для всіх а  € /}; множина І  - скінчена або А 
когерентно зправа. Тоді 
■у
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1. або wd А = /і або /і < wd.4 < /л

2. Якщо, додатково, // < wd.4 ( напр., вгі кільця Atl - ло- 
каліоації кільця А), то wd А = шах{/<,і'}.

■ )
Ч а с т и н і 8. Обчислено гомологічну розмірність УАВ 

А = D(cr, а) рангу 1. Нехай п =  lg«! D - ліва гомологічна 
розмірність кільця D.

Теорема 2.7. Тоді Igf!.4 ^  it, ч -f 1 або оо.

Теорема 2. Н). Нехай D  - Нетерове і gld .4 < оо. Тоді го­
мологічна роомірнігть gid А = тах{»>.//'), де /і/ =  sup {М| 
AM  -  простіша.п. D  — модуль).

Наслідок 2.12. Нехай D  - напівпервинне Нетерове кільце, 
п < оо, gld.4 < оо, тоді gJd.4 =  п  4- і тоді і тільки тоді 
Коли існує простий Л-модуль M 1 скінченопороджений над D  і
р іІрМ = п.

Теор> ма 3.5. Hexaji D  - комута гивна Нетерова область скін­
ченої гомологічної розмірності тіу а ф 0. Тоді gld А < оо тоді
і тільки тоді коли А / А ( Х , р ) < ос для всіх первинних ідеалів р 
кільця D , що містять а.

Теорема 3.7. Нехай D - комутативне Нетерове кільце, гг < 
©о, а - регулярний, gld А < оо. Тоді gld A s n  + 1 тоді і тільки 
тоді коли існує циклічний максимальний ідеал кільця D  висоти 
ft або існують максимальні ідеали p. q кільця D висоти п такі, 
що <т'(р) =  q для деякого і ф 0 € Z  і я € р,щ.

Доведено аналог теореми Гільберта про гігтогії для алгебри 
Вейля .4,, (та інших втдохдах УАВ):

fgd .4„ K B =  Fgd .4,, + Jgd В.
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для довільної зліченопородженої Нетерової алгебри В , (осно­
вне поле - а.о. і незлічене).

Ч а сти н а  9. Алгебра Вейля Atl =  А г <8> • ■ • ® Al,  ( п 
разів, char K  =  0 ) - це тензорний добуток алгебр Вейля A 1, 
які е простими Нетеровими областями з  обмеженою умовою 
мінімальності (о.у.м., тобто A i - не Артінове кільце, але кож­
ний власний лівий і правий фактор модуль - Артіновий). Стаф­
форд показав, що -олений лівий і правий ідеал із An має не 
більше ніж 2 твірні і висунув гіпотезу, що аналогічний резуль­
тат справедливий для більш загального класу алгебр, а саме 
простих Нетерових алгебр, що “побудовані”, з  простих алгебр 
з о.у.м.

В ч.9 такий клас алгебр знайдено (Теорема 9.2). На цьому 
шляху введено два нові класи алгебр - сильно прості і спеціальні.

А'-алгебра А  - сильно п р о с та  , якщо для довільних K-  
лінійно незалежних елементів « і , . . . , аг Є А :

А ( а і , . . . , а т)А =  A(r) := А  0  * • • © А.

Алгебра А наз. спеціальною  , якщо для довільних скінчено- 
вимірних підпросторів V  і U із А таких, що VU ф 0 існують 
відповідно їх бази {а,} і {bj} такі, що ранг набора векторів 
{а,Ь; } - строго більший па ранг {а»bj}\ {« і }.

В р.9.2 показано, що багато відомих класів алгебр є спеціаль­
ними (Лема 2.2), напр., алгебри Вейія, універсальні обгор- 
туючі алгебри алгебр Лі та ін., але матричні алгебри M n(K),  
п > 2, - не спеціальні. Наступна теорема дає відповідь н; 
запитання Стаффорда.

Теорема 0.2. Hexaii At (і == 1, . . . ,  п) - центральна спеціальна 
проста алгебра з  о.у.м. . Нехай А  =  A1 ® An і існує 
підалгебра C із А, що є тензорним добутком C  =  Ci ® • • • Q Cn 
підалгебр Ct із A1 таких, що
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1. для і — I , . . . , ті — 1 існує локалізації S1 := Ti 1T1-J кільця 
Г,_і =  Cl®  - • -Ф'Сі-іФАі®- • -0А „ по Tt о о.у.м. f існують
Ri = T r 1A-,

2. для г =  2 , . . .  ,п існують повні кільця часток Et V(C\ 0
• • 0  CtI і) і Fi := V(C\  0 - - - 0  C1-I 0  А +І 0 - - - 0  А ,) і
кільце V(Ci  0 - - - 0  С<_і) 0  Ai є з о.у.м. .

Нехай І  =  аА -f ЬА + сЛ - правий ідеал і із А і нехай , d2 - 
довільні відмінчі від нуля влеиенти А. Тоді існують /  і д іо А 
такі, що

I  =  (a +  Cfdl ) +  (Ь +  cyd2) А.

Значить, довільніш скінченопороджений правий ідеал іо А 
має не більше ніж 2 твірні. Якщо крім того А - Нетерова, то 
це вірно дл̂ т довільного пі>авого або лівоіго ідеалу.

Нехай алгебра A i, і — 1 є простою УАВ однією о 
наступних двох типів:

1. К[ Н) (а , а ) ,  а { И )  =  H  -  /і, /і ф 0 Є К ,  char K  =  0;

2. K[Hj Н ~}](а, а), а(Н)  — UJ, І ф 0 Є К.

Тоді їх тензорний добуток задовольняє умові Теореми 0.2 (Твер­
дження 3.2)

В р.9.4 вивчається структура скінченопороджених А-модулів. 
Нехай M  - скінченопороджений ,4-модуль, А - о Теореми

0 .2 .

Теорема 4.2. Тоді M  ~  Al' ф А(*>, де Al' - могуль рангу < 1. 
Якщо M  - беэ скруту, то Al' - ізоморфний лівому ідеалу з .4.

Теорема 4.4. Нехай ранг Al > 2 і М фА  а  $ ф  А для деякого 
модуля N . Тоді .<Л ~  Ar.
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Б аву л а  В .В . Обобщенные алгебры Вейля. Диссертация 
(рукопись) на соискание у пеной степени доктора физико-мате­
матических наук по специальности 01.01.06 - алгебпа и теория 
чисел, Киевский университет им. Тараса Шевченко, г. Киев, 
1996.

Вводятся и изучаются обобщенные алгебры Вейля (ОАВ), 
доказывается критерий их простоты. Вводится новая размер­
ность алгебр и модулей - фильтр» ванная размерность. Дока­
зывается аналог неравенства Бернштейна для простых аф­
финных алгебр. Для простых афинных алгебр устанавлива­
ется неравенство связывающее три размерности: размерность 
Крулля, ГЬльфанда-Кириллова и фильтрованную размерность > 
Доказывается, что каждая Шуровская . лгебра есть тензорно­
простой. Классифицированы простые модули над некоторыми 
£-градуи- рованными кольцами. Над алгеброй Вейля An клас­
сифицируются модули размерности Гельфанда-Кириллова п и 
кратности 1. Обобщается теорема Руса, доказываются неком­
мутативные анал >ги теоремы Гильберта о сизигиях. Вычисля­
ется гомологическая и размерность ЦСрулля ОАВ. Для широ­
кого класса простых алгебр доказана гипотеза Стаффорда о 
2-порждаемости левых идеалов. Основные результаты опубли­
кованы в 23 работах.

B avula V .V . Generalized Weyl algebras, A dissertation (manu- 
skript) is presented for obtaining of the degree of a doctor of sci­
ence by speciality 01.01.06 - algebra a»d number theory, Taras 
Shevchenko Kiev Univt -sity, Kiev, 1996.

Generalized Weyl algebras (GWA) axe introduced and stud 
ied. A simplicity criterion is proved. A new dimension of alge­
bras and modules is introduced - the filter dimension. For simple 
affine algebras an inequality is established which connect three 
dimensions: the Krull, Gelfaiid-Kirillov and filter dimension. It 
is proved an analog of the Bernstein’s inequality for simple affine 
algebras. It is proved that each Sclnrriaii algebra is tensor simple. 
The simple modules of certain Z -graded rings are classified. Over
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the Weyl algebra A n the mod! А в  35.810
n and multiplicity I are classii 
and non-commutative analogs
are proved. The Krull and global dimension ot generalized Weyl 
algebras are calculated. For a large class of simple algebras the 
Staff' rd’s hypothesis is proved. The main resul. s are published in 
23 papers.

Ключові слова: узагальнена алгебра Вейля, фільтрована TH 
гомологічна розмірність, тензорно гомологічно мінімальна ал­
гебра, простий модуль.
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