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Актуальність теми. Відомо, що тонкостінні конструкції в 

вигляді оболонок, маючі широке застосування в багатьох галузях 

народного господарства нашої країни, містять мікродефекти.

В процесі експлуатації оболонок вони спонтанно, або під дією 

різноманітного роду зовнішніх факторі в, розвиваючись коаліс- 

цинірують і трансформуються в макродефекти типу тріщин. В за­

лежності від довжини тріщини, навантаження і зовнішніх умов вона 

справляє домінуючий вплив на вичерпання несучої спроможності 

тієї чи іншої оболонки, і є основною причиною, яка приводить 

до локального або повного руйнування. В зв"язку з цим, актуаль­

ними проблемами теоретичної механіки руйнування оболоночних 

конструкцій, вміщуючих дефекти типу тріщин, є створювання фі­

зичних та математичних моделей і їх методів розрахунку. Щ мо­

делі і методи повинні адекватно відображати фізико-механічний 

процес, діючий при поширенні тріщини. Проблема створювання 

адекватних моделей і методів розрахунку напруженно-деформован- 

ного стану оболонок з тріщинами, яким властиві складна геомет­

рична форма, структура матеріалів, нелінійність, велика роз­

мірність, розрізненні зовнішні дії, неможливість одержання 

замкнутих аналітичних розв"язків, уявляє собою до цього часу 

нерозв"язну задачу. Усе це і обусловлюе інтенсивне вивчення, 

утворення і розробку прийнятих математичних моделей оболонок, 

вміщуючих скрізні тріщини, а також ефективних наближенних ме­

тодів їх розрахунку.

Мета дисертаційної праці - утворення основи наукової бази 

для чисельного розв"язку іфайових задач статики довільних обо­

лонок, вміщуючих тріщини-розрізи.
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Для здійснення цієї мети необхідно слідуюче:

- побудувати уточнену нелінійну теорію пологих анізотропних 

шарових оболонок з тріщинами-розрізами;

- сформулювати варіаційну постановку крайових задач статики 

довільних оболонок з тріщинами-розрізами;

- розробити єдиний і простий підхід до розв'язку лінійних 

та нелінійних крайових задач механіки тріщин в оболонках;

- розробити наближенні методи, які дозволяють обчислювати 

коефіцієнти інтенсивності напружень довільних оболонок з трі- 

щинами-розрі зами;

- розвити теорії Гріффітса та Ірвіна на лінійні та нелінійні 

крайові задачі статики некласичної механіки оболонок з тріщинами- 

розрізами;

- застосуватиШЕ і МГЕ до чисельного розрахунку лінійних 

та нелінійних задач механіки оболонок, вміщуючих двухмірні та 

трьохмірні тріщини-розрізи;

- розв"язати нові задачі теорії тріщин в оболонках та зробити 

аналіз отриманих розв"язків.

Наукова новина і практична цінність цисертаиії.

Запропонована та розроблена енергетична теорія і застосовані 

методи чисельного розрахунку податливих на зсув жорстких і 

гнучних фізично лінійних та нелінійних ізотропних, трансверсально- 

ізотропних і ортотропних одношарових і багатошарових пологих та 

непологих оболонок, вміщуючих двухмірні та трьохмірні

тріщини-розрізи, береги яких можуть контактвати і не контактувати. 

Ця робота представляє собою основу нового наукового напрямку 

у області чисельного розв"язування варіаційних крайових задач 

статики довільних оболонок, вміщуючих дефекти типу тріщин.



4 -

На чисельних експериментах показано, що для чисельного розрахунку 

двумірних оболонок з розрізами застосован MCE, а для трьохмірних 

задач теорії тріщин можна використовувати спосіб, який базується 

на комбінації MCE і МГЕ. Рекомендується при виборі методів роз­

рахунку коефіцієнтів інтенсивності напружень ураховувати їх за­

гальність, ефективність, універсальність, доступність і простоту 

при розумінні, якими володіють запропоновані енергетичні методи.

Щ методи дозволили чисельно розв"язати практичну задачу розра­

хунку оболонки з тріщиною-розрізом. Результати подані у вигляді 

графіків і таблиць, ілюструють широкі можливості запропонованної 

теорії і її чисельної реалізації. Поданий якісний і кількістний 

аналіз напруженного стану біля тріщин-розрізів в оболонках.

Таким чином, дисертаційна робота в основою наукової бази для 

чисельних досліджень напруженно-деформованного стану довільних 

оболонок з тріщинами-розрізами, що і являє собою принципову новину.

Впровадження результатів. Запропонована теорія і чисельні 

результати, одержані в дисертаційній роботі по визначенню основ­

ної характеристики сінгулярного поля напружень біля вершини трі- 

щини-розрізу, розташованих в оболонці, знайшли практичне засто­

сування в датв ІПМ HAH України.

Апробація роботи. Дисертаційна робота доповідалась: в Інсти­

туті проблем міцності HAH Уіфаїни, НДІАСБ Держбуду України, НТУУ 

"КПІ", $Ізм'*-м*х*ііїч*ичг їя*т**утІ: HAH У ,: IM HAH У**аї«| у J99S/V6.
Публікації. На тему дисертації опубліковано п"ять наукових 

робіт.

Структура і об"єм праці. Дисертаційна робота складається 

із вступу, п"яти розділів, висновку, списку літератури, який має



149 примірники, додатку і списку літератури 25 примірників до 

додатку. Об"єм складає 175 сторінок машинописного тексту, у  тому 

числі 23 рисунки, 9 таблиць.

Зміст праці

Аналітичні дослідження, використовуючі описання напруженно- 

деформованного стану оболонок з тріщинами при допомозі лінійних 

диференціальних рівнянь в частинних похідних, викладені в пра­

цях Е. Фолі аса, Д.СІ, Г.Ердогана, В.В.Панасюка, В. І. Московського,

B.О.Осадчука, М.П.Саврука, С.Я.Яреми, Б.0 .Кудрявцева, Г.ПЛерепа- 

нова, М.Л.Фільштіньського таін. Ці дослідження відносяться до 

найпростіших окремих задач теорії тріщин в оболонках, використо­

вуючих складніший математичний апарат, який в багатьох випадках не 
є ефективним, а для складних задач не має можливості його засто­

сувати .

Вперше в цій роботі подан чисельний аналіз варіаційних задач 

механіки тріщин в оболонках, ураховуючий не тільки лінійні, а й 

НеЛІНІЙНІ ДВуХМІрНІ Ta ТрЬОХМІрНІ ефеКТИ. ЦІ ефеКТИ JWJOTb вплив 

на амплітуду коефіцієнта інтенсивності напружень, який повністю 

характеризує сінгулярне поле напружень біля вершини тріщини.

В реферируємій праці ілюструються метод піддатливості і метод 

віртуального росту тріщини, які запропоновані для чисельного дос­

лідження концентрації напружень біля тріщин в довільних оболонках. 

Оболонки знаходяться під дієг як поверхневих навантажень, так і 

навантажених одночасно розтягуючими і поверхневиш силами.

Для розрахунку оболонок з розрізами використовується модель

C.П.Тимошенко з геометрично нелінійній постановці; Ця модель 

застосовується при аналізі полів напружень біля Tpiщин-розрізів 

в гнучких фізично нелінійних оболонках, а також є базою при
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вилучені коефіцієнтів інтенсивності напружень для лінійних та 

нелінійних трьохмірних задач теорії тріщин в оболонках.

Запропоновані методи реалізуються чисельним шляхом за допо­

могою MCS і МГЕ. В додатку приведена матриця жорсткості, яка ви­

ведена для суперпараметричного трикутного елемента, ураховуючи 

геометричну і фізичну нелінійність ортотропного шарового матері­

алу. Ця матриця жорсткості використовується при розрахунку MCE 

як лінійних, такі нелінійних ізотропних та трансверсально-ізотроп- 

них пологих та непслогих одношарових з різною геометричною формою 

оболонок з тріщинами-розрізами.

Вперше запропоновані енергетичний підхід та методи дали 

змогу чисельно оцінити вплив трьох видів нелінійностей /геомет­

рично!, фізичної і конструктивної/ на коефіцієнт інтенсивності 

напружень для двухмірних і трьохмірних задач теорії тріщин в 

оболонках.

В першому розділі дисертаційної роботи сформульована варі­

аційна постановка крайових задач геометрично нелінійної некласич- 

ної теорії оболонок з тріщинами-розрізами. Подано вивід усіх 

співвідношень теорії оболонок, які містяться в варіаційному 

рівнянні у вигляді рівнянь Ейлера. Запропонован енергетичний 

підхід, метод піддатливості і метод віртуального росту тріщин, 

а також викладен розвиток теорій Гріффітса та Ірвіна на геомет­

рично нелінійну та лінійну некласичну теорію оболонок з тріщинами- 

розрізами.

Розглянемо довільну ортотропну пологу оболонку, вміщуючу 

вздовж лінії найменшого опору тріщину-розріз ДОВЖИНОЮ 2  L . 

Віднесемо декартову прямокутну систему координат X > У * % 
до серединної поверхні оболонки так, щоб її початок знаходився 

в центрі розрізу, а осі зі впадали з лініями перетину площин



пружної симетрії всіх шарів. Частину цієї оболонки показано 

на кал. І.
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Мал. І

Необхідні рівняння, співвідношення і крайові умови на зов­

нішнім контурі оболонки і на внутрішнім контурі, який обмежує 

поверхню тріщини-розріза, одержимо на основі &гнкціонала теоввт- 

ричк* нелінійної теорії оболонок, при б* = 0:

V = - ( ч і  O K  -
І

-  I V  V V  ̂  - Lz V  ( * у

+6¾ - ( z x n - )Afx> +



'  ( f * u * h  ^ 4 f " CT‘  ^  ^  ^  ~

-i(¥tu * 6 '^ +K'J * Kt v ) i f -  [l{u-v‘)h/t t 
I  I
*(f- *MX +  №-■£%+( f - f M w A y r -  ■
-fO\£v ■>!!£&+Qlrim* Mt *t*Mu W1̂C+ !uv-v'M*
r, r-

+(*- S- % t * №- v> %  * (<r - f)Mt* (v - VtK W i , ( 1 >

JI -д еф ін іт и в
цружкий потенціал Гріна анізотропної шарової оболонки, якиП є функ­

цією A ij - мембранних і - згинних жорсткістів; У ,

(/■• та кутів повороту нормалі до серединної поверхні оболонки 

в площинах Х 2  І УЪ І Л £ ,/^ ,  Qx } /K x  ̂ уцх^  - інтегральні 

силові фактори: сили та моменти діючі в нормальному, перерізі \-tDnUJ 

Q*? ~ ТаК0Ж Р перерізі - ccns  ̂ ; Ці. силові

фактори BHSHaqa1DTbCfl слідуючими відношеннями

_  8 -
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/Tl К
( « „ , « „ , )  = Z

Г # - Z  f («г , 0Z ^ xJ г  оі ї у
Пц-і

де -  товщина -го шару; т -  кількість шарів, (эх f 3 и ТЗ
lL u IT  CTv2 cT 1, ,  - нормальні та дотичні напруження, діючі в

ч, чл> a t,  у. г
площинах, та поперечні дотичні напруження елемента оболонки; в ро­

боті прийнято, що = та -Мд.1 € к, , £)су.
- деформації серединної поверхні оболонки в напрямку відповідних

осів; 7  , та - кути нахилу дотичних до серединної? Л * Ц,

поверхні оболонки в напрямку осів X та У , описуваних рівня- 

нянням 2  (х  , ; )€х , - змінність кривин нормальних пере­

різів в напрямку відповідних осів; зміна кривини при кру-

чінні нормалі до серединної поверхні; та попеРечн*

зсуви в площинах X ?  та ; кЛ к я - 4  - кривини поверхні
— — -, _  гЧ/,

оболонки; та m  =. І \  4 -  вектори

зовнішніх силових факторів: сил та моментів, ^  та Crt -  
орти координатної системи; кома обозначат диференціювання по від­

повідній координаті; Г  -  f~!( U  .Д е  r̂ r l  - частини

зовнішнього контуру; та ь* / , V 1Y 1V

- узагальнені зусилля та переміщення, які заданні на зовнішньому

контурі; $  - поверхня оболонки; \ J - контур тріщини-

розріза; х̂ - узагальненні зусилля та мо­

менти, діючі на поверхні розрізу;  ̂Lfif Lj/*
зміщення та кути повороту, які задані на поверхні розрізу.

В роботі використовується підхід, базуюцийся на потенціаль­

ній енергії оболонки, а тому в функціоналі енергії /X / залишаємо 

інтеграл по контуру .
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Варїруя функціонал (І) по усіх незалежних аргументах та 

ураховуючи варіаційне рівняння ~ Q , яке виражає умови ста­

ціонарності функціонала, а також групуючи коефіцієнти при одно­

йменних варіаціях, маємо

+(X f ty V /y  (ZJfjf-  <fy- )</&+

Щ - W ) K  *

- Ш л + К щ + ^ и  +  f e , x  4

?  M t y y -  Gf, + /¾ ]/^ +  M ̂ lc
; Н

-M -K 1JJ1U * (V u ^)JH Q t-ODM+(Mt-Mil'Jft +

+ (Mi l -H ’t Jctyf ] d r -  I[(U- # ( / ' ! 1 ¾ .
£



+(if-if'JJfiit+(i/~ ]d  Г -

+%-^M^-^-K-KMK. (2 5
Варіаційне рівняння (2 ) мав місце тоді і тільки тоді, коли 

коефіцієнти при варіаціях дорівнюють нулю, т.т. у якісті рівнянь 

Ейлера утримуються:

геометричні співвідношення для деформацій

^ X r  ^ , х + ^ Х ^ Х  +

£ х + 2 , f

X *  ~ К , bt  £ ~ У)  у. >2-  Млу. '  > £ *  У)  X > 

статичні рівняння рівноваги

V V ^  ~ °  ( * }

фізичні співвідношення пружності

її -

,/ W 0 ifjw. a/ JJWL ,J ^ r  ' " ч - щ *  yV ^  '
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и  „  <) "Vv* Д/ - Л/ з, 2 . ^ L .  .

л‘а Ж  ’ f i V i i t i  ' Ъ  т , ,  
л .  і \ л  / ,  _ < т

А ' а # »  ’  V j * .
для лінійних та нелінійних задач, розглянутих в цій роботі, спів­

відношення (5 ) , виходячи з пружного потенціалу сил, відомого з 

літератури, наприклад, з робіт Б.Л.Пелеха, можна одержати відно­

шення пружності, які мають вигляд

М ц - к ц  Ck+ / - Д I j  +  f

^ХЧ~ ^KIі ,

/ / *  - V u t f * . + j  ) My  - D i j X X ^ ,

1 ¾ . “  ^ s \ г ? Q y - tcX-Att  ̂ 6 ■*

де, згідно робіт С.А.Амбарцумяна

Д н  . A u  -  Ъ. Si t h K' к*і '

U j W . s M s )



- ІЗ -

Де -  товщина оболонки; коефіцієнти ,$< 7  мають
К:< * J

вигляд для к-го шару

Z?r„ Oil  g *  ~ Qb д *- ._  0x2. й *  J
P H  ~  rj~> ' / -*■*- rj-r t  PiJL ~  Гр  '  & ІС  ~  q K

K  = J r  ' Ш \
Чг-r цчи

а *  -  jL - , а ‘ - J -  а * .  A l . .  І І
м / /  - r<  uIZ ~ рк > u f l~  T t  - г< *

X > t X

0-66 ~ ~ ^ г  '  ~ ~ Т > Г  > Q U - ~ ~ 7
</***

тут £и , £% Ta , J j f i  , у Л *  - модулі пругаості першого

та другого роду; - коефіцієнт Цуассона, характеризуючий попе­

речне розтягування (стиск) у напрямку осі X  1V 11 стиску ( рсаягу) 

у напрямку осі У . Такин чином одержані фізичні співвідношення 

для одношарових і багатошарових ізотропних та трансверсально-ізо- 

тропних оболонок з тріщинами-розрізами.

Статичні граничні умови на участку зовнішнього контуру

оболонки « А  л

/ % - / / / ,  M i  , H i  ' M i ' M u -M u  ■ C 7)

Кінематичні граничні умови на участку зовнішнього контуру 

оболонки

( 8 )

Граничні умови на зовнішньому контурі оболонки з розрізом можуть 

задаватись у змішаному варіанті за допомогою C 7) та C 8).



Статичні граничні умови на участку Q  внутрішнього контуру 

оболонки, т .т. тріщині-розрізі

-  14 -

Задача теорії тріщин в оболонках з умовами ( 9 ) не має рішення. 

У зв"язку з цим, ураховуючи математично ідеалізовану модель обо­

лонки з трі щиною-розрі з ом, приблизно можна прийняти, що діюче по­

верхневе рівномірно розподільне навантаження не розташовано на 

контурі, обмежуючий розріз, а знаходиться в безпосередній б;> зкос- 

T i  від нього. Це дозволяє задовольнити основній вимозі, щоб голов­

ний вектор зусиль, діючих на поверхні розрізу, дорівнював нулю. 

Таким чином, умовиC 9 ) повинні бути однорідні

Afi-OsAZii-OyQt = OiHi-OjMli-Oj ( ю )
а цю крайову задачу можна рішити. Для вирішення цих задач можна 

використати підхід, який основанний на рішенні системи неліній­

них диференціальних рівнянь, одержанних при підстановці співвідно­

шень (3 ) в C 6) , а потім в (4 ) задовольняй граничні умови (7 ) ,

( 8  ) та умови (10). Ця замкнута система, виражена в переміщенні, 

дуже складна і на цей час замкнених як і приблизних рішень немає.

В цій роботі запропонован простий шлях для її вирішення. Для 

цього сформулюємо варіаційну постечовку крайових задач теорії.' 

оболонок, вміщуючих тріщини-розрізи.

Варіаційна постановка крайових задач теорії оболонок з трі­

щинами-розрізами полягав в слідуючом: визначити мінімальне значе­

ння функціоналу V = W - f f r p ^ ; J 4  де rL- -  вектор переміщень;

Y~ вектор кутів повороту; який виражає потенціальну енергію 

пружньої деформації, оболонки з розрізом, виходячи із умов, що 

перша варіація с/ V O по усіх незалежних аргументах, які



задовольняють умовам на контурі оболонки (7), (8 ) та граничним 

умовам на поверхні розрізу / X / 4= Zr при ( 10). Так як

зона збурення мала в порівнянні з областю, яку займає оболонка, 

то необхідно забезпечити виконання умов на "нескінченності"

г і Ц , - = ^ г О ,  ( П )

^ I f - = T T T 0 ' VIj ,

де ^ - n/ xA T ^ * 7 - відстань від вершини розріза.

Існуючі підходи до розв"язання крайових задач теорії трі­

щин в оболонках дають змогу рішати ці задачі в два етапи: перший - 

обчислюються значення крайових умов, діючих на поверхні тріщини; 

другий - опрвділається поле локальних напружень біля тріщини.

На першому етапі вирішується задача обмеженної оболонки без тріщини, 

а на другому - для нескінченної області з тріщиною.

Новий підхід, який запропонований у цій роботі не потребує 

двох етапів, а достатньо одного етапу, що являється суттєвою пере­

вагою у виборі підходів. Однією з переваг нового підходу в порів- 

ненні з існуючим є те, що новий підхід базується на варіаційних 

методах, а їх переваги загальновідомі.

Самим плодотворним підходом з точки зору механіки руйнування 

оболонок з тріщинами-розрізами є такий підхід, який використовує 

коефіцієнт інтенсивності напружень. Для його обчислення в цій ро-
А

боті запропоновані і розроблені енергетичні методи - метод піддат­

ливості і метод віртуального росту тріщини.

SfeTOfl піддатливості. Як для лінійних, так і для геометрично 

нелінійних задач теорії тріщин в оболонках, потенціальну енергію, 

опреділяємо згідно теореми Клапейрона

-  15 -
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V - T   ̂+ ̂  P 1 1  K*h/z)> (I2)
^ • I

де r і / Й.' (l~j2J-  нормальні головні кривини. При цьому 

повинні задовольнятись граничні умови на контурі оболонки ( 7), (8 ) 

і на поверхні розріза І  ІС? .

Інтенсивність звільнення пружньої енергії обчислюється згідно 

концепції І̂ ріффітса

(г  ) V / З і  ( ІЗ )

і тим самим задовольняються умови С II і Для визначення коефіцієнта 

K j  при нормальному відриві одержимо залежність інтенсивності (т̂  
від коефіцієнта Kjr • Для цього приймемо гіпотезу: поверхневий 

шар останнього шару багатошарової оболонки в області вершини трі- 

щини-розрізу локально на розтягнутій стороні веде себе аналогічно 

пластині, яка знаходиться у стані рівномірного розтягу. На основі 

цієї гіпотезі та допущення, що тріщина ро^ивається ко/іцеб£но своєї 

площини, яка лежить в площині пружньої симетрії, подамо два варі­

анти вивіду для лінійних задач.

Перший варіант. Виходячи з того, що розріз, збільшуючи свою 

поверхню на одиницю площі, виділяє потік енергії, одержуючий, у 

результаті роботи сил GL cbf. на переміщеннях ф* , маємо
. h/z J а

G i - z f r v i r ]  [ + - S v t f c L x  і г  ( и )
< ■* 0 -*/і о ^  ®

де (x-j- - інтенсивність вивільненої енергії при нормальному від­

риві; J1 -  величина просування розрізу;G ^ , нормальне напру­

ження та переміщення у напрямку осі У  в шарі з координатою 

Асимптотичне значення для симетричного поля напружень при 

9 - 0  та переміщень при 6 -TT ( j )  -  Sj ~ X )
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де коефіцієнти ( C1J -  ■{'$'&) підраховуються згідно робіт

C. А. Амбаріїумяна.

•Після підстановки ( 15) у (І 4 )т а  інтегрування, одержуємо 

залежність між (jj. та K j  при h -  і.

Другий варіант. Ураховуючи гіпотезу та црицущення, що тріщина 

росте при сталому напруженні , стрибок зміщення 2̂ ~ на трі­

щині дає шуканий потік енергії інтенсивності O1 , ""ідно сліду­

ючій залежності:

<” >

- значення стрибка; h Si ( ї~0 )~  корні Oiпладратного рів­

няння для ортотропного шарового матеріалу.

Підставляя значенні стрибка в C 17 ) , інтигруюЧИяо X т* і? *
потім продиферзнціювавши по L  , а також ураховуючи, що Kj-EjWff/

» у . V ^
та /7 - 1 1 маємо залежність 16 Я

Якщо в (16 ) підставити пружні сталі, які характеризують транс- 

версально-ізотропні чи ізотропні шари то одержимо слідуючу залеж­

ність

K i - G 1 E ,  ( ї в )

/  к
де £ — "ТГ /Е E hK - модуль пружності пакета.

Таким чином, метод піддатливості визначається слідуючими 

’У»риулами( 12), (І3)та ( 16) чи( 18.) .
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Мзтод віртуального poo-ту тріщини. Відміна розглядаючого 

методу від методу піддатливості полягає в тому, що приріст потенці­

альної енергії оболонки з тріщиною-рсзрізом одержуємо, згідно

яку мохна визначити не розглядаючи збільшення довжини розрізу на 

одну чи декілька вічків сітки, а за рахунок зміни координати вер­

шини тріщини усередину вічка задавати її поширених. У результаті 

цієї операції зміняться жорсткість елементів, які прилягають без­

посередньо до вершини розріза, ураховуючи це, шляхом виключення 

вирішуються лінійні та нелінійні системи рівнянь. Ця особливість 

дозволяє обчислити за одне рішення зміну енергії, згідно (і9)- 

Формули (12), (16) та (18) залишаються без змін.

Можливість застосувати ^16) та (18) до рішення геометрично 

нелінійних задач теорії оболонок з тріщинами-розрізами базується 

на теоремі, яка приведена у роботах Н.Ф.Морозова, в якої можна 

зробити висновок, що головна частина асимптотики енергетичного 

рішення біля вершини розрізу визначається його лінійною частиною.

Розвиток теореми Клапейрона розуміється в значенні розширення 

області її використання, т.я. вона вперше застосовується до розра­

хунку розглядаючого класу задач, а також її чисельна реалізація.

По теоремі Клелейрона визначається загальна потенціальна 

енергія анізотропної багатошарової оболонки з тріщинов-розрізом

Дв - потенціальна енергія оболонки без розрізу; 'Vt - потен­

ціальна енергія оболонки, яка обумовлена наявністю розрізу.

різниці

V M  = Ш * і Ь ) - V ( L )

V=Y+ Vt
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Розвиток теорії Гріффітса на геометрично нелінійні задачі 

теорії тріщин в оболонках викладається на основі узагальнених 

сил Qij  та переміщень Cj, I j  .

Припустимо, що на якусь оболонку з розрізом діє сила Q': ,
л//, /

яка визивае відповідне переміщення ^  I j  . Хай Q'j >  Q'j тоді 

при фіксованих узагальнених переміщеннях ^,,у-Шті в оболонці з 

напівдовжиною розрізу L + d L  енергія пружньої деформації 

Ж - Щ  Glj fylj оІ£ +  Pz буде меншою ніж в

оболонці З НВЛІ ВДОВЖИНОЮ розрізе h (J)Q I j  ^ljdg+/?,
це приводить до зменшення енергії пружньої деформації

4 W = - -J- Ж  Qij -  Qlj )  f i j  СІ$ +а Г ,  ( 20 )
S

де Д Г  - збільшення поверхневої енергії розріза.

При постійному навантаженні Olj -  Qlj -Q i j  збільшення напів- 

довжини розріза на dh  веде до зростання енергії пружньої де­

формації від  ̂ j- JJlPlj' f ljdg+Pi Д ° І А ( ^ Я  @ij f-lj t y *  Ч 
при Q Ij >  . При цьому узагальнене навантаження зверщуе роботу

A a  Q Ij  ( f y "  ^ результаті відбувається зменшення

потенціальної енергії оболонки з тріщиною на величину

A V - A W - А  + а Г  -

Покажемо, що при J L -*  о величини зменшення енергії пружньої 

деформації та потенціальної енергії ідентичні. Дйя цього предста­

вимо Qlj -Q l j -J 1HljTa (Llj -  JCĵ j тоді (20) та (21) мають

вигляд

A \ J - -  T S J f*'j + & Г  , ( 22 )

Л V - '  І  M I j  J ' f l j  H  + А Г  . ( 23)

І



У зв"язку з тим, що матеріал підлеглий закону іука, можна 

виразити узагальнені переміщення та узагальнені сили, як взаемо- 

однозначні функції

f t ;  - C Q i j  , Q l j z Z V S  ’ J
де C -  податливість оболонки з розрізом. Для L та L 4Ли при

cLL —*  0 податливість однакова. Тоді J ^ i j -C c fQ l j *  а 

та ^2і) приймають вигляд

& W - -  I J C  Oij dg ( 23 )
і V  - - {  я Qij с IQvi I s  * 1 Г ,  ( 24)

що й потрібно було довести.

На основі( 23) таC 24) можемо сформулювати положення для 

оболонок з тріщиною-розрізом: у результаті збільшення тріщини 

на нескінчену малу величину в умовах фіксованної деформації оболо­

нки з тріщиною-розрізом зменшення запасенної енергії пружньої 

деформації ідентично зменшенню потенціальної енергії при сталому 

навантаженні. На основі цього положення в функціоналі ( 2 ) вибрані 

умови на розрізі в зусиллях.

Залежність для інтенсивності одержимо виходячи з потен­

ціальної енергії оболонки з розрізом

A А Г - -  д- Qlj f y j +Qr і  І  ,  ( 25 )

де /3 P z  )Cr(L%, - [ Q -  <• cLL^ (x d L  } оі& і -  приріст поверхні 

тріщини-розріза.

Продиференціювавши (25 ) по L , а потім використовуючи умови 

критичного стану ~\Ĵ  -  0  , одержимо

(т ~ ( z  Q ij f l j  ) ,  і  ,  ( 2 6 )

-  20 -
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якщо обозначите у (26) , згідно теореми Клапейрона, вираження в 

дужках, через , матимемо вираз (ІЗ ). Ураховуючи, що величини, 

які входять в (12), являються функціями не тільки координат, а й 

довжини розрізу tj. -C l̂ ( / ,)  , ' t - 'Z i  (L)
можна представити інтенсивність G у слідуючому вигляді

& j i t  127 

який представляє модифікацію концепції ї̂ ріффітса для оболонок з 

тріщинами.

Виразимо інтегральну інтенсивність G-Gj- + Gfi+Gt-~ , де

Q - -  інтенсивність вивільненої енергії при нормальному відриві,

- теж саме при поперечному зсуві; Gr?, -  те* саме при цро- 
І» Lli

дольному зсуві, через коефіцієнти K j  » IKjj- та Ku, • ЯК границя 

до ягої наближається робота, яка здійснюється локальними напру­

женнями діючими в поверхневому шарі оболонки у вершини розріза в 

окремих напрямках і̂ мае̂  слідуючу залежність

G - Z jf y - j r f  <2 8 )

Асимптотичні значення напружень у вершини нерухомої тріщини 

одержимо при , та переміщень при Є- j r  ( j  =Jv - X j

v*4*<wMbT* xjJttT-с и> 
^  л T -
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Підставляя (15 )та (29 )в (28) після інтегрування, маемо при

т'/zr

( зо )

( ЗІ >

Для трансверсально-ізотропного матеріалу

G- - ( К х  + К ъ ) / £  + K ъ / l z ( U A srT zJ

та ізотропного матеріалу

^  G £ - K i + ,  ( 3 2 )

Де *" - коефіцієнт Цуассона для всього пакету.

Якщо прирівняти праву частину ( 32 ) квадрату деякої величини 

та інтерпретувати її як сумарний середньоквадратичний коефіці­

єнт інтенсивності напружень, який характеризує інтенсивність 

напружень у вершині розрізу при накладанні трьох видів деформацій

к  ~ К"р •+ Кц + ( * +  9) К \ ] і j  ( з з )

а інтенсивність енергії, ураховуючи (32), має вигляд

O - - K i Z s  ■ ( з 4 >

Залежність (34) справедлива для довільно оріентованних роз­

різів, розташованних в будь-яких оболонках, зібранних із ізотроп­

них шарів чи одношарових.

Таким чином, розрахункова модель гнучкої анізотропної шарової 

оболонки, вміщуючої тріщини-розрізи, побудована. Методи, запро­

поновані для її рішення, є простими з математичної точки зору та 

загальними з точки зору механіки тріщин.



Розв"язування лінійних та геометрично нелінійних 

задач теорії оболонок з тріщинами-розрізами

• У другій главі приведено чисельне дослідження лінійних, 

лінійних та конструктивно нелінійних, геометрично нелінійних, 

геометрично та конструктивно нелінійних одношарових ізотропних, 

трансверсально-ізотропних та ортотропних оболонок з тріщинами, 

розташованими в центрі, з боку та коя^Црно з обох сторін. На 

оболонку з тріщинами-розрізами діє поверхневе поперечне наванта­

ження та одночасово поперечне навантаження та розтягувальні сили. 

Значення коефіцієнтів K підраховувались методом піддатливості та 

методом віртуального росту тріщини на базі MCE у формі переміщень.

Усі розрахунки представлені в вигляді графіків та таблиць. 

Аналіз графіків, побудованних за допомогою енергетичних методів, 

показує, що відносна погрішність не перебільщуе 5-6 %. Наприклад, 

у роботі приведен розрахунок коефіцієнтів K j  при гдгезійному 

руйнуванні оболонки з тріщинами. Матеріал оболонки з тріщинами- 

розрізами, виконаний із різномодульних матеріалів Ei та .

На мал. 2 представлені графіки, які показують залежність коефіці­

єнтів K j  в і д  напіВДОВЖ/ІНИ тріщини.

Відносна погрішність між відповідними графіками для усіх 

випадків'розташування тріщини не перебільщуе 6 %. На мал. 2 

штрихованими кривинами показані графіки, які виражають рішення 

одержане на основі геометрично нелінійної теорії. Для першого 

випадку розташування тріщини у гнучкій оболонці проведен чисель­

ний експеримент, який дозволив виявити вплив коні акта берегів 

тріщини на коефіцієнт K1 - Штрихованою кривиною показаний графік, 

побудований при не контактуючих берегах розріза. ПНрих-пунктир­

ними кривинами зображені графіки одержані при нульовому розхилі 

тріщини, т.т. C - O .  Відносна погрішність між відповідними
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графіками не більше 4 %. З аналізу цих графіків р9биться висно­

вок, що контакт берегів практично не мав впливу на значення ко­

ефіцієнту K j . із аналізу графіків, псбудованних для трансверса- 

льно-ізотропних оболонок з тріщинами, робиться висновок, що транс- 

версальність по товщині оболонки мав суттєвий вплив на значення 

Kj. і з  аналізу таблиць, в яких представлен розрахунок для орто- 

тропних оболонок з тріщинами, можна зробити висновок, що ступінь 

ортотропії не мав впливу на коефіцієнт Kj.
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Мал. 2

В р«Зеті прийнята розрахункова модель р е з р іза :  ширина дорівшк ма­

тематичному нула, береги паралельні до гра те ці уточнення форми їх 

вврш:н, маючих хлинвзкдку форму, кікиезї з*нк верзли не уточнюють­

ся І прк т в о р ч о м у  розрахунку апрекеиміруатьея аузлачя .
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У третій главі ароблен аналіз напруженного стану біля трі- 

щин-розрізів, які знаходяться в багатошарових оболонках. Розгля­

дались чотирьохшарові та п"ятишарові жорсткі та гнучкі оболонки 

з трьома випадками розташування розріза. Матеріал шарів ізотроп­

ний, трансверсально-ізотропний та ортотропний.

Розглядалась чотирьохшарова циліндрична панель з трітинами- 

розрізами при одночасній дії розтягувальних та згинаючих наван­

таженнях.

Із аналізу графіків, приведенних на мал. З, можна зробити 

висновок, що трансверсальність по товщині оболонки суттєво впливає 

на коефіцієнт K 1J . Штриховою показано рішення, одержане на основі 

геометрично нелінійної теорії. Відносна погрішність між значеннями 

відповідних графіків, як для лінійної, так і для нелінійної теорій 

не перебільшує 6 %. При аналізі значень таблиць, які відображають 

розрахунок шарових оболонок з тріщинами-розрізами, виявлено, що

ступінь ортотропії E111Е* не впливає на коефіціет Kj.

Мал. З



На мал. З представлені графіки, які показують зміну залеж­

ності коефіцієнта Kr від параметра Вj JLt' » Д® J 4'~ харак­

теризує трансверсальність по товщині оболонки, при А / /  .
Розрахунок гнучких фізично нелінійних анізотропних 

одношарових та багатошарових оболонок з тріщинами- 

розрізами

В четвертій главі розглядаються дуже нелінійні варіаційні 

задачі статики, уточненної моделі типу Тимошенко,ортотропних, 

трансверсально-ізотропних та ізотропних одношарових та багатоша­

рових оболонок з тріщинами-розрізами. Розглядаються три типи 

нелінійності: геометрична, фізична та конструктивна.

У роботі для розв"язування задач нелінійної теорії оболонок 

з тріщинами-розрізами використовуються умови пластичного стану 

Miseca та теорія енергетичного упрочнения Xiла, які дозволяють 

розраховувати матеріал з ізотропним } лінійним упрочнениям. 

Недружня поведінка матеріалу описується співвідношеннями моделі 

для нелінійно-пружнього тіла. Співвідношення між інтенсивностями 

напружень та деформацій представляється у вигляді кубічної 

спайй-функції, яка використовується для визначення дотичних та 

січних модулів пружності.

Зміна у формулах енергетичних методів відбувається тільки 

при обчисленні потенціальної енергії

V- ffj Id i
Дв У  - потенціальна енергія нелінійної оболонки з тріщиною-роз- 

різом, яка представляв собою площу обмеженною діаграмою наван­

таження - переміщення; j ' ( ^ )  -  їункція, яка описує криву наван­

таження - пзреміщення; tZ -  вектор переміщень точок серединної 

поверхні оболонки.
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Теорії Гріффітса та Ірв!на розвинені на дуже нелінійні за­

дачі теорії оболонок з тріщинами. Приведен доказ, що ці теорії 

цілком можливо застосовувати для розрахунку оболонок з тріщинами, 

в геометрично та фізично нелінійній постановці. Так, наприклад, 

для виведення аналітичної залежності між Qt  та K 1 приймається 

гіпотеза: пластичні деформації, які з"явллються у*поверхневому 

шарі останнього шару оболонки в області вершини тріщини локально 

на розтягнутій стороні відносяться до випадку маломасштабного 

пластичного течіння, локалізовані у вузькій сцузі вздовж лінії 

розвитку тріщини, маючої нульову товщину та рахуючою лінією роз­

риву пружніх переміщень, цри цьому розглядаючий шар оболонки біля 

тріщини веде себе аналогічно пластині, Яка знаходиться у стані 

рівномірного розтягу; тоді значення пружніх переміщень визначаємо 

із розв'язування лінійної задачі теорії пружності. Використовуючи 

другий варіант виводу залежності між Qj. та для лінійної задачі 

одержимо це співвідношення і для розглядаючого випадку.

У роботі розв"язані задачі механіки тріщин в оболонках у 

таких постановках: фізично та конструктивно нелінійної для одно­

шарової ізотропної двоякої кривини пологої оболонки з тріщиною в 

центрі, геометрично та фізично нелінійної ізотропної, трансвер- 

сально-ізотропної та ортотропної. На мал. 4 цриведені графіки, 

які ілюструють залежність між коефіцієнтом Kj та I, jd  » також 

K1 та

Із аналізу графіків можна зробити висновок, що трансверсаль- 

ність по товщині суттєво впливає на коефіцієнт K- • Із аналізу 

даних таблиць, які представляють розрахунок ортотропних оболонок 

з тріщинами, можна сказати, що ступінь о р т о т р о п і ї н е  впливає 

на коефіцієнт K j  .
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Мал. 4 ZO 4о £/jU'
При розрахунку геометрично та фізично, геометрично, фізично 

та конструктивно нелінійних трьохшарової ізотропної, трансверса- 

льно-ізотропної та ортотропної оболонки э трьома випадками розта­

шування тріщини встановлено, цо фізична нелінійність впливає 

більше на коефіцієнт Kі , нік геометрична, а тому при розрахунках 

впершу чергу треба ураховувати фізичну нелінійність, а потім 

вже геометричну. Конструктивна нелінійність црактично не впливає 

на коефіцієнт K j . Трансверсальність суттєво впливав на коефі­

цієнт K-J- . Ортотропія £х І В не впливав на коефіцієт K j
Розв'язування трьохмірних задач теорії тріщини 

в оболонках

Для розв*язування трьохмірних задач теорії тріщин в оболон­

ках енергетичними методами, такоя як і для двохмірних, основними
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труднощами е обчислення вектора переміщень'точок серединної повер­

хні оболонки. Для їх опреділення запропонован слідуючий спосіб. 

Оболбнка, вміщуюча тріщину-ровріз дискретизується трикутними 

скінченними елементами. У вузлах MGK опреділяються переміщення

прямокутної форми границя необхідної області біля тріщини-розріза, 

маюча вузли s відомими граничними параметрами і за допомогою МГЕ 

уточнюються переміщення у внутрішніх вузлах виділенної області. 

Подальші обчислення, які зв"язані з опреділенням параметрів Cr̂  
та ftj. , аналогічні двухмірному випадку.

У МГЕ, вираженого в прямій формі, використовується слідуюче 

основне інтегральне рівняння:

z tf ii*  S J ij ft, f j z t  ( f ) d t .  r i fe . - jd rW f j fa
де В  (Al - вектор переміщень в довільній точці області біля 

тріщини-розріза, (j"J  та M D  -  значення переміщень та напру­

жень на границі області. A,'J g) та ( t , f )  ~ *ДРа рівнянь

які обчислюються за формулами, приведенними в роботі Ріццо та Круза; 

-  поверхня виділенної області.

Цей "спосіб застосовується для розв'язування лінійних та 

нелінійних задач теорії тріщин в оболонках.

Для фізично нелінійних трьохмірних задач теорії тріщин в 

оболонках вивід залежності між інтенсивності) та /(_ базу­

ється на гіпотезі: пластичні деформації, які з'являються в поверх­

невому шарі оболонки в області вершини тріщини локально на роз­

тягнутій стороні відносяться до випадку маломасштабного пластичного 

течіння, т.т. довжина ліній сковзання мала в порівнянні з 

характерним розміром тіла чи довжиною тріщини, локалізовані в

та напруження; напруження а деформації -

для ізотропного матеріалу. Потім опреділяеться
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вузькій смузі вздовж лінії розвитку тріщини, яка мав нульову тов-г 

щину та рахується лінією розриву цружніх зміщень, при цьоку роз­

глядаючий шар оболонки біля тріщини веде себе аналогічно пластині, 

яка знаходиться у стані рівномірного розтягу; тоді прухні зміщення 

опрйділяєа із розв'язування лінійної задачі теорії пружності для 

випадку плоскої деформації.

В роботі проведен розрахунок по лінійній та геометрично не­

лінійній теорії нелінійчатої анізотропної оболонки з трьома ви­

падками розташування розріза при дії поперечних сил та розтягува- 

льного навантаження.

На мал. 5 приведені графіки, які показують розрахукок по 

геометрично нелінійній теорії залежності K1 в і д  Ljd та K1 в ід  

E /ju ' . Для порівняння приведені графіки по двухмірній теорії 

/штрихові лінії/. Відносна погрішність між відповідними графіками 

при різній густоті сітки для усіх випадків розташування тріщини 

не більше 5 %, а між двохмірною та трьохмірною теоріями біля 6 %.

Мал. 5



Із аналізу графіків видно, що трансверсальність по товщині 

оболонки суттєво впливає на коефіцієнт K j. Ступінь ортотропії 

не впливав на K j  •
> роботі проведен розрахунок по лінійній та нелінійній 

теорії тріщин з урахуванням взаємодії поверхонь та впливу вільної 

поверхні на значення коефіцієнтів Xj-. Із аналізу графіків роби­

ться висновок, що взаємодія поверхонь драктичш н* впливає на 

/(г , а вільна поверхня впливає до певної ширини розкриття 

тріщини. Показано вплив трансверсальності. Ортотропія не впливав

на коефіцієнт Ky. Впври» розв"язана задача кантактнвї теорії трі­

щин в ебвлвнках.

Висновок

В дисертації відображені результати роботи, яка направлена 

на утворення нового наукового напрямку в області аналітичної ме­

ханіки руйнування оболонок з тріщинами-розрізами. Розроблена та 

обгрунтована енергетична теорія, яка вміщує теоретичні методи 

розрахунку, реалізовані чисельним шляхом за допомогою ЮМ, некла- 

сичної механіки лінійних та нелінійних моделей анізотпропних одно­

шарових та багатошарових пологих та непологих оболонок вміщуючих 

двухмірні та трьохмірні тріщини-розрізи.

Основні результати роботи:

1. Вперше збудована уточнена нелінійна теорія пологих ані­

зотропних шарових оболонок, вміщуючих тріщини-розрізи.

2. Вперше сформульована варіаційна постановка крайових задач 

теорії оболонок, вміщуючих тріщини-розрізи.

3. Вперше запропонований та розроблений енергетичний підхід 

до розв'язування задач розрахунку оболонок, вміщуючих тріщини- 

розрізи.
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4. Вперше запропоновані та розроблені енергетичні методи: 

метод піддатливості та метод віртуального росту тріщини для 

обчислення коефіцієнтів інтенсивності напружень довільних оболо­

нок з тріщинами-розрізами.

5. Розвинені: теорема Клапейрона, теорії Гріф$ітса та 

Ірвіна на лінійні та нелінійні моделі оболонокз тріщинами- 

розрізами.

6. Вперше запропоновані аналітичні та розрахунок моделі 

розріза-тріщини для розв"язання задач механіки тріщин в 

оболонках.

7. Запропонован MCE до розв"язку лін’ Яних та нелінійних 

задач статики анізотропних шарових оболонок, вміщуючих тріщини- 

розрі зи.

8. Запропонован та розроблен спосіб, який базується на 

комбінації MCE та МГЕ, для розв'язування просторових задач 

лінійної та нелінійної теорії тріщин в оболонках.

9. Розв"язані нові задачі теорії тріщин в оболонках.

Розроблена енергетична теорія та методи розрахунку в науко­

вою базою для чисельно-аналітичного дослідження напруженно-де- 

формованного стану як оболонок з тріщинами у цілому, так і 

збуренних локальних полів біля тріщини,які характеризуються 

параметрами руйнування.

Чисельні експерименти показали, що енергетичний підхід 

дозволив формули, які раніше використовувались для визначення 

параметрів руйнування, маючих "нескінченні" розміри у плані, 

застосувати до оболонок,які мають скінчені розміри. -

У роботі показано, що енергетичні методи можна застосовувати 

до розрахунку коефіцієнтів інтенсивності напружень при контакту-
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счиX і не контактуючих берегах тріщини. Із оцінки впливу кон­

такта, виникаючого в зоні стиску, поверхонь тріщиш*, а також їх 

вільної поверхні на коефіцієнти інтенсивності напружень у двох- 

мірних та трьохмірних теоріях оболонок, зроблений вивід, що кон­

такт поверхонь тріщини практично не впливає на їх величину, а 

вільна поверхня впливає до певної ширини її розкриття.

Чисельно визначено, що на коефіцієнт інтенсивності напружень 

суттєво впливають: кривина оболонки, трансверсальність матері­

але по товщині оболонки, нелінійності різних видів, а також 

розмірність теорії.

ЧисбЛїио показано, що ступінь ортотропії ке впливає на 

коефіцієнт інтенсивності напружень, як в лінійній так і неліній­

ній постановках двухмірних та трьохмірних задачах теорії тріщин 

в оболонках.

Достовірність чисельних результатів підтверджена шляхом 

порівняння їх з даними експерименту,де це можливо, аналітичних 

методів, а також шляхом згущення сітки елементів.

Аналіз приведенних рішень ілюструє надійність та ефектив­

ність запропонованної енергетичної теорії; та чисельних методів 

її реалізації до розв'язування різних задач лінійної та неліній­

ної теорії оболонок з тріщинами-розрізами.
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Energetic theory and calculation of shells with cracks - 

сиуз baaed on non classical Timoshenko type theory is 

offered and realized. Methods of compliance and virtual 

growth of cracks are developed for a calculation of the 

stress intensity factor as a fundamental characteristic 

of local stress field  at crack tips. Thesl methods are 

realized by means of the finltt element and finite d if ­

ference methods. On the basis an energetic approach the 

linear and nonlinear three - dimensional poroblems of 

the nonclassical Timoshenko type theory of spells with 

cracks - cuts accounting surface interactions are reso­

lved. The evaluation of an influence of contact areas 

and free. Surfaces on the stress intensity factor is 

siven. The used approach is  realized by a numerical 

technigne based on the finite  element and boundary element 

methods.

Аннотация. Юрков B.H. Энергетическая теория и методи чис­

ленного решения краевых задач механики трещин в оболочках.?у- 
кепнсь.
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Защищается предложенная и реализованная энергетическая 

теория и расчет оболочек с трещинами-разрезами по некласси­

ческой теории типа Тимошенко. Ддя определения коэффициента
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интенсивности напряжений,- который является основной характе­

ристикой локального поля напряжений у вершини трещинн, предло- 

жени и разработаны метод податливости и метод виртуального роста 

третини. Эти методы реализовали при помощи метода конечних 

элементов в варианте перемещений и конечних разностей.

На основании энергетического подхода решены линейные и 

нелинейные трьохмерние задачи теории оболочек с трещинами-разре­

зами, учитывающие взаимодействие поверхностей. Оценено влияние 

площади контакта и свободной поверхности на коэффициент интен­

сивности напряжений. Этот подход реализовано численным путем 

при помощи предложенного приема, которкй основан на сочетании 

метода конечных элементов и метода граничних влементов.
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