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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ 

Актуальність теми. Математичний опис багатьох задач природознав­

ства зводиться до крайових задач з імпульсним збуренням у фіксовані 

моменти часу, проте до цього часу суттєво використовувалась невирод- 

женість імпульсного лгшшу С М.М.Крилов, М.М.Боголюбов, А.Халанай, 

Д.Векслер, А.М.Самойленко, М.О.Перестюк, О.А.БойЧук1 1.

Нами розглядається маловивчений випадок виродженого імпульсного 

збурення, для якого раніш були знайдені тільки умови Існування роз­

в’язків Р.Конті, С.ШвабІк.2

Мета дисертаційної роботи - знаходження необхідних І достатніх 

умов !совання розв’язків лінійних I слабонелінійних систем звичайних 

диференціальних тЧвнянь, які задовольняють крайові умови,що задані 
лінійним або слабонелінійним векторним функціоналом І в фіксовані мо­

менти часу мають виродкене імпульсне збурення, причому порядок дифе­

ренціальної системи І кіль ість крайових умов в загальному випадку не 

співпадають.

Загальні методи вивчення. Б дисертаційній роботі використані ефе­

ктивні методи теорії збурень - метод малого параметра Ляпунова-Пуанка­

ре, розвинений в роботах І.Г.Малкіна і Ю.О.Рябова. асимптотичні метоли 

нелінійної механіки, розроблені в працях М.М.Крилова, М.М.Боголюбова, 

Ю.О.Митропольського та А.М.Самойленка,апарат уззгэльнено-обернеких мат 

риць t проекторів Е.Мура І Р.Пенроуза, а також конструкції узагальне­

них операторів Гріна крайових задач з імпульсним впливом 

‘ Самойленко А.М., Перестюк Н.А. Дифференциальные уравнения с им­

пульсным воздействием.- Киев : Виша шк., 1987.* ZSf? с.

1 SchwablkS. Differential Equations with Interface Condi ticris//

Casopls pro pestovani matemstIky.-1980.-roe. 106.-p. 391-408



- г -

А.М.Самойленка, М.О.Перестюка I О.А.Бойчука.
Наукова новизна результатів дисертаційної робота полягає в тому, що

- вперше показано, що основні результата теорії крайових задач з Ім­

пульсною дією справджуються з відповідними уточненнями та доповнення­

ми І у випадку виродкеного Імпульсного впливу;

- побудовано нормальну фундаментальну матрицю лінійної однорідної ди­

ференціальної системи з виродженим імпульсним впливом 1 доведено її 

Існування та єдиність;

- побудовані нові конструкції узагальнених операторів Гріна задачі 

Коші ,та загальної лінійної неопорідної крайової задачі, а також знай­

дені необхідні й достатні умови їх існування;

- запропоновані збіжні Ітераційні алгоритми побудови розв'язків сла- 

бонелінійниі крайових задач з виродженим Імпульсним збуренням.

Теоретична I практична цінність. Робота носить теоретичний харак-

1 р, узагальнює 1 поглиблює раніш відомі результати для крайових за­

дач з імпульснш збуренням. Практична цінність роботи обумовлена тим, 

що питання існування та побудови розв’язків крайових задач з Імпульс­

ним збуренням займають важливе місце в якісній теорії диференціальних 

рівнянь, а також широким застосуванням в теорії коливань, в механіці 

та фізиці високих енергій.

Апробація роботи. Результати роботи доповідались на 

Конференції "Фрзктзльний аналіз в математиці, біології 1 медицині"

( Слов'янськ, квітень І991 );

- И  науково-технічному семінарі * Моделювання I дослідження стій­

кості фізичних процесів " ( Київ, травень І991 );

- Конференції " Моделовання.I дослідження стійкості процесів "

( KfvB, травень 199?. );( Київ-, травень 1994 );( Київ, травень 1995 );
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- семінарі академіка HAH України А.М.Самойленка < Інститут матема­

тики, Київ, січень 1996 ). ,

Структура І об’єм роботи. Дисертація, об’єм якої 10Т сторінок маши­

нопису, складається з вступу, трьох розділів І списку літератури. Біб 

ліографія налічує 107 найменувань. По темі дисертації опубліковано 7 

робот M  - 7 1. З публікацій,виконаних у співавторстві, в авторефе­

рат 1 дисертацію включені результати, отримані автором самостійно.

ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ,

В першому розділі розглядається задача про знаходження умов іс­

нування розв'язків критичної лінійної крайової задачі

d z / d t  = A ( t ) z  + I ( t ) ,  t е I a, b I, t / г, ( 1 )

I Z < • ) = C., ( Z )

з виродаеним ( rank ( In + Si ) с n ) Імпульсним впливом

H ( T i ) = S i Z l r  - O l t a i, і = 1..... р . ( 3 >

де I ( t ) - неперервна ( або кусково - неперервна, з розривами 

першого роду ) п - вимірна вектор-функція, а., с - сталі вектор - 

стовпці: а,, с в R n, с - л і н і й н и й обмежений векторний функціонал:

t: C1 I  t  a ,  b  I  S  {  T 1 ) ж І  .»  (Rm .

Як відомо, нормальна ( X ( a ) = In ) фундаментальна матриця однорід­

ної системи (1 ), ( 3 > стає виродаеною за умови виродаення хоча б 

однієї з ’"этриць In+ Si, 1 = 1, ... , р, ЩО унеможливлює використан­

ня раніш відомих конструкцій оператора Гріна задачі (1 ) - (3 ).

Умову існування I конструкцію розв’язків задачі Коші для однорідної 

системи ( 1 ), < 3 ) визначає Hacfyma лема.

Л E M А 1.1. Розв'язок задачі Kotnl Z ( а > = с для однорідної
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( f ( t ) = 0, а.= О ) системи (1 ),( 3 ) s виродаеним р, = rank 

< In + S. ) о  Імпульсним впливим бдиний; його можна подати у ви­

гляді z ( t, с ) = X ( t ) с за допомогою нормальної фундаменталь­
ної матриці однорідної системи < 1 ),( 3 ):

\ (  t ), t« I a, Ttt, Yo = іп>

Хо( t ) Yt, I = 2..... P - U t s l t l, Tw J,

K < t ) = Y1- Хо‘< Ti) ( Ip + Si) Х„< T1 ) Yt l, ( 4 )

Xp < -t ) - X0 ( t ) Yp ,

t «  I T , В), 
р

Умову Існування 1 конструкцію розв’язків задачі Коші неоднорідної 

системи <1 ), ( 3 ) визначав наступна лема.

Л E M А 1.2. Розв'язок задачі Коші z ( а ) = с для неоднорідної 

системи (1 ), ( 3 ) з  виродженим імпульсним впливом єдиний; його

можна подати у вигляді z ( t, с j = X < t ) с + К ‘ I I; а ] ( t ),

tip Jf ( t > - нормальна фундаментальна матриця ( 4 ) системи ( I ), 

( З ), К [ f; .t J { t ) - узагальнений оператор Гріна [ 8 3 задачі 

Коші для системи < 1 )* < 3 ): ,

і
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t
Xo< 1 ) S xO < s > Ї < 3 ) Cl 8 .  t « f a. rt[,

К < и  а ) = KiI1I; а. ] ( t ). t « I T1, Titt C1

KpC f; ар ) ( t ), t £ С тр, ь '),

:: t
де К С 1; а ] < t ) = X < t ) г  + X ( t ) Г Х"‘ < S ) f  ( S ) -а а,V . V о ь о « о

't = C < \ > { < V  S > Xo (Ti ) ? t.1+ S 1 Xo(Ti)J X0*<s) 1 ( 3 ) dfl + aj.

Умову Існування І конструкцію оператора Гріна крайової задачі 

( 1 ) - ( 3 ) в критичному випадку, коли її однорідна частина має не­

тривіальні розв'язки, визнавав

T E 0 P E M А 1. Критич з ( rank Q = I i 1 < п ) крайова задача ( 1 )

- ( 3 ) розв'язна тоді я тільки тоді, коли

узагальнений оператор Гріна крайової задачі (1 ) - ( 3 ) з виродже­

ним імпульсним впливом, Q = t X ( • ) - стала ® * п - матриця, Q+- 

п * ш - вимірна матриця, псевдообернена до Q за Муром-Пепроузом;’

"Бойчук А.А.Конструктивные методы анализа краевых задач. К., 1990.

PQ* { c - г  K ( I; a J ( • ) } » 0,

1 і js г - параметричне сімейство розв’язків

да
Z .( t, C r) = Xr< t ) Cr+ G С f; а  м  t >.

G С V, а ] < t ) = X ( t ) Q+ I .о. - г К С *. а ] ( • > | + 

+ К t I; а. ] ( t ) -

< 6 )

( 5 )
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Pq*: r ' 4 й { q* ) - m « m j матриця-ортопройктор, Pq* r d * m - мат­

риця. складена з d = ш - п4 л1нАлно-незалг>жних рядків Pq*; п » г - 

вимірна матриця Xr < t ) складена з г = n - Ii1 лінійно-незалежних 

розв’язків однорідної частини задачі (1 ) - ( 3 ).

Леми 1 12, а також теорема 1 є узагальненням відомих результатів 

для лінійних систем на випадок виродженого імпульсного впливу.

У другому розділі досліджується задача знаходження умов існування 

Ta побудови розв'язку z ( t, * ) слабонелінійної системи

f l z / d t = A ( t ) z  + l ( t ) + * Z ( i , t .  *>, tjjTi, ( Т )

з виродженим < rank ( I S ,) ) Імпульсним впливом
, ,  • . • . .. і : 

л z ( T1 ) * S1 Z ( T1 - 0 > + S1 + * J1 ( z ( T1 - 0 ), * ), ( 8 )

який задовольняє крайову умову

( { { . • , < )  і а + < J- ( { ( • , >  ), *), Ote кт, га > п. ( 9 )

Розв'язок шукаємо в класі функцій

z ( * * * ) « С‘{ ( a. b J \ C T1 )t Z < t , •• ) Є C [ « ],

? d  O1 іо 1, які при с ж о перетворюються у розв’язок ( в ) пород­

жуючої крайової підачі (I ) - ( 3 ) .  Нелінійна п - вимірна вектор - 

функція Z ( z, t, с ) неперервно диференційовна по 7 в околі Zo І 

нетрербна по t та «; J < г ( * , * ),« ) I J.( z ( T1 - O1 < ),< )~ 
нелінійні векторні функціонали, що діють Із простору C { f а, Ь ) \

і •’
\ { т, [ у простори Rm, IR", неперервно диференційовні по Z < у

розумінні Фреше ) в околі Z0 1 неперервні по *. Така крайова задача

у випадку невиродаеного імпульсного впливу раніш була дослідаена

0. А.БойЧукоМ.
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І Е О Р Е М А  2 ( Необхідна умова ). Якщо слабонелінійна крайо­

ва задача ( T ) - ( 9 ) з виродаеним імпульсним впливом має розв’я­

зок z ( • , є > « C1 I C a, b 1 \ { т. z ( t, • ) е С С с З,

« <= ( О, *о 3, який при в = O обертається в породауктчий розв'язок 

iO < сг> крайової задачі (1 ) - і 3 ) з константою Cr = с* е Rr. 
Тоді векторна стала с* задовольняє рівняння для породжуючих амплітуд:

F ( с* ) = PQ* { J ( z0( •, с* ), О ) - г К С Z ( zo ( s, с* ). з. О );

Jt( zo ( T1 -  О ) . с* ) M  • ) }  = 0.

Т Е О Р Е М А  3 ( Достатня умова ). Для будь-якого простого

(Pr =0, Pd* Pq* = 0 ) розв’язку Cr « В?' рІВНЯННЯ ДЛЯ ПОрОДЖуЮ
О О  Wd

чих амплітуд крайова , задача ( T ) - ( 9 ) має єдиний розв'язок 

z { t, * ), який визначається за Допомогою збіжної на відрізку 

C 0, еж 3 Ітераційної процздури [ TOJf де B0 = d F ( с* ) / d Cr

стала’ d х г - вимірна матриця, a Pg , Pg* - її ортопроектори.
O O

Теореми 2 1 3  узагальнюють відомі результати для слабонелінійних 

крайових задач з невіпгдженим імпульсним впливом на випадок виродже­

ного Імпульсного збурення.
... і

У третьому розділ+ досліджується задача про знаходження умов Існу­

вання та побудову T1 ( * ) - періодичного розв’язку

z ( • , « ) « < ? { [  0. It( «)] \ «.< * )>( }. z ( t , • ) « C ( с 1,

« € { о, *0 3, t.( O ) - t“ . T1 ( O ) = Т. і - 1..... р,

системи звичайних диференціальних рівнянь

d z / d t  = A z  + f + t Z ( z ,  »,), t і- t (  с ), ( 1П )



з виродженим ( rank ( In + S, ) < n ) імпульсну впливом

4 z ( t.( £ ) ) = s. z ( tj t ) - о ) + а +

+ « J. ( z ( t .(  « ) -  O ) ,  » ) ,  ( 11 )

який при £ = O  обертається в X- періодичний розв’язок Z0 ( • ) S 

« C1 I t О, T ] \ { t* J1 j породжуючої крайової задачі

• d zr / d t = A zo + f , t * tf , ( 12 )

л Zc< t* ) = S. z < tf - O ) + а, < 13 )

де використані позначення: А - стала n. п - вимірна матриця,

Jt ( z ( t.( с ),j О ), с ) - нелінійний по z векторний функціонал:

с*{ C О, T1 ( * ) ] \ t t.< * ) J1 } -. Rn, Sup= S1 .

Нелінійна вектор - функція Z ( • , ^ ) « C‘t z I, Z ( z, • ) *

s С [ с ] в о колі породжуючого розв’я"*су. Нелінійний функціонал 

Ji ( z ( t. ( г ) - О ), с ) неперервно-диференційовний по Z ( у ро­

зумінні Фреше ) в околі породжуючого розв’язку задачі. Сталі вектор-

стовпці a., fe*", д z ( t. ( « ), і ) : * z ( t.< * ) + 0, « ) *•

- < z ( t.( « ) - 0, * ), tU p < < )= tk< * > + T,< * ), Bwp = a,.

Автономні періодичні задачі, взагалі кажучи, нерозв'язні на відрізку 

фіксованої довжини. Алз на відрізку, довжину якого шукають з умов їх 

існування, періодичні розв’язки можуть бути побудовані. Крім того, 

наявність імпульсного впливу позбавляй періодичну задачу (10) - (11) 

Інваріантності її розв'язків відносно зсуву за "асом.

-  8  -



В дисертації розглянуто як загальний випадок, коли інваріантність 

відсутня, так t частинний випадок збереження інваріантності,коли мат­

риці А та S. = S комутують: A S  = SA, а, = а ї в  спектрі мат­

риці А наявні суто уявні власні числа. В останньому випадку показано, 

що І - періодичний розв'язок ( в ) породауючої системи ( 12 ),( 13 ) 

належним вибором початку відліку незалежної змінної t завжди може (j 

бути приведений до вигляду

Z0< t, Cr l) = x „ t( t ) cr_i+ G I І; а ] ( t ), ( 14 )

де Х( t ) - д х г - вимірна матриця, ^кладена з г лінійно - не­

залежних І- періодичних розв’язків системи ( 12 ),( 13 ), Xr i< t )- 

п к ( г - 1 ) - матриця, складена з періїіЛх ( г - 1 ) стовпців матриці.» 

Xr( t ) , G [ f ; a ] ( t ) -  узагальнений оператор Гріна T - періодич­

ної задачі < 12і), ( 13 ).

При розгляді нелінійних періодичну крайових задач ( 1 0 ) - ( 1 1  ) 

одержано необхідну умову Існування їх розв’язків.

Т Е О Р Е М А  4. Нехай автономна диференціальн" система ( 10 ) 

з Імпульсним впливом ( 11 ) має T1 ( е ) - періодичний розв’язок

Z ( • , * ) в С‘{ І 0, т4( * )] \ «.< *)),}, Z ( t , « ) « C [  ̂J,

який при * = 0 обертається у породжуючий T - періодичний розв’я­

зок Z0 ( t, С* ,) з константою Cr l е Kr'1. Тоді веютр с* =

col ( C*.t, Г* ) Є IRr задовольняє рівняння для породжуючих амплітуд

Г ( с* ) = PQ* K [ 10( з, сж ) ] ( T ) = O ,  У  < 15 )

де

-  9 -



-  10 -

ro< т, с* ) = I (Г [ A Z0( s, с*_,) + Г ] + Z <'-*„< з. с*.,), *. )| ; 

j [ S.- zo( t* - О. c*_t> + а ] + J ( z0( t* - О ). с*.,), О ) J 1.D
Вектор C * . ,  «  к '”1 визначає амплітуду породжуючого розв’язку, яко­

му може відповідати шуканий періодичний розв’язок системи ( 10 )- 

(11 ). Kc. отанта ft* характеризує початкову поправку на період роз- 

в’язку.

Т е о р е м а  5 ( Достатня умова >. Для кожного кореня с* е 

є кг рівняння ( 15 ) для породауючих амплітуд за умови flet Bq * 

її 0 система ( 10 )- ( 11 ) має єдиний T1 ( є ) - періодичний роз-

який може бути знайдений за допомогою збіжної Irpnj є є [ о, еж ) Іте- 

раційної проідаду} ■!, аналогічної до тієї, що побудована Ю.О. Рябовим та

О.А. Бойчуком.

Ілюстрацією розробленої в роботі схеми аналізу автономних крайових

періодичної задачі для систем типу Ван- дер- Поля, Дюффінга 1 Лотка - 

Be ьтерра ( ’’хижак-жертва" ). Ці приклади демонструють особливості по­

становки автономної крайової задачі з в и р о д ж е н и м  імпульсним впливом, 

оскільки Імпульсна періодична задача для рівняння типу В?ч*дер-Поля на 

проміжку фіксованої довжини ( з фіксованим періодом ) не має розв’яз­

ків, крім TpvmTartbHHX.

в’язок

z ( • , « ) « -C / t 0, Т,( * )] \ (tt( *)>,}. z < t , • ) « C { -с ]

задач з виродженим імпульсним збуренням є дослідження слабонелінійної
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This thesis is devoted to the investigation of boundary value prob­

lems for systems of ordinary differential equations with the singular
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solutions, generalized Green operators of linear boundary value prob­

lem with the singular impulsive perturbation and convergent iterative 
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were created and substantiated.
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