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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА ДИСЕРТАЦІЙНОЇ РОБОТИ

Актуальність теми і ступінь дослідженості тематики. Одним із 

важливих напрямків розвитку сучасної теорії диференціальних гів- 

нянь із частинними похідними є дослідження кекласичних задач, се­

ред яких е задача з багатотсчковими умовами за виділеною змінною, 

яка вперше була поставлена в 1963 о професором В.Я.Скоробагатьком. 

Для гіперболічних рівнянь задачі з лекальними Сагатоточковими умо­

вами за змінною t досліджені в роботах Б.Я.Пташника, В.І.Берника, 

Б.0.Салити, В.С.Ільківа, В.В.Фіголя, П.І.Штабалюка, де було пока­

зано, що багатоточкові задачі для диференціальних рівнянь із час­

тішими похідними, взагалі, не е коректними, а питання пре їх роз­

в’язність у багатьох випадках пов’язане з проблемою малих знамен­

ників. Для аналізу оцінок знизу малих знаменників були використані 

результати і методи метричної теорії чисел, розроблені білоруським 

академіком В.Г.Спринджуком та його учнями.

Встановленню класів існування та вдиності розв’язків локаль­

них і нелекальних багатоточкових задач для. рівнянь із частинними 

похідними присвячені роботи В.М.Зорека, С.В.Гадецької, І.І.Антипка, 

М.А.Перельман, З.М.Нитребича. Задачі з лво- і триточковими умовами 

за просторовою змінною для параболічних рівнянь досліджувались з 

роботах І.О.Іонкіна, Є.І.Моісєєва, А.В.Картинніка, Н.І.Юрчука, 

Л.І.Каминіна, де були використані метод Фур’з, метод потенціалів, 

метод енергетичних нерівностей. Багатоточкові задачі для диферен- 

ціально-сператорних рівнянь вивчались С.Х.іїурметовим і Ю.М.Валіпь- 

ким. З роботах Л.І.Ксмарнииької досліджувались умови існування та 

здиності розв’язків багатоточкових задач лля диференціальних рів­

нянь, не розв'язаних відносно сташої похідної за часом. Heлокаль­

ні багатоточкові задачі для псевдодифеоенпіальних рівнянь та сис-
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тем розглядали Б.Я.Пташник, В.С.Ількіз, В.М.Поліщук, Б.О.Салига.

Мета дисертаційної роботи. Дослідження коректності задач з 

Загатоточковими умовами за змінною t для лінійних параболічних та 

бегтипних диференціальних рівнянь і систем рівнянь із частинними 

похідними. Конструктивна побудова розв’язків розглядуваних задач. 

Доеєдєння теорем метричного характеру про оцінки знизу малих зна­

менників, з яких випливає розв’язність досліджуваних задач для 

майже всіх (відносно міри Лебега) Еектсрів. складених із парамет- 

' рів задачі.

Методика дослідження. З роботі використовуються результати і 

методи теорії звичайних диференціальних рівнянь та рівнянь із час­

тинними похідними, функціонального аналізу, теорії рядів Фур’є, 

лінійної алгебри та метричної теорії чисел.

Наукова новизна. Встановлені умови існування, єдинссті та не­

перервної залежності бід правих частин різнянь 1 граничних умов 

розв’язків задач з багатоточковими умовами за чассЕою змінною та 

умовами періодичності(або умовами типу Дізіхле) за просторовими ко­

ординатами для лінійних параболічних та безтипних диференціальних 

рівнянь і систем рівнянь довільного порядку зі сталими та змінними 

коефіцієнтами. Розв’язність них задач є нестійкою відносно параме­

трів задачі і поЕ’язана з проблемою малих знаменників, які виника­

ють шзи побудові розв’язків. Д о е є д є н і н о в і  метричні теореми про 

оцінки знизу малих знаменників. Для більаі точнішого, п о р ів н я н о  з  

метри̂ -іним, опису класу некоректних задач використано поняття р о з ­

м ір н о с т і  Хаусдорфа. Побудовані явні формул;: розв’язків розглядува­

них задач у вигляді рядів за системами ортогональних функцій.

Всі стримані результати є новими.

Теоретична 1 практична цінність. Результати роботи є певним 

внеском у загальну теорію крайових задач для диференціальних р і в ­
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нянь Із частинними похідними. Бони можуть знайти застосування при 

значенні конкретних задач практики, а також служать джерелом нових 

задач метричної теорії діофантоЕих наближень.

Основні положення дисертації, що виносяться на захист: 

-Бстновлбння умов існування та єлінссті р о з е ’ я з к іе  задач з 

ОагатоточкоЕими умовами за змінною t та умовами періодичності за

змінними х .....хр для безтипних диференціальних рІЕНЯНЬ 1 систем

рівнянь зі сталими та змінними коефіцієнтами;

-дослідження класичної коректності багатоточкоБих задач для 

лінійних параболічних рівнянь зі сталими та змінними коефіцієнтами;

-доведення метричних теорем про оцінки знизу малих знаменни­

ків, які виникають при розв’язанні досліджуваних задач;

-побудова явних формул для розв'язків задач у вигляді рядів 

за системами ортогональних функцій.

Апробація наукових досліджень. Результати роботи доповідались

на:

- Всеукраїнській науковій конференції "Нозі підходи до розв’язання 

диференціальних рівнянь" (Дрогобич, іЭЭ4 р.;;

- Міжнародній математичній конференції, присвяченій пам’яті Ганса 

Гана (Чернівці, 1994 p.);

- семінарі молодих вчених Інституту прикладних проблем механіки і 

математики їм. Я.С.Підстригача HAH України, присвяченого пам’яті 

академіка Я.С.Підстригача (Львів, 1995р.);

- третій, четвертій та п ’ятій Міжнародних HajrKOEiix конференціях 

їм. академіка М.Кравчука (Київ, 1994, 1995, 1996 p.p.);

- Всеукраїнській науковій конференції "Розробка та застосування 

MaTeMaTHrHDix методів е науково-технічних дослідженнях", присвя­

ченій 70-річчю від дня наводження професора П.С.Казімірськсгс 

'Львів, 1995 p.);

- 5 -



- Львівському міському семінарі з диференціальних рівнянь і 1995, 

1996 p.p. );

- Міжнародній конференції "Нелінійні дифетзекиіальні рівняння" (Ки­

їв, 1995 р.);

- школі-семінарі "Нелінійні граничні задачі математичної фізики та 

їх застосування" (Чернівці, 1995 p.).

Публікації. Осноені результати дийертаиії опубліковані з ро­

ботах [1-10].

Структура та обсяг роботи, дисертація складається зі вступу, 

9 параграфів, об’єднаних у 3 розділи, та списку літератури, що 

включає 91 найменування. Загальний обсяг роботи 150 сторінок.

ЕИКЛАД ОСНОВНИХ РЕЗУЛЬТАТІВ ДИСЕРТАЦІЇ TA ФОРМУЛЮВАННЯ 

ПІДСУМКІВ, ЩО ВИПЛИВАЮТЬ З НАУКОВОГО ДОСЛІДЖЕННЯ 

У вступі дано короткий огляд літератури, пов’язаної з темати­

кою дисертації, викладено основні результати роботи; наведено до­

поміжні відомості теоретико-числового характеру, а також наступні 

позначення та функціональні простори, ас використовуються в роботі: 

кр-р-Еимірний дійсний евклідовий простір; пр(Zi; ) -множина точок Rp

з цілими (цілими невід’ ємними) координатами; х=(х,........rp)«R?;

[t,x)=(t,x:,...,xp)̂ Rp*1; Ie= (2г, .................................................. *р'і«2р; {к,х)=к1х1+.. .-̂kpXp;

|й| = |й,| + ...+ |йр|; ||2г||=К(й,Л); 8=(з0,з,...зр ;

|3|=3Q+3j+.. .+Зр^-р-вимірний тер,який отримується шляхом ототож­

нення протилежних граней куба £x«R?:0$r_^2x, г=1,р>; Jf=ICrTlxCT; 

C t4, r ) (іР) -  банахів простір функцій иіі .х)  з нормою

||і*( V 9 -w I II I \  — -  21 ..Iu.-і. n  5

C - r ^ ( D P )  . . “ o = „3> ,. . .  З т  ■

І в  14 “
З P

£)(и), 3>О,0>О -ПРОСТІР функцій Ф{Х)- E -O-^XOiilkrX')! з нормою
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Il ‘-0! JC) II» = z |Шй|ЄХО!С|ЙГ), Cn ( [О, ГЗ ;.4л i f f  I ) -  простір функція 
1*1 »0

V{t,s) таких, що для кожного t«C0,24 d’v(t,z)/dt Qp), J=CTn,

1 неперервна за t в норм! ^j(Op) ;  відповідні простота вектоо-функ-

цій позначено через I^(Qp) I Cr"( EO,?] ;3.$ (Г/5) ) ;  Hq(if),qeZ-,  -  г іл ь -

бертовий простір Зтс-періодичних за z,....Zp комплекснозначних

функцій U(T)jTsiRp, З нормою ||У(Т)|Г „ =!2тс)р Z (1 + ||Й|Г), |У*|";
«,(№) І Л| зо

TleZi ,qeZ, -  гільбертоЕий простір функцій u (t ,T )  таких, що

для кожного Гє[0,Г] dJu ( t , x )/ d tJeHq_jiQp),  J=CTn, 1 неперервна за

і в нормі Ha j(Qp) ,  IluCt,а?Л| _ _ = S шах [{ ^  Jj ' ;
?  ;  C n I  с о , г з  , ^ c n p )  > 0  0 < т < г І І  a f 7 ”«q(Cp)

відповідні простори вектор-функцій позначено через Hg(Qp) I Fq(Cp );

Г -  простір тригонометричних. ПОЛІНОМІВ P(T)= z C i ( D e T D U t k fZ) ),
-  ̂ |к|«9

JPsEp , З є 2 + , СЙ( Р ) « € ,  £&ZP; Г '-  простір УСІХ ЛІНІЙНИХ НЄПЄРЄРВНИХ 

Функціоналів над Г (якій співпадає з простором формальних тригоно­

метричних р я д ів ); СП([0 ,2 ’ ] ,Г )  (Cn ( [ 0 , 7 ] , г ' )) -  простір фушсцій 

u ( f , x )  таких, що для довільного геЕО.ЗЧ З ' їД і .х ) /3 t  е Г ( Г ' ) ,  J=CTn.

У першому розділі дисертації (§§ 1-5) досліджуються умови ко­

ректної розв’язності багатоточкових задач для безтипних диференці­

альних рівнянь і систем рівнянь зі сталими коефіцієнтами. Встанов­

лено класичну розв'язність розглядуваних задач для майже всіх (від­

носно міри Лебега) векторів, складених із параметрів задачі. Крім 

цього, для розрізнення множин нульової міри Лебега використано по­

няття розмірності Хаусдорфа, за допомогою якого одержано більш 

тонкий, порівняно з метричним, опис класу некоректних задач.

З §1 на прикладі рівняння третього порядку розкрита пригода 

багатоточксвої задачі для безтипних рівнянь із частинними похідни­

ми та методика дослідження її коректності.
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В області D' розглядається задача

а д j U i t lX) +ь d'vut.z)  +с , z i  +d aJu it ,x )  _0 ̂  , і )
dt'  " dt2dz dtdzr dz3

U(OfZ)=Cp1(JT), u (2У2, JT J=Cpg(JT), U (T 1JT)=Cp3 (X). (2)

де a,b,c,dec, oO. Вигляд області і)1 накладає умови 2іс-періодичнс-

сті за змінною аг на функції u (t,x )  та щД*), J=1,2,3. Розв’язок

задачі (1) ,(2) шукається у вигляді ряду
CO

U( t ,Z )  = £ Us (t)eXp( Ш Т). (3)
its :—CD

Нехай ,̂ kqB)<aR, (¢=1,2, Q=I ,2 ,3 ,-корені рівняння

aA.3+oA.+cA.+d=0. (4)

Для єдиності розв’язку задачі (1),(2) у просторі С3(£>') необхідно 

і  досить, щоб рівняння

кТ(Х{гг ) -Х^г ) )-1(кТіХУ }- \ ^ } )+4x1)=0, 35®>г^1, 

не мали розв’ язків у цілих числах I l k ,  SrtQ (теорема 1.1). На ос­

нові теореми 1.1 встановлені більш конкретні достатні, а також не­

обхідні і  достатні умови єдиності розв’язку розглядуваної задачі 

(наслідки 1.1-1.3).

Позначимо: и= шах |X[ 2 ! |.
1«Р<3

Теорема 1.2. Нехай X̂ 12 K  р= 1,2,3, всі р ізн і. Якаю фj (z )<sA\ ,
J

J=1,2,3, Qj>(7-J)v.T/2, то для довільних T  і  A.J,1 >, р,= 1,2,3, Існує 

розв’ язок задачі (1),(2) з простору Cj (C1 )t який неперервно зале­

жить від функцій срдх), J=1,2,3.

Теорема 1.3. Нехай АІ2 )=л42)=,Ц2) і або л і2)=л42 ^ j 2 ’ ) 1 нехай

ш; (х)ел3^, J= I ,2,3,  S _,>(?-J Ж272. Тоді для майже всіх (відносно мі­

ри Лебега в в?) чисел a?r.= (X'1 ^-Xt 1 /.)Т/ (4%>, г,р= 1,2,3, "*р> (або 

для майже всіх чисел (ДІ1 -̂лД1 ■ )Т/ (4іс)) Існує розв’язок задачі 

(1),(2) з простору C3(J)1 ), який неперервно залежить від функій 

(0 .<х), J=I ,2,3.

_ ; і  _



При виконанні умов теореми 1.3 розв’язок задачі (1), (2) Із  

простору O3 (I)1 ) існує для всіх чисел Ctp r . ,  ісг.р^З, г=*р, крім множи­

ни, розмірність Хаусдорфа якої не'переЕШпуз як завгодно малого на­

перед заданого числа о>0 (наслідок і . 4 ).

Встановлені також ум оеи  існування та єдиності розв’язку зада­

ч і (1),(2) у випадку, коли рівняння (4) має кратні А,-корені (тео­

реми 1.4 - 1.6).

У §2 результати попереднього параграфу узагальнюються на ви­

падок диференціального рівняння довільного порядку з багатьма не­

залежними змінними. В області Dp розглядається задача
I s I

— )u(t ^ )=  ^ CL _- ___ jX)   Q

|si$t dt дх  ̂ . . .д х рр 

u(tj,x)*(f>j{x), J=TTn; 0<t1<*2< . . .< tn<2’. (6)

а3=с, а(П о О)"0. Вигляд області Dp накладає умови 2іг-пєріоди- 

тності за змінними х̂  , . . . , X p на функції xj.it,х) I  Vj (X), J=TTn.

Розв’язок шукається у вигляді р-краткого ряду

и Ч ,х )=  E Ub(t)ezv((tP.,x)).  t?)
І Al ЗО

Припускається, що для е с і х  &=zp\{(0)} д.-ксрені рівняння L(Xt Ik)=O . 

попарно р ізн і і  відмінні в ід  нуля. І з  вигляду рівняння (5) випли­

ває, ао I (Je) І<С1 ІйI , Q=TTn, C1=ConstXD, &eZp\((Q)}.

Теорема 2.1. Для єдиності розв’язку задачі (5) ,(6) у просторі 

C4(LO, T ] , Г ’ ) необхідно і  досить, щоб виконувалась умова

VlteZp Д (Je)=CLetIlsxp(А-q (ІЕ)r ^) ||̂ =̂1^0. (8)

Якщо виконана умова (8) і  функції (х)«Г(Г ■) ,• J=TTn, то

Існує розв’ язок задачі (5) , (6) ,  який належить простору Cn(СО.ГЗ.Г) 

(СЛ(іО,2’] , Г ’ )) і  неперервно залежить від ш,(х) ,J=TTn (теорема £.2) .

Теорема 2.3. Нехай Існують додатні сталі v, Jf1 і  а., «и такі, 

що для всіх (крім скінченного числа) векторів £&zp візна оцінка 

ІД(Je)\>М< |S|-a'"Sexp(-v|ft|), 0<S<1, (S)

- 9 -



і нехай ф,(г)<=Лз, J=TTn, 6>v+rcC,T. Тоді існує розв’язок задачі 

(5),(6) з простору Cn(Dp), якій неперервно залежать від функцій 

(Vj (CO ) f J=TTn •

Зауваження 2.1. При виконанні умоЕ теореми 2.2 розв'язок за- 

дачі (5),(6) належать простору Cn([0,Т1;л. ), де S^.e-fv+r^.T).

Для MeTpa1IHoro аналізу оцінки (S) використовується наступне 

твердження.

Лема 2.1. Для майже всіх (відносно міри Лебега в Ri M векторів 

у= Cy1,... ,Jy107), утворених з дійсних 1 уявних частин коефіцієнтів а3 

рівняння (5), при IklЖ(у) виконується нерівність

П  ІА^ИМ*)!*! к Г {п-1){р-п)/г-£/2. 0<£<л,
л»<г> 'я

де 7-ЧИСЛО розв’язків нерівності IsKn б цілих невід’ємних числах 

З ̂ . ,Sp■

Теорема 2.4. Для майже всіх (відносно міра ЛеСега в R n) векто­

рів x=(t,, . . .  ,tn)e[0,T'in 1 для майже всіх (відносно м ір и  Лебега в

R2t) векторів у нерівність (Э) виконується для всіх (крім скінчен­

ного числа) векторів Йе2Р,ЯКШ0 aH =(П-1 )П/'2{ (ГС-1 ) (р-Я)/2+р+1 ) ,V=TlO1In.

Далі в §2 досліджується задача (S)f(S) у випадку, коли точки 

tj, J=TTti, задовольняють співвідношення

tr U-l)tQ, J=TTfi, t0-r/(n-1). (10)

Теорема 2.5. Для єданості розв’язку задачі (5),(6),(10) у 

просторі Cn(Dp) необхідно 1 досить, щоб рівняння 

(Xq(k)-Xm(k))tQ-2%tl=0, nzq>m3tl, 

не мали розв’язків у цілих числах я,,...,kp. I, JJel=eO.

Теорема 2.6. Нехай існують Д,>0 1 такі, шо для всіх

(КРІМ CKlHrJeHHoro числа) векторів виконуються нерівності

— '' О —



Pj |ezp(A,l?(ft)t0)-exp(XB(ft)r0)|^2|*t г Bxpi-C1 !Г|*|), q=l,n, (I!)
H=I

де 0<s<.l. Якщо ф,(х)«Лф, J=TTn, 5>2С1Г, то Існує розв’язок задачі

(5),(6),(10) з простору Cn(Dp), який неперервно залежить бід функ­

цій фj(x), J=TTfi.

Доведено, що для всіх (крім скінченного числа) векторів kezp 

нерівності (11) справджуються для майже всіх (відносно міри Лебега 

б K27) Еекторів у  при |й|>Я(у) 1 для майже всіх (відносно міри Ле- 

Oera в к ) чисел Tq, якщо си,=(п-1)((п-1)р/2-1) (теорема 2.7), звід­

ки випливає однозначна розв'язність задачі (5),(6),(10) для майже 

всіх (відносно міри Лебега в SRc- ) векторів y=(y,tQ) (теорема 2.8), 

Доведено також, ЩО нерівності (11) При ДОСИТЬ великому CUeIN
07

справджуються для майже всіх векторів уєк і для всіх значень tQ, 

крім множини, розмірність Хаусдорфа якої є менша як завгодно мало­

го наперед заданого числа о 0 (теорема 2.9, зауваження 2.3).

В §3 в області if розглядається задача з умовами (6) для рів­

няння
п р

Іи(Г,х)з[~| [ - E Xaq ^  - bq]u(t,x)=/(t,r), (12) .
q=1 3 - 1  3

де XaqsX ^ h l X W , bq3bj1 h i b ™ , Jt-1,2, 1«Г=Т.

Теорема 3.1. Для єдиності розв’язку задачі (6),(12) у просто­

рі Cn([0,2’],Г*) необхідно і досить, щоб виконувалась умсєа 

VfteZp д(ft)=d.et||exp<lTQ(Je)tj)||q Js1*О,
P

де 7,(£)='■ Д /Vsq+bq, q=TTn.

При виконанні умсЕ теореми 3.1 розв’язок розглядуваної задачі 

Існує і належить простору С'ЧСО.ГЗ.Г) (С'([0,Т],Г')), якщо функції 

ф;(Х)еГ(Г'), J=TTn7 f(t,x)eC(iQ,T],T) (С([0,Г],Г*)) (теорема 3.2). 

Теорема 3.3. Нехай існують додатні сталі d,Jf, 1 а1 ,сцеїм такі,

- 11 -



210 ДЛЯ ВСІХ і.КрІМ скінченного числа і ВЄКТСГІБ PjeZ-'' виконуються не­

рівності
п

J~j ITi (A)-Tr CR' І И, I к\~а-'\ I=Tr,., -Vd)

Г =1 TV і

IA(S)Ptf1 |fcfV£ezp(-dijc| ), ■; 14)

де O<£< 1, і нехай срj (z )<eaI, J=TTn, f(t ,xU C(lO ,ThAl), де £>а+п\Т, 

де Л.=тах{|ХІд^I,g=T7n, S=1,р>.Тоді Існує розв’язок задачі і Є),(12)

2 ПРОСТОРУ Cn(Dp), ЯКИЙ НеперерВНО ЗЕЛЄЖИТЬ EІД ФУНКЦІЙ X f(T),

*=1 Т) Л " f i t  rT ' tl + f і Uy J. J  \ L у kV /  •

Якщо виконані умоеи теореми 3.3, то розв’язок задачі (6),(12)

належить простору Сп([0,Г] ), де S1 <5-(й-гп\Т) (зауваження 3.2).
1

Доведено, що для довільних фіксованих b?, q=TTn. 1 для всіх 

(крім CKiH1JeHHoro числа) векторів £є2Р нерівності (.13) виконуються
 ̂fTTl

при OL1 = Oi-I) (пр-2)/2 для майже всіх (відносно міри Лебега в Kwf ) 

векторів ш={ (*iq^ .?4gJ ) >r=TTp, Q=TTfi), а негівність (14) викону­

ється для майже всіх- (відносно міри Лебега в En) векторів 

I=It1,...,tn)e[Q,Т'іп і для майже есіх векторів и, якшо d=},1n, 

O2=SR-I)((п-1)п(р-1 )/2+р+1)п/2 (теореми 3.4, 3.5).

Окремо досліджується випадок рівновіддалених вузлів, тоото 

коли Tj, J=TTn, задовольняють співвідношення (10). Встановлені 

ефективні умови існування та єдиності класичного розв’язку задачі

(5),(10),(12) (теореми З.Є, 3.8) 1 проведено метричний аналіз оці­

нок знизу малих знаменників, які виникають при побудові розв’язку 

цієї задачі (лема 3.2).

У §4 досліджується двоточкова задача для бегтипної системи 

рівнянь другого порядку зі сталими коефіцієнтами

'.E Sc-Zdt2- - £Д)u(t ,x)=f't ,X), 115)
Utt1 ,Г)=ф1 (X), u(tz ,x)=Ф2 (Х), Q^t, <t0i.T, (16;

де A=a2/5sf+.. .+02/*¾!; u(t,я) =со1 (u, ,и,:. /(ї,г,'=со1(Д

-  12 -



(,w )=СОІ (Ф-j-J >Ф«| 2 )9 ($2 >(@22 ̂ 9 И ̂rcjN.̂cj=*) "* НЄЗИр0ДЖЄН2
матриця розміру 2x2 зі сталими комплексними елементами і власними 

числами Л./*2̂ 1 )+ia.j2\  X1̂ X2, I= K=T, \)я>*&, J,m= 1,2. Розв’язок 

задачі шукається у вигляді векторного ряду (7).

Для єданості розв’язку задачі (15),(18) у просторі C2 (Iip) не­

обхідно 1 досить,щоб рівняння Xj(t2-t̂  )2(й2+... +ApJ-IC2I2=O, J=I,2, 

не мали розв’язків у цілих числах Z, й. , ...,йр,й*(0) (теорема 4.1).

Нехай 0, = / ¾ 1 * I U 2-^1)/%, KJiyTsln(ф^/2) U 2-T1), Ф;=аг&\.;, 

J=I,2, (3=тах(Р1,02).

Теорема 4.2. Нехай X^z , g=1,2, 1 функції ф^(х)«2ф, J=I,2, 

/(£,£)^(10,24,3,), 8>3р. Тоді для доеільних чисел A.̂ 1 ̂ l tj, 

J,q=1,2, Існує розв’язок задачі (15),(16) з простору C2(Cp), який 

неперервно залежить від вектор-функцій ф.,(£), ф0 (£) та /(£,£).

Теорема 4.3.Нехай A112 =̂O (або A^21=C). Якщо ф^(£)єЗ^ , J=I,2,

/(t, £)«Е7([0, 2і], 3^ ), 6^3^2 (або ф;(£)єЗ^, /(t,£)«C([0,24,2g_ ),

60>ЗР1. Тоді для майже всіх (відносно міри Лебега в ж) чисел Ci1 1 

для довільних X0 (або для майже всіх (відносно міри Лебега в в?) 

чисэл CL2 1 для довільних ) існує розв’язок задачі (15), (16) з 

простору C2 (Dp)1 який неперервно залежить від вектор-функцій ф1(£),

Ф о  ( £ )  I / ( t , £ ) .

Теорема 4.4. Нехай А.[с =̂0, I=I ,2. Ягсао ф_,(£)еЯш(Г/"), J=I ,2, 1 

/(£,£)«С([0,24 , Ful(If), ш=д+р+2, gsZ, то для майже всіх (відносно 

міри Лебега E о?) чисел Cil, I=TTZ, Існує розв’язок задачі (15),(16;

з простору E2(Dp), який неперервно залежить від вектор-функцій 

ф1 (£), ф2(£) I /(f,£).

У §5 розглядаються безтипні системи диференціальних рівнянь 

високих порядків. У пункті 5.1 в області Dp досліджується задача з 

умовами битляду (6) для системи диференціальних рівнянь

_  і з  —



Г Л И г ]  Ч У  ’ - ( У  « М І - О .  ,17)
і а і =п

де U(JtX)=COKU1 (t,x)t...,Iie(JtX)), Ф,(X)=COl(ф;1 (X),... ,ф;я(х)); 

B3=IItVgII* 7=1 -квадратні матриці розміру * зі сталими комплексними 
елементами, Bm n  -одинична матриця. Припускається, ще Л-ко-'(«,о.... 0)

пені характеристичного рівняння del
L - .  * IPIfJ • • ■ IPiIJ

І 9  I =71

=O ,

які є рівномірно обмежені для ECiz векторів SeZp\((O)>, є різні і 

відмінні від нуля. Нехай \p(k)sX^‘ * ik)+u£,2 ) (Je) t р=1 ,ш , (=KrT;

ц= max ( sup Iki1 ̂ (Je) І ).
1 JjeZ \{ (O)}

Встановлені необхідні і достатні умови єдиності розв’язку за­

дачі (6),(17) у просторі СГ"(СР) (теорема 5.1), а також доведено 

існування розв’язку задачі, якщо для всіх (кпім скінченного числа) 

векторів JeeZp виконується нерівність

|Д(Й) |>4fexp(-v||Je||2’)||Je|ra_£, 0<s<1, 0*31, if,V=ConsoO, 

і cfy(x)e3jF J=Tlji, бXv+'fDT (теорема 5.2).

У пункті 5.2 на прикладі задачі

(Е 9/dt  ̂ - Bk)2u(J,x)=Ot (18)

U(JjtX)=T, (X)t Jr=TTl, (19)

Jj=(J-I)Jq , J=TTi, t0=T/2, (20)

показано, як результати п.5.1 переносяться- на випадок, коли відпо­

відне характеристичне різняння має кпатні корені. З цій задачі 

u(J,x)= Col(U1 tU2 ), Tj(X)=COl(Tj1 tTvl2), J=TT?; оператор-д, матри­

ця В та її власні числа ті ж самі, шо і в задачі (15),(16).

Теорема 5.3. Для єдиності розв’язку задачі (18)-(20) у прос­

торі C4(Cp) необхідно і досить, щоб жодне з рівнянь 

A.JJq(Jê-t-.. .+Jep)-11̂ 7̂ =0, 1=1,2, 

не мало розв’язків у цілих числах п, ,Jep, Jê (O).

На осноеі теореми 5.3 встановлені більш конкретні достатні,

-  T i  -



/

£ також необхідні 1 достатні умови еликгсті розв'язку задачі C S i-

!^j) (наслідки с.1, 5.2).

Теорема 5.4. Нехай я!с,0 ,  >.=1,2, і о*сп*2І. J=TTi, Z.-2BT,де’

3= max KJX^TeIr.(ф[/'2), а;=аг£Л,. Tczi для довільних фіксованих чи- 
 ̂=1 ,2

сел I0 і A.f', 1=1,2, існує розв’язок задачі (18)-(23) з простору 

Clt(Dp), який неперервно залегжть від вектор-функцій ф д г ), J=-T?.

Досліджено також умови існування розв’язку задачі (18;-(20) у 

випадках, коли хоча б одне з A.̂ }=G, 1=1,2 (Teopeva 5.5) і якщо 

система диференцільнкх рівнянь (18) є гіперболічна (теорема 5.6).

Другий розділ присвячений дослідженню питань класичної корек­

тності задач з багатоточковими умовами за змінною t і періодичними 

умовами та умовами типу Діріхле за змінними г,,...,Zp для оезтип- 

з з  рівнянь зі змінними коефіцієнтами.

У §6 результати, отримані в §3, переносяться на випадок, коли 

у рівнянні (12) коефіцієнти є достатньо гладкі комплєкснозначні 

функції аргумента t.

Для єдиності розв’язку розглядуваної задачі в просторі On(Dp)

необхідно і досить, щоб виконувалась умоез (теорема 6.1) 

WteZp А (*)Bflet Il/*, (T j ) IJ, "О,

де Zfcj(f>, о=ТТп,-фундаментальна система розв’язків рівняння
Tl

ПіЗГ - iA w t ) * , -  0 M ) } ^ t ) = Q .5=1
Особлива увага зосереджена на Еипадку, коли точки Zj, J=TTn, задо­

вольняють співвідношення (10) і

Xsq(t)=Xa(t)+a9q, bq(t)=$(t)+bq,

r fP I  ■ 1  ̂J- 1П   ̂^  ' Ь  as?*i ’ X  f  >. г ) '  У) '  “  f = 1  P  А. Г )  B t J ) -

достатньо гладі;! комплєкснозначні функції аргумента г.

Дозедекі метричні твердження про CUінки знизу малих знаменки-

ч С
“  • и  -



ків (леми 6.1-6.3), з яких випливає класична розв’язність дослід­

жуваної задачі для майже всіх (відносно міри Лебега в к"'”1) векто- 

plE O J = C a g ^ , ,а=ТТр, тіїц>л ) 1 для майже всіх (відносно міри Ле­
бега в R) чисел 2*/rQ.

В §7 в області D=IQ,TUG,, де Qc=Rp, Pi2 - обмежена область з

досить гладкою границе 6Q, розглядається задача 
П ,* » 2 (п- Я )
E bq ( -l ) 4u( t , x) =f ( l , x) .

ч=0
u (t j,x )= ^ j(x ), J=1,2ті; CXt1C.. .<t2r,$r, (22)

l W , x ) |  =0, I=OTrFT, (23)aQ
P a a

де b^ec, g=0Tn, t>Q*0, оператор I ^ / cVe " PlBH0~

мірно еліптичний з області Q. Нехай СІ*(г)} 1 Л={А.Й>, йеи,-системи 
власних функцій 1 власних значень,відповідно, задачі LX(x)+XX.(x)=0, 

Д.Г)Î Q=O. Розв’язок задачі (21)-(23) шукається у вигляді ряду
CD

u(t,x)= E '-Mt)Хк (х ). 
к= і *

Припускається, що корені ^,/=TTn, т)Л;<еЖ, m=l,2, I=^rT,

і ̂
I'

Теорема 7.1. Для єдинссті розв’язку задачі (21)-(23) у прос­

торі C2n(D) необхідно 1 досить, щоб *Л,АеЛ Ц \ н) 0 .  •
Теорема 7.2. Нехай Існують додатні сталі d, Jf I OeiN, такі, що 

для всіх (крім скінченного числа) значень Xti виконується нерівність 

ІА (Я*) І sjp(-dKX7), 0<S<1, (24)

I Zrs(X)Gifn^(Q), Г ,S=TTp, P(T)^J2r1-2(Q), '-Dj (X)^Aq '2, J=TTZh,

f  ( t ,x )* c (10, Т ),аУ 2 ), бхі+тпТ, де 7= max \ і'у } I. Тоді Існує розв’-
5 = 1 ,п 4

Ori
язок задачі з простору Cr (D), який непесерЕНО залежить від функ­

цій фj ( X ) , J= І,2п, I  /(t,X).

Дое&дєно (теорема 7.3;, ще для майке всіх (відносно міри Ле-

рівняння E Ь072 ̂71-5̂ =0, є різні. 
ч=о
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Сега в & гп) векторів T= Ct1 ,ton МО,?]2”' оцінка (24) виконуєть- 

ся при а=(2п2-п)(п-2п2+р+\)/2, <3=27пГ для всіх (крім скінченного

числа) значень \Й«Л.

У випадку виконання співвідношень (10) для єдиності розв’язку 

задачі (21)-(23) у просторі C2n(D) необхідно 1 досить, щоб рівнян­

ня y (̂-yr-'jq)t0=2%im, (7r+7(j)tQ=2itm, nza>rzі, не мали розв’яз­

ків у цілих числах яі і А.й (теорема 7.4). Встановлено умови існува-
ОТІ

нкя розв’язку задачі (10),(21)-(23) у просторі Cr (D) (теореми 7.5, 

7.6).

Для гіперболічних рівнянь та систем рівнянь довільного поряд­

ку Еигляду (5)* (12), (17) задачі з багатоточковими умовами за ча­

совою змінною та умовами періодичності за просторовими координата­

ми досліджувались в роботах Б.И.Пташника та його учнів*', де вста­

новлені умови коректності досліджуваних задач у шкалах просторів 

Соболева. З усіх випадків гіперболічні різняння виявились найпрос­

тішими в тому плані, що в оцінці зверху коефіцієнтів ил(ґ) ряду (7) 

фігурують многочлени, які залежать від

У третьому розділі встановлені умови існування та єдиності 

розв’язків багатоточкових задач для параболічних рівнянь зі стали­

ми та змінними коефіцієнтами.

У 58 розглядається багатоточкова задача для рівнянь зі стали­

ми коефіцієнтами, параболічних "за Г. Є. !Пиловим. У пункті 8.1 на 

прикладі триточкової задачі для рівняння з ,двома незалежними змін­

ними, показано, як параболічність видозмінює умови існування рсз-

* Э Пташник Б.SL Некорректные граничные задачи для дифференциаль­

ных уравнений с частными производными.-К.:Наук, думка. 1S84.-264C.

-  I T  -



в'язку задачі. В області D' досліджується задача з умовами і2) для 

рівняння
ГЯ 2 Я P3+vT 't -tM

I u U ,X ) = [ 4 j  U(t,Z)+ z  E G3ll- - ^ kiT -  =L'< aSVe - -  !
«--О =̂O 5* CX

Оператор !-параболічний за Г.Є.Шиловим, тобто X-корені ріЕня- 

ння L(XtOi)=O задовольняють нерівність

max ЯеА..(й)<-С, 1 2 е | , С, >0, C0>0, h>0.

Вигляд області D1 накладає умови 2тс-періодичност1 за змінною 

х на функції u(t,x) та (-), J=1,2,3. Розв’язок задачі (2),(25) 

шукається у вигляді ряду (3).

Теорема 8.1. Для єдиності розв’язку задачі (2),(25) у просто­

рі Сп(С0,Г],Г’) необхідно 1 досить, іоб рівняння

Т(Х(р \к)-Х^ ) (И))-і(Т(Х^г ) (H)-Xir2 > (Jc) >+4тоя)=0, Зїругг., 

не мали розв’язків у цілих числах ш їй.

Із вигляду рівняння (25) Еипливає, шо

|А.г(*)|$С3 |й|ч, I=1,2,3. C3>0, tez.

Позначимо через у=(у,,...,у7) вектор, утворений з усіх коефі­

цієнтів a3V рівняння (25), де 7 - число цих коефіцієнтів.
Лема 8.1. Для майже всіх (відносно міри Лебега в к 7) вєкторіз 

у при |й|>Я(у) виконуються нерівності

IApUO-Ar (S) |»М|йҐ(Ч+1+е/2), 0<S<1, згр>г»1, jf=consi>0.

Лема 8.2. Для майже всіх (відносно міри Лебега в я) чисел Т>0 

при |й|>Я(!Г) справедливі нерівності

і _ 21 
* \!fhb)-Xr2 ) (b)

£|Й| 1 £ /2 , 0<Є<1, 3>р. г->1,

І о \ (о '
U ZJ x'p'-hp.)-X1S 1

Теорема 8.2. Нехай функції <f>,ix),J=i .2 ,2, задовольняють умові::

1 .  ф ^СЮ 'еЛ д, 5>С^Т, я к е о  h<q ;

2. <р;(я)*^, вj>lCj-(b-J)Cj/2)T, якао ft=g і Cj>(b~J)C^/2;
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3. Ф;и)«Яи+гч+3(П), сие2 , якщо teq I C3=(S-J)C,/2;

4. tfi j (z)eHr {Я) ( reZVN, якщо h=q I C3<(5-J)C1/2.

Тоді для майже всіх (відносно міри Лебега в JRr) векторів у і для 

майже всіх (відносно міри Лебега в R) чисел Т>0 існує розв’язок 

задачі (2),(25), з простору Cl3,4} (!>'), який неперервне залежить 

від функцій (P j (X ) ,  J=I ,2,3.
У пункті 8.2 досліджується задача з умовами (6) в області i f  

для рівняння

.Lu(JtX)HfIfInU(JjX)+ Z1 E Ct3Jfrl dI ' u i t I p - =/(J,x), (26)
I-o r J s=o IVISQ 1 J 1 P

Uwt* ̂  ■ •  • O tAzp

де адаес; оператор !-параболічний за Г.Є.Шиловим, тобто А.-корені

рівняння L (X t Oi)=O задовольняють нерівність

max Re\3(k)^~C* |й| +Cp, С*>G, Со>0, ^0. 
l< s<n

Теорема 8.3. Для єдиності розв’язку задачі (6),(26) у просто­

рі Cn(COjT)jT') необхідно 1 досить, щеб’виконувалась умова

VfebZp A(ft)2tiet||exp(A.l(ft)J</)||j j=1̂ 0. • (27)

Теорема 8.4. Нехай виконуються умови (27). Якщо ф;(х)єГ(Г'), 

J=TTn, /(І,х)«С([0,2і],Г) (С([0,Л,Г’)), тс існує роз’язок задачі

(6),(26), який належить простору Сп([0,Г]»Г) (Cn(CO,Г],Г')).

Теорема 8.5. Нехай існують додатні сталі <2, Hf, la,, O2̂ m 

такі, що для всіх (крім скінченного числа) векторів й&гр винуються 

нерівності
Д  -а , -е
Jl IA4 (̂ )-Ar(S) I^1 |*| 1 , Z=TTn, (23)
Г = 1 
Г* і

-Cto -E

|A(fe)|>Jf, |fe| exp(-сі12г14), (29)

де 0<s<i, і нехай ф,(х), J=ITS, I /(J,x), задовольняють умови:

1. ф , (x)e.4j, /(J,x)«c"( [0,24,4), 3>с2, ЯКЩО Tuq;

2. ф;(х)«4, /(J.x)«Cn((0,2’],4)> 5>d-nC1T, якщо h=q I d>nC12’;
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3. ф; (Х)«Яы+а1+4п+2(Пр)> / ^ ^ C ( l O ,T ] ,H {l)+â +a^ qn+2{Dp)), u«2 

якшо h=q I d=nC^T;

4. ф j  (X)^Hr(Qp), f{t,x)*C(lQ,7),Hr(Dp)),reZ\to, якщо h=Q I 

Тоді існує розв’язок задачі (6) , (26) з простору C1" ’ 1' (Dr ), який 

неперервно залежить бід функцій ф^(х), J=TTn, і f(t,x).
P

Доведено, що для всіх (крім скінченного числа; векторів де­

нар івкссті (28) виконуються для майже всіх еєктсріе у=(у .........у£Т) ,

складених з дійсних і уявних частин коефіцієнтів рівняння (26), 

(7-число цих коефіцієнтів; при O1=In-I) (p+a(n-3))/2 (теорема 8.6); 

нерівність (29) виконується для майже всіх векторів r=(t, . . . . ,Гп)е 

s EO,Т]п і для майже есіх векторів у при cu=(n-l) ( (д-1) {p-q)/2+p+q)x. 

<п/2, S=Ĉ nT (теорема 8 .7).

Проведено також дослідження коректності задачі (6) , (26) у ви­

падку, коли виконуються співвідношення (10) (теореми 8.8-8. 11).

Параграф 9 присвячений дослідженню в області if задачі з умо­

вами (6) для рівняння
Tl

Ь(и)=П 8 ї ~  ? Л*<г(Т)Г"^І--E ЬЧ (ІІ-  - O,(t))uil,i;=0 , (ЗО)
і *- я. і=1 дх-дх, з=і 4 ах. J=1 dxm Qxl з=т4=1

де a ^ t ) ,  bgqit), cq(t)-достатньо гладкі ксмплекснозначні функ­

ції аргумента t. Припускається, що оператор L - рівномірно парабо­

лічний за І.Г.Петровським з області Dp. тобто для будь-якого дійс­

ного вектора v=(v, , . . .  ,v_) 1 для довільного ГеСО,!Г] виконуються 

ЯерІЕНССТІ
P o  „__

E Reanlo(t JVwVl » P E Vm, C=TTn, u=const>0. 
я  1 = 1  '

Теореыа 9.1. Для єдиності розв'язку задачі (6) , (30) в просто­

рі Cn(Cp) необхідне 1 досить, щоб виконувалась умова 

VAezp д (к) =Ciet її/-щ(t.) Bj<?=̂ С ,

де /* ,(£ ), Q=TTn,-фундаментальна система розв'язків рівняння
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ГК аг". f ,WtlV5I"4 I cq(t)]uA(t)=o.4=1
Позначимо: a= max max ' |Hecv£o(t)|.

г^г0>гі ■ 4
I SK*

Теорема 9.2. Нехай існують додатні сталі М, <2 1 такі, що 

для всіх (крім скінченного числа) Еекторіз й«2р виконується нерів­

ність
| Д (й) | >Jf | й | -а'єехр (-d І й 12), 0<є<1, (З!)

і нехай функції Ifj(X), J=1 ,п, задовольняють умови:

'1. С><2+(а-ц.)п!Г, якщо <2>(|j-а)пТ;

2. ф^(х)ей5+а+2п+1 {сР),дєж, якщо 0=(\і-а)пТ;

3. фДх)єЯг(QpKreZMH, якщо d<(\i-a)nT.

Тоді існує розв'язок задачі (6),(31) з простору Cn(Dp), який непе­

рервно залежить від функцій £j(z), J=TTfl.

Більш ефективні умови існування 1 єдиності розв’язку задачі

(6),(31) одержано у випадку, якщо точке Zj, J=TTr-, задовольняють 

співвідношення (10), а функції Oniq(I), S34Jt), cq(t), m,l,s=TTp, 

Q=TTn., мають вигляд

baq(-* )=(33(t)+bS(J, Cq(t)=T](t)+Cq, 

де Xnl (t), P3(t), т]( ̂ -достатньо гладкі комплекснозначні функції 

аргумента t; Ointq, b3Q, с^-комплексні числа (теореми Э.З-9.6).

ВИСНОВКИ.

В дисертаційній роботі встановлені умови існування та єдинос- 

ті розв’язків задач з багатоточковими умовами за часовою змінною 

та умовами періодичності (абс умовами типу Діріхле; за просторови­

ми координатами для лінійних параболічних та безтипних диференці­

альних рівнянь і систем рівнянь довільного порядку зі сталими та 

змінними коефіцієнтами. Дсеєдєні метричні теореми про оцінки знизу
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малих знаменників, які виникають при дослідженні розглядуваних за­

дач. Побудовані явні формули для розв’язків задач у вигляді рядів

за системами ортогональних функцій.
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уравнений и систем уравнений произвольного порядка с постоянными 

и переменными коэффициентами. Установлены условия существования и 

единственности решений. Построены решения в виде рядов гто системам 

ортогональных функций. Доказаны метрические теоремы со оценках 

снизу малых знаменателей, возникающих при исследовании рассматри­

ваемых задач.

Syluha L.P. Multl- point problems Гог parabolic and the ty- 

peless cllfferetlal equations and systems of arbitrary crier. Manu­

script. Thesis for a degree of candidate of Science (Ph. D) In 

Physics and Mathematics, speciality 01.Cl .02. - Differential equa­

tions. L’viv Ivan Franko state university, L’viv, 1996.

The problems with multi-point time conditions and periodic 

conditions In space coordinates for parabolic and the typeless 

differential equations and systems of arbitrary order with cons­

tant and variable coefficients, are considered In the dissertation. 

!The conditions of existence and uniqueness of solutions of the 

problems are established. The metric theorems on lower bounds of 

small denominators, which appear In the construction of the solu­

tions of considered problems In the form of series of orthogonal 

functions, are proved.
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