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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
Актуальность темы. К настоящему времени в теории приближения 

глубоко и тщательно исследованы задачи, связанные с аппроксимацией 
функций одной переменной (одномерный случай).По этой тематике, беру­
щей своё начало от основополагающих работ К.Ф.Вейерштрасса и П.Л.Че­
бышева, написаны десятки монографий. Особую роль сыграли работы А.Н. 
Колмогорова и С.М.Никольского,связанные с решением экстремальных за­
дач о нахождении точной верхней грани погрешности приближения на за- 
даном классе функций и указании для этого класса наилучшего аппарата 
приближения фиксированной размерности. Усилиями многих математиков, 
и в первую очередь учеников и последователей Колмогорова и Никольс­
кого, такие задачи решены в одаомерном случае для наиболее употреб­
ляемых классов функций. Однако оказалось, что разработанные методы 
иногда существенно используют специфику одномерного случая и не при­
годны при исследовании экстремальных задач на классах функций многих 
переменных. Поэтому естественно, что в последнее время внимание мно­
гих специалистов,работающих в области теории аппроксимации, обращено 
на экстремальные задачи приближения в многомерном случае.

Ещё одно направление, которое сейчас интенсивно разрабатывается, 
возникло на стыке теории приближения и численного анализа. Оно свя­
зано, во-первых, с оптимизацией приближенного интегрирования, и, во- 
вторых, о восстановлением значений у=Ax оператора А, когда известна 
неполная информация об элементе х. Оказалось, что разработанные ме­
тоды и полученные в теории приближения результаты позволяют находить 
в ряде случаев точное в том или ином смысле решение этих задач.

Среди актуальных задач теории приближения особое место занимают 
экстремальные задачи, связанные с приближением функций многих пере­
менных и восстановлением значений линейных операторов и функционалов. 
Исследование многомерных экстремальных задач теории приближения зна­
чительно усложняется по сравнению с одномерным случаем из-за появле­
ния принципиально новых обстоятельств, связанных с многомерностью. В 
частности,область,на которой осуществляется приближение, может иметь 
сложную структуру, что создаёт дополнительные трудности при описании 
дифференциально-разностных свойств функций. При этом усложняется и 
аппарат приближения. Поэтому в задачах аппроксимации функций многих 
переменных точные результаты известны в редких случаях, что долч̂ т 
исследование указанных экстремальных задач весьма актуальним.
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Цель работы заключается в решении ряда конкретных экстремальных 
задач, связанных с:

- приближением функций двух переменных;
- восстановлением значений линейных операторов;
- оптимизацией приближённого интегрирования, то есть с 
оптимальным восстановлением линейного функционала.

Методика исследования. Методическую основу работы составляют ме­
тоды решения экстремальных задач теории приближения функций, функци­
онального анализа, теории сплайнов и теории квадратур.

Научная новизна. Все результаты, изложенные в диссертации, явля­
ются новыми. В частности:

- найдены точные оценки одновременного приближения функций двух 
переменных и их производных интерполяционными билинейными сплай­
нами на классах функций, задаваемых модулями непрерывности;
- найдены точные значения квазипоперечников компактов для неко­
торых функциональных классов и разработан метод оптимизации ку- 
батурных формул для многомерных сингулярных интегралов с ядрами 
типа Гильберта, основанный на теории квазипоперечников;
- решена задача восстановлена* решения краевых задач Дирихле и 
Неймана с помощью тригонометрических полиномов в метрике Lp и 
найден наилучший линейный метод восстановления решения указанных 
краевых задач в метрике Lp при р=1 и р=®;
- решена задача оптимального кодирования и восстановления опера­
торов решений краевых задач по информации о граничных функциях;
- решена задача о нахождении наилучших квадратурных формул для 
сингулярных интегралов с фиксированной особенностью на классах 
функций малой гладкости;
- решена задача о нахождении наилучших квадратурных формул для 
классов функций, задаваемых модулями гладкости.
Теоретическая и практическая ценность. Диссертация носит в осно­

вном теоретический характер. Полученные в ней результаты могут слу­
жить основой для дальнейших теоретических исследований в теории фун­
кций, теории краевых задач, функционального и численного анализа.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались 
на: Республиканской конференции по экстремальным задачам теории при­
ближения и их приложениям (Киев, 1990); IV Международной научной 
конференции имени академика M.Ф.Кравчука (Киев, 1995); Международной
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конференции "функциональные пространства,теория приближений,нелиней­
ный анализ" (Москва,1995); Международной конференции "Теория прибли­
жения и численные метода" ,посвящённой 100-летию со дня рож^ния Е.я. 
Ремеза (Ровно,1996); Международной конференции по теории приближения 
функций, посвящённой памяти профессора П.П.Коровкина (Кзлуга,1996).
О сообщениями о результатах диссертации автор выступил на: семинаре 
"Оптимизация методов приближения" (руководитель член-кор. HAH Укра­
ины Н.П.Корнейчук, ИМ HAH Украины,ежегодно, 1993-1996 гг.); семинаре 
по теории приближения функций Днепропетровского госуниверситета (ру­
ководители проф. В.П.Моторный и проф. В.Ф.Бабенко; Днепропетровск, 
1996); семинаре по теории функций Днепродзержинского индустриального 
института (руководитель проф. А.А.Лигун; Днепродзержинск, 1990).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в [1-141. 
Работы 110-117 написаны в соавторстве с С.В.Вакарчуком,которому при­
надлежит постановка рассмотренных задач и выбор объекта исследований.

Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения, че­
тырёх глав и списка литературы, содержащего 127 наименовний. Объём 
диссертации - 215 страниц машинописного текста.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ
Во введении приводится краткий обзор исследований, относящихся 

к рассматриваемым в диссертации задачам, даётся описание основных
* научных результатов. Обоснована актуальность темы диссертации.

В первой главе рассматриваются задачи одновременного приближения 
функций двух переменных и их частных производных билинейными интер­
поляционными сплайнами и их соответствующими производными. Указзнше 
задачи рассмотрены на классах функций, задаваемых модулями непрерыв­
ности.

Пусть JtG(G) , где С«[0,1 IxtO,11- Через Ct r 'a>(G ) , где r.s-целня 
неотрицательные числа, обозначим класс функций /(.r.y,),обладающих не­
прерывными частными производными f a '4?(x ,y)=Gl *qf /Bx1Oyq t l t r ,  qua. 
При r*s«о полагаем С(0,0) (G)=C(G) с обычной нормой

I/Ic - IJpIcf0J ” ma^ ( \ f ( x , y ) \ : ( x , y ) t G ) .

Для функции f tC (G ) запишем полный модуль непрерывности
шр ( \ f ( x ’ , y ' h f ( x " , y " ) \ :  |у'-у'' где'

(X '  , у ’ ),(!’' , у’' HG. Модулем непрерывности / также называют функдаг
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sup ( \ f ( x ' , y ' ) - f ( x ' , у "  ) - f ( x "  , y ' ) + f ( x "  , у "  )\ :

: ( X ' , y ' ) , ( x "  , y "  )zG, IJt-JftKt, Iyt-JzttKT;
Через Wfri8jHw Cr1S=O1I, . . . )  обозначим класс функций, у которых 

производная f ( r ,a ) ( x , y ) всюду в G существует, кусочно-непрерывна, 
допускает перемену порядка дифференцирования и для любых двух точек 
( I '  ,У'  ) , ( х "  , у'1 )еС, удовлетворяет неравенству

I f ( r ‘s ) ( x \ y ' )  -  f ( r -a} ( x " , y " ) \  S Wflxt-Jt 11, Iyt-J/" |;,
где ш( t , t )  - заданный полный модуль непрерывности. ш
Будем говорить, что функция f ( x , y ) принадлежит классу Я( г,а)Н ' е, 
если она имеет кусочно-непрерывную производную f <r'a ) ( x , y ) , удовлет­
воряющую для любых двух точек ( х ' ,у '  ) , ( х "  , у "  )^G условию

IZfr-elCJ1 ,у; - / ( г -а} ( х " , у " ) \  < UjCixt-JttI; +U2Ciyt-WttM, 
где ш( ( t )  и u)g( t ) - заданные модули непрерывности.

Через IffriajHu-2 обозначим класс функций, у которых существует 
кусочно-непрерывная на G производная /fnajCJ,у ) , удовлетворяющая 
для любых двух точек M’(X',у'), М"{X'',у" )еС условию

а и [ р ( И ' ; М " ) ] ,

где p ( V ' ; t ’ ’ ) = / CJt-Jt'  ) г  + ( у ' ~ у " ) г - расстояние мевду точками 
4' и Iftt, a iD(t )  -  заданный на отрезке [о,У?) модуль непрерывности.

Через ITfr-eV *  обозначим класс функций, у которых существует 
кусочно-непрерывная на G производная f <r,a)( x , y ) ,удовлетворяющая дня
WjHX ДВУХ ТОЧЄК (X ' ,Ц ' ) ,  (Jt' , y ' ' JfG УСЛОВИЮ

IZfrvsjCJt ,y';- f <r-a ) ( x \ y " ) - f ( r 'a> ( x " , y ' ) +  ZfrtejсJt’,у*л «
< Ш,СIxt-JttM t f t-Wtt1>, 

где utCt ,1 ) - заданный модуль непрерывности.
Зададим в области G сетку Л = A* х Av, гдеЯШ Ttl Tl

Л* : X1 - t/m («=о7й»); Aj[  : у ,  = J/n (J-GTn)r 
которой задаётся разбиение квадрата G на ячейки

0UJ = Ixt 1 t Xi I X ( y } _ r y } J Ci=і , » ;  Jr=I,п) .

Сопоставим f t C (G ) функцию S, J f ; x , y ) t C ( G ) , однозначно определённую
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условиями: 1) на каждой ячейке G(̂ CI=1 ,п ) функция S f , ( f ; x , y )
является алгебраическим многочленом первой степени по х  и по у;

2) S K 1 ( f ; x t , y j ) = / (X^y j ) Ct=OTm̂ =IJTH;.
Если SlrisCrfS=O,! J-один из определённых выше классов функций, то 

требуется найти точное значение величины

Сп 'ч ) (Жг 'а) =S аир { V W f/>lc .- /ОВг,в} (1)
для IKr , q*s; 1«г+а<2, r,s=5TT, где

ffd.q> ( j ; x ,y ) = f n ‘q ) ( x , y ) ~ s{|;4jc/;x,y; ci.q=o,T;
- погрешность интерполяции билинейными сплайнами.

Порядковые оценки величины, аналогичной (1), но для иных классов 
функций, имеются в монографиях по сплайнам. Оценки, связанные с наи­
лучшим выбором точек интерполяции f ( x , y  ' многогрглными линейными фун­
кциями, содержатся в работе В.Ф.Бабенко и А.А.Лигуна. Интерполяцию 
непрерывных отображений кусочно-линейными отображениями рассматривал
В.Ф.Бабенко.Случай r=s=o для всех приведенных выше классов функций в 
задаче (1) рассматривал В.Ф.Сторчай. С.Б.Вакарчуком найдено решение 
задачи (1) для класса ITff,,;й" с произвольным полным модулем непре­
рывности (I)C*.і Таким образом, в двух крайних случаях задача (1) 
для класса Щ(г,а) і ґ  был;- решена. Оставалось найти точное решение 
указанной задачи в случаях г=г= 1, g=s=o и l=r=0, <j=s=i для класса 
їїСг"в ) І Ґ и при Kr, i«r+s«2, r=s=oTT для остальных введенных
выше классов функций. В ходе решения задачи (1) получены следующие

Теореми I.3.1 и 1.3.2. Пусть w((t),ыг(т) и w „ ( t , t j  -  произволь­
ные выпуклые мЛули непрерывности. Тогда. Оля любых т и п  справедли­
вы равенства:

£НГ l0 iH 1 * Л IffojjH ' eJ = i.j WfCtMt + иг ( і № .O O

,  -— —У Я ,

Если хе ш( (t) и «г(1 )- произвольные ладу ли непрерывности, та

f(Ifff-oV 0'"2 n I f W ^ * )
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0 »/m 0,, І/n о
= / ’/ ",(tw і- -r'S W2CUd* < %<1).

a о

При получении точных значений величины (1) для l s r ,  qKs; 1«t+ŝ 2, 
r=s=o7T на перечисленных классах функций широко используются свойства 
разделённых разностей функций двух переменных.Эта техникз даёт весьма 
удобное интегральное представление погрешности интерполяции частных 
производных функций соответствующими производными билинейного сплайна.

Теорема 1.4.1« Пусть <i)(t,т)- быпуклый лодуль непрерывностей по 
переленной т. Тогда имеет леото равенство

Fcuu же оJft,хJ является выпуклых лодулел непрерывности по переленной
t f JftO • /_

¢ (0 .1 )^ (0 . n H4j в n,j Z2IUf4̂ 41.

Одной из центральных в данной главе является
Теорема 1.4.2. Пусть ш(0)~ произвольный лодуль непрерывности. 

Тогда для любых т и п  имеет лвсто рс.венство

£< M  UgW.2J =OTitJ J QjJVtz + тг Jdtdi.

Бели же ш(в) -  выпуклый лодуль непрерывности, то для лхйых т и п  
справедливы равенства

^(.oj^n.ojgu.aj = m’J/\ [ A r T 7 7 4 n ^ ]a t ,

£fo‘n [irfo''V ' 2] = П’ ’/ П<хі[/і/4т2 f ъг jdx.
Во второй главе на основе блендинговых методов приближения (blending 
-approximation method) вычислены точные значения квазшюперечников 
некоторых классов функций. Интенсивное развитие смешанных (blending) 
методов приближения функций многих переменных в работах А.И.Вайнди- 
нера, Н.П.Корнейчука я С.В.Переверзева, О.Н.Литвина, С.Б.Вэкарчука,
W.Gordon, W.Hau(3mann, K.Jetter, В.Stelnhaua, J. Re эре газ, Е.Cheney и 
других позволило расширить рамки применения названных методов м эф­
фективно использовать их при решении задач оптимизационного содерка-
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ния. Определение понятий различных квазипоперечников компактов на 
основе блендинг-методов дало возможность перэйти к изучению тех экс­
тремальных задач теории приближения,круг которых для обычк :х п-попе- 
речников очертил А.Н.Колмогоров.

Пусть <Х|* Jx.) и (Y, I * iY) - некоторые линейные нормированные 
пространства функций одной переменной, а

V = I v ( х ) ) ш , U = In ( у ) ) пт P ii=o’ п V=O

-их конечномерные подпространства, то есть с X, Un с Y.
Выражение вида та п

Zm.JX'V) = % ( У} + Y . V» ( X ) ' U» ( y ) '
JA-=O V-O

где Гф ( X ) ) п_ и Гф ( у ) ) т_ -  наборы произвольные функций, принад-V V-O |1 |1 — о
лежащих соответственно пространствам X и У, назовём обобщенным по­
линомом, порождённым подпространствами Vm и Un .

Известно, что обобщённые полиномы указанного вида образуюгг под­
пространство

GfV ,U )  V <М + XtiU ,
'  Ir '  T i '  т п ’

где операции "©" и "+" обозначают соответственно операции декартова 
произведения и прямой суммы множеств. Обозначим

£(f,G(Yn.Un))z «  int (If-SntJf)Iz : B ^ M V ^ U J ) ,  (2)

£( П 'G(VntU J ) l, 31 зир (£ ( f ,G (V n ,Un ) ) z : /eStJ. (3)
Величина (2) характеризует наилучшее приближение фиксированного эле­
мента /€Я множеством G(7 ,U ) , а величина (3) - отклонение множестваIll Tl
Я от CfVintUnJ в нормированном пространстве (Z, \’lz)

Для центрально-симметричного множества Я с Z величину
« ( Ш . в С Г ш Л п ) ) к  : Vm  с  х, U n  С  у ;  (Д,

называют квазипоперечником множества Я по Колмогорову.
Величины, аналогичные (4), изучались в работах В.Н.Темлякова и 

М.-В.А.Бабаева. Точные значения квазипоперечников некоторых фунюрто 
нальных классов найдены О.Б.Вакарчуком.
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Пусть in -множество натуральных чисел, A=(o,2icl, A2=Axft, Lg(L s )  
- множество 2тс-периодических по каждой переменной функций f ( x , y ) ,  
для которых

Через L ^ a(As )  ( г  ,вен ) обозначим множество функций /еС(Аг ) , у 
которых f <v* } ( x , у)еС(Аг ) Cv=OTrrT1 J1=0,S-1 ) , производные f <r* } 

O=o,s-1 ) , f (v'B )( v = o , r - i ) всюду на A2 существуют,кусочно-непрерывны, 
допускают перемену порядка дифференцирования, а Zrne-1

Для произвольной функции Z tL g(Az ) определим модуль гладкости

Пусть Qj (X ) fTX3;J=i, г ) -  пологительные неубывающие функции,удов­
летворяющие условию Iim Ф ,(х )= Ф , (о )*0 . Через )  ( r , s & * ) обо-Ж* Л * * г** ,#<г
значим множество функций f t L z ‘m( Ae) , для которых f <r,a> при o<u,v&x  

У.ППВ-ЛеТВСфЯЮТ условию

Теорема 2.2.1. Пусть функции Qj  ( х )  (J=I ,2 )  удовлетворяют уоло-
6 USU

при мпбиі: хе(0,г%1  и р.чз. Тогда при всех m,new справедливы равенства

Иг = ( I/(х,у)\гахйу]'/г <Л

г д е

Utt( S V r Oe ) = sup f ( x , y ) l £ ;|t|« в,,И1« Ogh

b * * f ( x , y )  = Y j Y .
V=O U=O

4ШГ Iff ш1/ы(/<г,а}Ил)^ви^>вИЩ><и&х к Ots(U)-Qsg(V).
О  О

.г/Ъ ,* (г ,а ).

_ м  f (1 -a oa n tr ,n t fK ;  ff-cosntj" й  j ■
I 2 ,Tlt>IC.

ф*Cp^-J1V  J-cost Jj,. s in ft/pjat к ац’Ф^гх;

d,2п~1 ,Zn-1

В

Обозначим



Пусть Wj(X) (XX) ;J=1, 2 ) - произвольные выпуклые возраставшие фун­
кции, для которых Iim ® (X)-=W (O)=O. Через ( ?) fr.sfw; обоа-

X* о '

начим класс функций f t L ^ ' a( Иг ) , удовлетворяющих при o<u,ixs?-% условию 

J I  t f , ( f <r,a); t , TXtttix S Vz1( U ) ^ l ( V ) .
О  О

Теорема 2.2.2. Пусть Оля любоео заданного (0,13 и Оля всех 
\Ю, хе(0,1с) функции Wj (X )  (J= ̂ f г )  удовлетворяют условиях

*JXf f-coat sS 41 (Xj ;) 1-cost;fedt.
1 о J o

Тогда для лавих тгпе»  имеет место равенство

V ySrb с V /M ъ л~’/г г 1*/п ь ’>-,/г* -  • "‘с ------  — З - .Г  J r  ( 1 - o o m t )  d.t 1 «Г J ( f—cosFiT/ (1т1
£**mr»ne 1 о } '•о }

Через К^'в(Ьг )  ( г , StiN) обозначим множество функций /еСг','я_! Â2J, у
которых частные производные (ц=371.>, f (v‘a ) ( v^oTr) всюду на Л2
оуществувгг, кусочно-непрерывны, причём

IzfrtejIw * аир { \ f ( r 'e } ( x , y)\: ( x , y ) t b z}  *  1,

a f r ,m(be ) означает класс функций, тригонометрически сопряжённых по 
обеим переменным с функциями /е(Гг'в(Д2 .̂

Сформулируем основной результат из параграфа 2.3.
Теоремы 2.3.1 и 2.3.2. При любых m,п,г,sew справедливы рпвенств-і

<^(С*Г^,0ГА̂ ) - V V fr1P P r1P  

* v v f ^ p p r p
где [ь] - целая часть числа Ь ; Kp, Kp -  канстаюы Фавора.
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В параграфе 2.4 второй главы рассмотрена задача построения ку­
батурных формул для приближённого вычисления многомерных сингулярных 
интегралов с ядрами Гильберта.Предложен метод оптимизации кубатурных 
формул, основанный на теории квазипоперечников и аналогичных идеях 
конструктивной теории функций. Отметим, что изложенный оптимизацион­
ный подход к приближённому вычислению сингулярных интегралов ранее 
нигде не рассматривался. Все известные автору результаты, в основном 
работы Б.Г.Габдулхаева и его учеников, касались лить построения кон­
кретных кубатурных формул на определённых классах функций.

Пусть Xg - банахово пространство вещественных функций f ( x )  =

=/ ( x ) f x s , . . , х д ) 2 тс-периодических по каждой из переменных Xj (J=TTs ) ;

Xfjj - банахово пространство функций f ( x f , . . . , x j _ i rx j+1 , . . . , x a) ;

U i f ’с х (т €«)- подпространство размерности т. с базисом' J  J

(tyCJ)( x ;]• J (J=TTs). Полагаем 1 J >м=о

G Гг/ ’ >........IZfs-1I -  х ( п  ® а<п  + .. .+  х ( в > ® Ufs j ,BXl т ̂ Jt 3-1 Tti J B-I Hla
где операции "®" и "+" обозначают соответственно декартово произве­
дение и прямую сумму множеств. Элементы множества Cg можно предста­
вить в виде обобщённых полиномов порядка Bijj » fm( ,тг , . .. ,та) ранга 
в-1 , линейно зависящих от функций з-1 переменных

та,
( а - П  <J> -  <J>
eH (х) ” 1 L  %  ' W V  fV*

a J*:1 bj^t J J

где <p'̂  € X(J _ ) ;  Xa-Xj  = (X1... X j _ r x j + ,... V *

Пусть - множество непрерывных операторов, пе-
ретодящих Xa в Ce. В многомерном сингулярном интеграле Гильберта

1J  - = —Ч -  [ /«*)• П ctg do,3 (ZTl)* J J=J гQ
Я Ч  3где Q = П do ■= П do., понимаемом в смысле главного значения

J= і 3
ао Коши, аппроксимируем его плотность / различными выражениями вида

10



За кубатурную формулу для I J  = I B( f , x ) принимаем вираже-
а О о

ние Jm / = Im ( f , x ) » I  } ( f ) , x \ . Для характеристик качества
а а  „ а '- я

квадратурной формулы Im / для Is/ на множестве SJcXa примем величину
S

OTTa; P f °  к * . * • xB
mJ tM сК!И

"  а я

где й(т;Оя{ ^ Ъ ^ , } ; ^ , а'П ] = sup { J v  - Zw /| :/«}.
9 а 9

В случае, когда множество £^9~г; состоит только из линейных
•9

непрерывных операторов, отображающих Xa в Ggt вместо (Vi9Xa) пишем•» в
Rm (И,X Если же есть множество всех линейных непрерывных

з а  в

проекторов ,переводящих X в Ga, то используем обозначение Hw (Vt9Xa).
а

Пусть ® с Xs - класс функций, тригонометрически сопряженных к 
элементам класса Rc Xji, а Sc Xs - класс функций, тригонометрически 
сопряжённые к которым входят в Ш. Символами (Im Ш,Х .), Om CBl,X

■3 9■я̂ (%,Х ) обозначим соответственно колмогоровсккй, линейный и проек-
ацишннй квазипоперечники til).
Теорема 2.4.1. Пусть Xa - одно иа пространств Lp(O^ )t 1< р <г «,

или C(Qa) ,  класс B c X j U соответствуйте елу классы B u i  .чбляотся 
компотными,а оператор Ia действует в пространстве Xg. Тогда

Fw (*,хя) - а„ (i.xm). Hw (m.xj - r».xaj.
aK J  a 9 9

Чн t*'1»} - « ’V *  І  (®-xJ “ 3W ( * • * , > 'mK J a a я

4 (*'1-) - rVj*'1.*' іД*л) * v * " v '
где - (mr . . . , m a) ;  ( J = u a ) ) .

11



Ъ  [ *Л<У’С«У) = ¾  [ V ^ V - cM  - п кr [ n y i * * p .S в Jж I J

Rw [i4iy,crry] . RmJ i r V y , еду] « Д  е [f«/i;/a]"r‘'.
где [ • 1 - целая часть числа, а К , К - конежхнш Фавора.

J J
В третьей главе диссертации, состоящей из восьми параграфов, 

рассмотрен вопрос оптимального кодирования и восстановления решения 
краевых задач по информации о граничной функции.Краевая задача Дири­
хле для бигармонического уравнения формулируется следующим образом: 
требуется найти бигармоническую в единичном круге Tfc{ (£,y) =
= P8 <11 функцию u ( p , t ) (OSp<n, OSt«TC), удовлетворяющую уравнению

д2и=[ & +р +ї* Я ucp,t) *°* {б)
для которой

Ou(p>t ) *
ufp.Ulp,, = 8(tJ, — -- |p.i “ °* (б)

Решение задачи (5)-(6) существует и задаётся формулой 

u ( p , t ) =.* u ( g , p , t ) = ^ ( t -u igCuJdu,
о

I'де ядро Kp( t )  определяется равенством
(1 -ps ) z (1 -pooat ) . £,, .  ̂.

l L ( t ) ------------ 5-j- - i f  + (1-р г )Ь/гI PfcCoaftt.T 2(  1-Zpcoat+p )  * J
Краевая задача Неймана для уравнения Лапласа ставится следую­

щим образом:найти гармоническую в единичном круге Л функцию UjCp1U  
, CXtSJt.), удовлетворяющую уравнению

“  - (¢1 ' 5 Ip * & ) “>'*•»> ■ 0 171
и двум граничным условиям

Ou., 2*
Spi I^, -Vft;.  /WtAU -  о. (8)

Решение задачи (7)-(8) определяется с точностью до постоянной
и яада&тся формулой:

Следствие 2.4.1. Справедливы равенства

12



1 2s
U1( P t t )  =: Ut ( ip ;p , t ) « G1 + i’J ФрГі-т;фСт:;йг, C1 « const,

O

где ®pfU » ̂  g-cos&l, Скр<1.
&— f

Отметим, что для выяснения дифференциальных свойств бигармониче- 
ских я гармонических в единичном круге функций, с целью приложения к 
теоремам вложения краевые задачи (5)-(6) и (7)-(8) были исследованы 
Т.И.Амановым и Я.0.Бугровым.

В диссертации рассмотрен вопрос нахождения точних значений наи- 
лучших приближений ядра и решения краевых задач Дирихле к Неймана 
тригонометрическими полиномами. По заданной информации о граничных 
функциях находится наилучший линейный метод восстановления решения 
указанных задач в метрике L при р=1 и р=®. Пусть 

*  'Ubri£п- 7 { Tn - i ( t ) :  = г2 * Y .  (a kc° 3kt * f̂eslnj2tЛfc= I
Величина En(ip)p = Inlfltp-Tn f |р: Тп_>е щ п_1) есть наилучшее прибли­
жений функции <р( t )  множеством Ш^п_ г в метрике Lp (1 ).

В ходе изучения вопроса о восстановлении решений указанных кра­
евых вадач тригонометричесшши полиномами важную роль играет

Теорема 3.3.1. Для всех new и ре Co,1 )  справедливы равенства 

1W t  = 4arctgpn + 2 ( 1- р 2 )прп (  Upsn )~\ 
ш D(Zv+1 )п P

W ,  ■ і
V=O * о

їеореиж 3.3.2. Для всех new и р е (0 ,1 )  при P=1 и Р=ш илеш  
явспю соотношения

1 * ! %  B^(Ufg,P',J]p = ^ r c t 8Pn + ^ d - P 2 )прп( U p stnг 1.
^ Л

Аналохтные утверждения в параграфе 3.4 доказаны для нзилучших 
односторонних приближений ядер и решений указанных краевых задач.
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В §3.5 рассмотрены вопросы восстановления реиения задач (5)-(6) 
и (7)-(8) тригонометрическими полиномами вида

а -А. п~/
Tn 1 (u(4>;p,’ ) , K t )  = + ]Г xHfaKcosftt * b*3inStt; <9)

Ь=1
в метрике Lv (1«рФ°),когда известны значения первых 2п-1 коэффициен­
тов фурье граничной функции <pf t ) :  ab(cp) fk=o,n~i .), b^fip) (fe=t ,n-1 ) .  
Приведём, например., результаты, подученные для задачи Неймана.

Теорема 3.5.3. Для погрешности восстановления решения u t ( ( p ;p , t )  
задачи Неймана ( T ) - ( B )  тригонометрических полинома» (9 )  в  яетрине 
Lp (-\$р$») справедлива оценка

sup ini Ци. «р ;р ,  •)  -  T A u  (ф,-р, »ІФI <1 X р
P P

аир \>и,(ч>;р,>)- Тп І ( и І (ч>;р,>) , і і ° )\р < £ (10)
lvlP*' о

где век»юр ц° *» f )  определен равенствами.

ИLo - Y.(~1)m4̂ ar И Й’
San

Btsl
p2an+k pZan-k

“ Й * Y j  ' t 2snffe + 2sn-k )

H P „2n+fc- I . _£?n-e- 1
- W  —  *• »***>•

O
Неравенство ( IO )  неулучшаело при р=1 и p=®.

Использование тригонометрического полинома (9) позволяет по­
лучить также следующее утверждение

Теорема 3.5.4. Справедлива долее тонкая оценка

< ( I 'H ^ l 'V ’V <” >t O }
Сущеапвует функция <PatLp (1Кр&>) с нормой ІФ0 Ip Оля KamopoQ в

(II) щ.и р«1 U р=<я ил?ет лета знак равенства.
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В параграфе 3.6 рассматривается вопрос восстановления реяения 
задач Дирихле и Неймана по усреднённым значениям граничных функций.
В параграфе 3.7 рассмотрена задача оптимального кодирования и вос­

становления значений операторов, общая постановка которой принадлеж­
ит Н.П.Корнейчуку.В другой постановке,задачи оптимального восстанов­
ления линейных операторов и функционалов рассматривались в работах
0.В.СтечкинаД.С.Бахвалова.Ю.Н.Субботина, В.В.Арестовз, А.Г.Марчука, 
К.Ю.Осшенно, В.Л.Великина, А.А.Лигуна, А.А.ЖенсыкЗзева,А.И.Гребен­
никова, В.А,Морозова, С.Б.Вакарчука и других. Задача оптимального 
кодирования в общей постановке сформулирована в монографии В.Ы.Тихо­
мирова.

Пусть X w T  -линейные нормированные пространства, А -линейный 
непрерывный оператор из Jt в У, Ifjj -набор заданных на X* линейных не­
прерывных функционалов , pz,... ,Jiff, где X* -пространство, сопря­
женное к К. Каждому XtX сопоставим вектор инфорлации

T (XfUn)  = ( V 1( X ) f VL2( X ) ........ IisW J ,  (12)
который можно рассматривать как кодирование элемента х  точкой из кя. 
Если Si - некоторое ограниченное множество в X, то положим

GOt ,А,Шя ) г  - sup ЦАх -  AyJy; х.уеЯ, T(XfVv ) = Т(у,Ыя) ) .

кя( Я ,А ,Г )  = In I {0(Я,А,Ыя ) г  : HN<=X*>.

Если 31 - выпуклое центрально-симметричное множество в X, то
С(Я,А,Мя ) г  = 2'3up f JArJy : хеД, T(XfUs )=O).  (13)

Пусть 4 -  Ag  -оператор свёртки с гтс-периодическим ядром K ( t ) .  

Полагаем / » A^ = 2*<р, если
, Zt

f ( t )  = : к а - ъ ) ’<р(х)0л:. (14)
О

Как правило, априорная информация о функции <p(t) задаётся классом
Ap(K1) - Г<р: чиК(«ф, |ф|р <1),

где Kj - некоторое другое ядро. Очевидно, что Mp(K1)- выпуклое цент­
рально-симметричное множество.Пусть вектор информации (12) имеет вид

■ ^ 0 ( 9 ) ^ , ( 9 ) , - - - , ^ . , ( 9 ) ^ , ( 9 ) , - - . . ^ , ( 9 ) ) -

Тогда согласно (13)
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g[VV-V*L-,)p = I^jAf-tW-Ĉtlp **Лр(*,), <p I B*n_,}.
Если Kf ( t )  = Br ( t )  -  многочлен Бернулли, то, как известно,

Mp(K 1) = Mp(Br ) = Ifrp (г=1,2...
В случае K=Kp и К-Фр справедлива следующая

Теорема 3.7.1. Для всех г=1,2,...; реГ0,1.) при р=1 и р«» спра­
ведливы неравенства

-1¾- Ьр) s “К- V  '
и (Zv*1)n И D (Zv+t)n

т Z T - t ' Y  (~1 )9 ( г * 1}—----^7 + -Т Г Г Г (1 -Р г > Т  ( - 1 ) v ( r + ' > ---- -,TC *ПГ I-* (2V+-\f* Il Tl f2V+1 ;грягО
со п(2р+1)п

' К * \ ' Ьр]^ с (*Ур"4Фр’*гп-»]р * *гпг+' £ /  rawi;r+e •

В этом же параграфе рассматривается интерполяционный метод IfJn 
восстановления в метрике Z.pfi;$p$»J свёртки (14), где Kft  ̂есть любое 
из ядер Kp( t )  или Фр( t )  по информации

T((V’Mln> = (^sx7n + cpeffP"
Теореме 3.7.2. Для всех г=1 ,2,..., pefo,i;, u i«f*jn> справедливы

неравенства

^ K - ьр) < cK- V  iU p <*•^rip-

^nK  \  iJ 5 gK  V  *У» * 'blrtR r ^ p -
где <PrKr(t) - идеальный сплайн Эйлера.

Прі г~1 и р=в справедливы более тачные результаты:

»“ (•:■ с) « oK  V  *У0 -

, i j  .

16



2 p(2v+1)£n

ТО (ZV+1 ґ^nK  Ч’ cI * 0K  \ -  *Ц ”" V=O
В последнем параграфе 3.8 главы 3 результаты о приближении функ­

ций билинейными сплайнами из главы 1 используются при восстановлении 
решения краевой задачи Дирихле для шара. Г Гри этом доказывается, что 
погрешность восстановления решения указанной задачи совпадает о по­
грешностью приближения билинейными сплайнами.

Четвёртая глава диссертации посвящена экстремальным задачам те­
ории квадратур. Пусть Л - некоторый класс функций f ( t ) ,  определённых 
на отрезке 1а,Ъ]; q(t) - положительная суммируемая на (а,Ъ) функция, 
удовлетворяющая условиями ) q(t) непрерывна на интервале (а,Ъ); 2) 
q(t) монотонна в окрестностях точек а и й.если она там неограниченна.
Набор узлов T= attf<te<...<tn&  и коэффициентов P= {рь}ь=г(
определяет квадратурную формулу

Ъ Ti

\ q ( t ) ’f ( t ) a t  = Y j PkiZ f V  + Rn( f : 4 ; T , P ) , (15)
о. 1

R^C&;q;T,P) = aup |jRnfZ;q,3\PJ|: Zcw} (16)
определяет наибольшую погрешность квадратурной формулы (15) на функ­
циях класса Ж. Требуется найти величину

е_ m : q )  = Inf R m ; q ; T , P ) , (17)* ( T tP )  п
а также указать вектор» узлов и коэффициентов

р’ = fc}L,.
для которых в (17) достигается точная нижняя грань, то есть

£nCR;q) « ,Р * ) .

Постановка этой задачи и первые основополагающие результаты при­
надлежат О.М.Никольскому. Задача (17) в случае q(t )&1 для различных 
классов функций исследовалась многими авторами.Наиболее существенные 
результаты принадлежат Н.П.Корнейчуку, Н.Е.Лушпаю, В.П.Моторному, 
А.А.Женсыкбаеву, А.А.Лигуну, Б.Д.Боянову, В.Ф.Бабенко, К.И.Осколкову 
И многим другим.Результаты этих и других исследований приведены Н.П.
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Корнейчуком в дополнении к книге С.М.Никольского. Тем не менее,суще­
ствует ещё много классов функций и определенных интегралов, для ко­
торых задача (17) не решена. К их числу относится,например, задача о 
нахождении оптимальних квадратурных формул для сингулярных интегра­
лов с фиксированной особенностью следущего вида:

J t (CXstH) (їв)
о t a

на классах Ift r i Lp •=: fll r ) Lp(1 ;0 ,1 ) . I S р ̂  ®.
Для интеграла (18), желая указать зависимость квадратурной форму­

лы (15) и погрешность (17) от параметра s (CKssl) , запишем их в виде
1 Tl

j  =  Yj p * 'f ( t *> * Rn , ( f ) '  <1 9 >

О

£ [e )C&;q) = InI r ‘ 3 )№ ;T ,P )  
n  ( T ' P )  n

Пусть H1* :H 1(1 ;0 ,1 ) - класс функций, удовлетворяющих на отрезке
[0,11 условию Ясно,что И'а-Н 1.

В следующей теореме для интеграла (19) при s=1 на классе H1 найдена 
оптимальная квадратурная формула с фиксированными узлами на концах 
отрезка интегрирования (квадратурная формула типа Маркова).

Теорема 4.2.1. Пусть e=f. Тогда среди квадратурных формул типа 
Маркова оптимальной для класса H является форлула

р Щ „  , Yj
O fc=r/

погрешность которой равна

C l n (Hf ) - Cji n OI1L J  - In( 1 Л ) .
Tl П W »•

Для произвольной положительной весовой функции q ( t )  и Ж » Htf п  
доказано следующее общее утверждение.

Теорема 4.Э.1. CjpeOu всех квадратурных форлул вида ( I S )  наилучшей 
Оля класса lt(1 ,L (1 ;0 ,1 ) является форлула

1 П

\q(t)f(tm - R -w V 'Jy fV  *І



где уялы t определяются из системы

FftfeJ - 3n^ il-FfOJ, ffe=TTnJ; FftJ = JqfuJdu.

При эта., £ffff,Jb;q] - ^  - gl.jqftjdt.О
Теорема 4.3.2. Среди, квадратурных формул вида (19)  при. qftj=t“s, 

0$в<1, нашучшей на классе Wn  }Ъ является квадратурная формула

И = 4” • 7 ^ ' І 't Pfe1)7̂ )'о 1

погрешность которой равна = -sTh '

Аналогичные утверждения доказываются и для весовых функций qft J=
=f 1- t s ) ~ 1/s, q ( t J= ( t ( 1 - t ) Г 3, CKs<1, Si результаты всех одномерных 
теорем соответствующим образом обобщаются на двумерный случай.

В параграфе 4.5 рассматривается вопрос оптимизации квадратурных 
формул для регулярных интегралов на классах функций, задаваемых мо­
дулями гладкости. Пусть u>2fOJ - заданная положительная функция, удо­
влетворяющая условиям:

шг ( OJ « О ,  О S Ug(Ol) < W2CO2J, О Й ,SOe ; (20)

О S UgfO2J -  (Ogfaf J S IDgfCg-Ol J, OSO1SO2 ; (21)

ItV V  ♦ W  - г*«*[-^ЗгЧ I « . (22)
wJ.Вудам говорить, что функция f(t)zH ( а , Ы , если её модуль глад­

кости ше(0,/J sup̂  j/ftfhj- Z-f(t) +■ /ft-hjJcfaibj удовлетворяет

условию d)£fO,/J « UgfOJ, где WgfOJ- заданный модуль гладкости, удов­
летворяющий условиям (20)-(22).Соответствующий класс 2іс-периодических

гМ-
функций обозначим H . Заметим, что если w.fOJ « О , Orouct, то класс шо “
В 2 совпадает с классом Зигмунда 2а = ̂ *Га,Ъ), Orost.

В квадратурной формуле (15) полагаем qftjst и при вычисленииш0 ~w,величины (17) в качестве Ж берём If *■ и Я .
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Теорема 4.5Л. При q ( t )= 1  среди всех квадратурных формул вида 
(15 ) ,  для которых выполнены условия

к п

tb = a + Y  Pt ~ Pj/2' fft-TTnJ, ^  Pjl - Ь - а,
Isl к*I

wPнаилучшей для класса H являеіиая формула прямоугольника 
Ь и
^ а х и  = ^.£/(а*ї£ї.Г2ім;) * Rjf).
а k-1

При этол
ш (ь-а )/гп  (Ь-а)/г

£п[н г] - п.I Ue( t ) d t - I u2( t / n ) i t .
О  О

Теорема 4.5.2. При q ( t )з1 среди всех квадратурных форлул вида 
(15 ) ,  Оля которых выполнены условия

Ь п
t, - О, t n -  21С, t h - У  P1 -  PtlZZ, Cte-TTп ) .  P 1 -  Pn . £  Pb - а*. 

1.1
~ы,

нпилучыей для класса И является формула трапеций 
г% n - t
Itnm - St-(!WiU m . у  ,pgfi) ] , RJ,,.
Ъ

При т OA £) ' J w2 ̂fb tat'

Из теорем 4.5.1, 4.5.2 в качестве следствия при b3g( t ) - t a, CXOiU 

получаем результата работа М.Б.Аксеня для класса Za.
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИИ

1. Найдены точные оценки одновременного приближения функций двух 
переменных и их частных производных билинейными интерполяционными 
сплайнами и их соответствующими производными на классах функций, 
задаваемых модулями непрерывности.
2. Найдены точные значения квазипоперечников для некоторых 
функциональных классов и разработан метод оптимизации кубатурных 
формул для многомерных сингулярных интегралов с ядрами типа 
Гильберта, основанный на теории квазипоперечников и аналогичных идеях 
конструктивной теории функций.
3. Решена задача восстановления решения краевых задач Дирихле и 
Неймана с помощью тригонометрических полиномов в метрике Lp ( 1ф&> ) 
и найден наилучший линейный метод восстановления решения указанных 
краевых задач в метрике Lp при р«1 и р=ш,
4. Решена задача оптимального кодирования и восстановления значений 
операторов решений краевых задач по дискретной информации о 
граничных функциях.

б. Решена задача о нахождении наилучших квадратурных формул для 
сингулярных интегралов с фиксированной особенностью на классах 
функций малой гладкости и для регулярных интегралов на классах 
функций, задаваемых модулями гладкости.
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учёной степени доктора физико-математических наук по специальности
01.01.01 .-математический анализ. ИМ HAH Украины, Киев, 1996.

Диссертация посвящена исследованию некоторых конкретных экстре­
мальных задач, связанных с приближением функций двух переменных,вос­
становлением значений линейных операторов, опре делящих решение кра­
евых задач и оптимизацией приближенного интегрирования. Найдены точ­
ные оценки одновременного приближения функций двух переменных и их 
производных интерполяционными билинейными сплайнами на классах функ­
ций, задаваемых модулями непрерывности. Вычислены точные значения 
квазипоперечников некоторых функциональных классов. Решена задача 
восстановления решения краевых задач о помощью тригонометрических 
полиномов в метрике Lp(1$p&>) и указаны наилучшие методы восстанов­
ления при р=1 и р=оо. Найдены оптимальные квадратурные формулы для 
сингулярных и регулярных интегралов на некоторых классах функций.

Shaboxo? M.Sh. "Approximation of functions of tiro vaiables and. 
problem recovery of the values of operators and functionals". Thesis 
for a doctor of Physical and Mathematical sciences on speciality
01.01.01 - mathematical analysis. Institute of Mathematics of the 
National Academy of Sciences of Ukraine, Kiev, 1996.

This thesis Із devoted to the investigation of some concrete 
eitremal problems connected with approximation of the functions of 
two variables,with recovery of the values of linear operators defin­
ing the solutions of boundary-value problems end with optimization 
of approximate Integration for classes functions having small smooth­
ness. For classes of functions defined by Dodulus of continuity the 
exact estimates of 9Unultaneous approximation of functions of two 
variables and the its derivatives by bilinear Interpolating splines 
are found. The exact values of quaslwidthes for some classes of fun­
ctions are calculate. The problem of recovery of solutions of bound­
ary-values problems by trigonoeetric polyncelale Is solved In Lp and 
the beat methods of recovery for p»1 and p=» are indicated. For the 
some сіаззез of functions the optlnal quadrature formulae for singu­
lar and regular integrals are found.
Ключенне слова: билинейный сплайн, хвазипоперечник, квадратурная 

формула, сингулярный интеграл.
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