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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми: Метод операторних тотожностей був вперше
застосований В А. Амбарцумяном при вивченні проблем астрофізики. Потім 
С.Чандрасекар, В.В.Соболев, В.В.Іванов застосували комутаційні 
співвідношення для розв'яжу інтегральних рівнянь, які виникають в задачах 
перенесення випромінювання та розсіяння світла. В ціх роботах
використовувався тісний зв’язок інтегрального оператора з різницевим ядром 
та оператором диференціювання, тобто в комутаційному співвідношенні був 
присутній необмежений оператор, що приводило до істотних труднощів при 
побудові загальної математичної теорії.

Найбільш важливий внесок до цієї тематики зробив ЛА.Сахнович. який 
SanponoHj1BaB замість оператора диференціювання використовувати
несамоспряжений оператор інтегрування. При цьому Л.А.Сахновичем 
розглядався клас рівнянь вигляду

який являється найбільш загальним видом рівнянь BiL2 з різницевим ядром. 
Це дало можливість Л.А.Сахновичу з єдиної точки зору дослідити різні види 

рівнянь з різницевим ядром як першого, так і другого роду.
Основна ідея метода операторних тотожностей Л.А.Сахновича полягає в 

доведенні скінченномірності відповідного комутаційного оператора. В цьому 
випадку обернений оператор до даного будується за допомогою функцій, які 
визначають виродженність комутаційного оператора.

В роботах І.І.Кальмушевського, А.Б.Нерсесяна, ОЛ.Сахновича, 
та ін. метод операторних тотожностей був застосований до 

систем інтегральних рівнянь з різницевим ядром, до суматорних рівнянь з 
матрицею коефіцієнтів Тьоплиця, двовимірним інтегральним рівнянням, а 
також до операторів з квазірізницевими ядрами.

Треба зауважиш, що вже в роботах ЛА.Сахновича рівняння 
розглядаємого вигляду грають важливу роль як в теоретичних, так і в 
застосовних задачах. Важчиві конкретні приклади були розглянуті в класичній

Sf  = ^ -  ] S i x  -  t)f{t)dt = *><*), dx[

- З  -  1 ЛНБ ім. Б
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роботі ЛА.Сахновича11 . Все це досвідчує про те, що проблема обернення 
інтегральних операторів методом комутаційних співвідношень є актуальним 
напрямком в теорії лінійних операторів.

Мета роботи. Вивчення задачі обернення деяких нових класів інтег­
ральних операторів методом операторних тотожностей.

Метопи дослідження. Використовуються методи теоріі лінійних 
операторів у гільбертовому просторі та метод операторних тотожностей.

Наукова новизна. В дисертаційній роботі роняя нуго нові класи 
інтегральних операторів, доведена скінченномірність відповідних 
комутаційних операторних співвідношень та досліджена структура оберненого 
оператора. Розглянуто питання про скінченномірність узагальнених 
комутаційних тотожностей. Отримано зв’язок між скінченномірніспо 
узагальнених операторних співвідношень та умовами на ядро інтегрального 
оператора. Введені поняття узагальнених розв’язків інтегральних рівнянь. 
Вивчена задача обернення векторних інтегральних операторів на основі 
операторних тотожностей та на основі узагальнених комутаційних 
тотожностей. Одержано диференціальні рівняння для ядра оберненого 
оператора.

Практична та теоретична цінність. Дисертація має теоретичний характер. 
E результати можуть знайти застосування при дослідженні конкретних 
інтегральних операторів, при розв’язку задачі фільтрації та прогнозу 
нестаціонарних випадкових процесів і сигналів.

Атгообапія роботи. Результати дисертації доповідались автором на 
Міжнародному симпозіумі “Методы дискретных особенностей в задачах 
математической физики” (Харків, 1993 p.), на Міжнародних конференціях, 
присвячених пам’яті акад. М.П.Кравчука (Київ, 1995, 1996 pp.), на

” Саиювич JIj I. Уравнение с разностным ядром на конечном отрезке.!Успехи мат. наук.- 
19S0. -T.35.Bun. 4. - С. 69-129.
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Всеукраїнської конференції “Розробка та застосування математичних методів у 
науково-технічних дослідженнях” ім. проф. П.С.Казімірського (Львів, 1995 p.), 
на Міжнародній конференції “Краевые задачи, специальные функции и 
дробное исчисление”, присвяченій пам’яті акад. ФД.Гахова (Мінськ, 1996 р.), 
а також на Всеукраїнському семінарі по математичному моделюванню (Херсон, 
1996 p.)

Публікації. За матеріалами дисертаційної роботи опубліковано 11 
наукових праці>, список яких подано в кінці автореферету. Роботи [3-9] 
виконані самостійно.

Огпуктупа і об’єм роботи. Дисертаційна робота складається із вступу, 
чотирьох глав, розбитих на параграфи, висновків та списку літератури. Об’єм 
дисертації — 126 сторінок машинописного тексту. Бібліографія складає 58 
найменувань.

ЗМІСТ РОБОТИ
У в с т у п і  подано короткий огляд теми дисертації, ї ї  загальна 

характеристика та викладено основні результати.
У першій главі вивчається задача обернення скалярного інтегрального

оператора в L2(о, оа) на основі комутаційного співвідношення AaS  -S A 0=ft. 

Істотну роль в побудові оберненого оператора грає скінчеішомірність 
відповідного комутаційного оператора.

В §1.1 доведені:
Теорема 1.2. Для будь-якого обмеженого оператора S  вигляду 

S f  = Lx(c c ) ] s ( x , f ) f№
O

з ядром S(x ,l  ) , яке задовольняє диференціальному рівнянню 

(Lx(a ) -L ,(<x))S(x,t) = 0,Lx(a) = +сс^- ,
OX o x

має місце співвідношення

(A0S - S y C ) / = ] (Mi(X)+ I ^ - M i (X)+М,(() +b l Z M ,(t)}f(t)dt,

-  5 -



Де

A0 = Z;1 (a), M1 (X )  = S(x,0),M2(*) = S 1(Xfl)tM iU) = -S(0,t),MA(t) = - S '(0,0, 

a / ( / )  є І 2(о,со).

Наслідок 1.1. Якшо оператор 5  має обмежений обернений T , то

(TA0 -  A ' ,D f  = J R(x,t)f(t)dt,
о

4 . —
де R ( x , t ) = ^ P * ( tX Q1(X) , крім того, для PiyQi , (* = М) ,

/=1

виконуються співвідношення: вигляду

S-P1 = I1S-P3 = M3-(Z)1S-P3 = Ml(I)1S-Pi = і ^ 1 ,
а

Se, = M i(X)lSQ2 = 1,S(23 = — ,Se4 = М 7(х).
а

Структура оберненого оператора досліджена в теоремі 
Теорема 1.3. Якщо оператор S обмежено разом зі своїм оберненим та 

існують функції Pi, Qi , (і = 1,4) , які задовольняють співвідношенням,

сформульованим у наслідку 1.1., то для оператора T  = S 1 має місце зображення

Tf =Lx(a)]m L,(-cc)^(x ,t)d t,
O

де Ф(х, /) виражається через ядро оператора 

R = TA0 - AIT, f  (t) ^ L 2(OiU).

В §1.2. введена множина D узагальнених функцій f ( x )  : 

/(-*) = y8(x) + p8(oo- х ) +  g (x),g(x)  є £ 2(о,со) , а 8(х) — дельта-функція 

Дірака. Результати §1.1. перенесені на випадок функцій / ( х )  із D .

В §1.3. як приклад розглянуто розв’язок задачі фільтрації нестаціонарних 
випадкових процесів, яка приводить до обернення інтегрального оператора 
Вінера-Хопфа.

В §1.4. результати §1.1. застосовуються до рівняння зі спеціальною 

правою частиною вигляду S f  = еікх . Одержано явний вигляд розв’язку цього 

рівняння.
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В главі 2 на основі комутаційної тотожності S  - T S T  = Р^яка вперше 

з’явилась при дослідженні проблеми стійкості руху, вивчається задача обернен­

ня оператора Sf = - 3 - J  J S(x, t)e<h*h)f  (J1, t̂ )dt2dtx,
дхх дх2 о о

коли S(x ,t)  = e**‘S ( x - 1) , де 

х = (Xj, х2) = (^iJt2),x — t — (Xj — Z1 ,X2 — t2) , f ( t i »̂2) є -̂ j2 >

U  = {/:0 < Z1 < G)j,0 < /2 < ffl2} — прямокутник на площині. Структура 

оберненого оператора досліджена за допомогою двох комутаційних
Л

співвідношень: S - T i STi =Pi J =  1,2 , де

T J  = /(X11X2) -  2J ex̂ f ( t y , x 2)dtx,
*1

T J  = /(* і,* 2) - 21 е^-'J ( X ^ t 2)Cit2.
х 2

В § 2.2 одержано явний вигляд розв’язку рівняння зі спеціальною правою 

частиною вигляду SB(x, X) = е(1+Л)ж.

Глава 3 присвячена розгляду узагальнених комутаційішх співвідношень

A S - S A '  = P jA S - S B = P ,  де A = A 2t j B  = A0, S  -  R ST  = P jS  -  RSR ' = P 

Одержано достатні умови скінченномірності комутаційних операторів та 
умови на ядро інтегрального оператора:

Теорема 3.1. Достатньою умовою скінченномірності оператора AS -  SA
де

Sf =Lx(a)]s(xJ)f(t)d t
O ч

A f  = (L2M )) -1 f = J a -  O 2 т ш + 2f 3
о о
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є виконування для ядра S (x , t ) рівняння ((Lx (а ))2 -  (L ,(а ) )2 >9(д:,г) = 0,

Наслідок 3.1. Якщо у оператора S  існує обернений T  , він також 
обмежений та задовольняє співвідношенню

(TA -  Al T ) /  = J f (т)£QiWPi' (r)dr,
„ м

де = M l S fP1 = M l S Q l = N ltSQ2 = N 2,

M 1(Z) = S ' (0 ,х),M 2W  = S(0, i ) ,Nl( t ) = — L ( l  + e-a' )  + - ^ ( l - e - a‘ ),
cl а

Теорема 3.2. Нехай задано оператори А та В , визначені виразами:

'  1 4. И 4-0 г  Р Л<К~ І )  -  1
= (L2M ) Y 1 f  = Ui-  Є + 2J ----- 5— /(£)<&

І « „ о сO O

5 / = (і;1 (a))/ = J /(£)#.
; «

Тоді для скінченномірності оператора A S - S B  достатньо виконування 

співвідношення ((Lx ( c l ))2 -  L(-a))S(x , t)  = 0

Наслідок 3-2. Обернений до S  оператор T  задовольняє співвідношенню

(TA - BT)f  = } R(t ,x)f (x)ch,  де R(t, х) = £ QiV t f ( X ) ,
O

= M,\S\P, = M lS Q l = ЛГ„5Єг = Ar2,

M 1 (т) = 5 '(O1 х ), AZ2(X) = 5(0,т Х В Д  = — ^ ( 1 + « ' “  >+ A  (1 ~
а  а

3 I -  t
AT2W - = ¾ - -а а

Побудовано загальний вигляд оберненого оператора.
В §3.2. аналогічно §1.2. розглянуті узагальнені розв’язки для 

комутаційних співвідношень AS -  SA* /5, A S  - S B - Р.

-  8 -
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В §3.3. доведено достатні умови скінченномірності операторів 

S -  RST,S  -  RSR' , коли оператор S  задано формулою

S f  = e-*~]e- 'S (x ,t) f( t)d t ,
O

а оператори R та T  мають вигляд:
X

Rf = f ( x ) - 2 j  sh(x -  t)f(t)dt,
О

37 = / ( X ) - 2j  e*-'f(t)dt.
X

. Теорема 3.5. Достатньою умовою скінченномірності оператора S  -  RST  

—
є виконування для S(x ,t  ) р ів н я н н я ----1---- — S(x ,t)  ~ 0,

Kdt дх2J

де S(XfZ) = e3‘~S(x,t) .

Насліпок 3.3. Якщо оператор S  має обмежений обернений Q = S 1 ,т о  

(в  -  TQR)f  = D f= ] / « І  Ft(X ) D lm ,
O І-1

ДЄ

S T 4F1 =AshxyS T -1F2 = - I s I v c X  S ' Dl  = е ''|5 (0 Д )^ ,Г * 5 * 1 )2* = Щ Г ) .
O

Теорема 3.6. Для того, щоб оператор S -  RSR був скінченномірним, 
достатньо виконування для ядра S (x , t) рівнянння

(Lx( - 2 )+ L ,( -2 ) -2 I )S (x , t )  = 0, де 4 ( а ) = | 1 -  + а | - .
OX OX

Наслідок 3.4. Для оператора Q = S 1 , якщо він існує та обмежений, 

вірно співвідношення

(Q -  R"QR)f = J /(I)Y4 Gi( X ) U lm ,
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S (R m)-lG1 = -Tskx3S iR ' ) - 1 G2 = -4shx,RS*n[  = Щ
де

А?*П; = J sh(t

На основі узагальненого операторного співвідношення P=S- RST  
знайдено загальний вигляд оберненого оператора.

В §3.4. поширено результати ОЛ.Сахновича обернення інтегрального 
оператора

Sf  = t)f(f)dt,k  = IJ  = 2-к = 2 J  = I1
OXk OXj и

де * = (*!,X1 ) , t -  (tu t2),V(x,t) GL2(U ),Vx eU ,

U = {х:0 < xY < CD17O < X2 < g>2} — прямокутник на площині, на основі 

двох операторних тотожностей.
В дисертаційній роботі знайдені зображення для узагальнених

операторних співвідношень#-^.? -SA^, к  -  1,2 (формула 3.19), де

Xi X2
A i f  = J (Z1 — x1) f ( t lix 2)dtliA2f  — J (t2 — x 2) f ( x l ,t2)dt2,

о о

а також для комутаційних співвідношень AiS  -  S B i = Pi, і = 1,2

(формула 3.21), де

A f  = J f t - X1 ) f ( tu x2)dtu A2f  = J (t2 - x 2) f (X1JJd t2,
O O

J  *2
f (  t\ , X2 )dtx, B2 f  = J f (XxJ 1)Si1.

O O
Досліджена структура оберненого оператора T  та одержана формула для

функції р(Х,«) -- J (Те'х* У шсіх, яка грає важливу роль в застосовних 
проблемах. и

У главі 4 розглянуто обернення інтегральних операторів, заданих у 

просторі I^1 (о,ю) вектор-функцій T ( x ) = { f x( x \ f 2(x ) , . . . , fn(x)} з нормою

IAi =Z j  |Л ( * ) Ы  ,т=2,  
.ы • J
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В §4-1- методом операторних тотожностей Л.Л.Сахновича побудовано
ш

обернений оператор до оператора S  : SJ^ = Z ^ (a ) |S (x ,t) f{ t)d t
о

де S (x ,t )  — матриця, елементи якої належать Ilmxm(OtW) та

задовольняють диференціальному рівнянню:

д2 д
дх2 +<Хдх

(Lx(a ) -L ,(a ) )S y (x , t )  = 0,іJ  = 1 ,2,І*(а) = + а —  . оС-оС/О.

Основними результатами є наступні:
Теорема 4.1. Для будь-якого обмеженого оператора S  , який діє в 

L2m(o,co) , вірно зображення

(A0S  -  S X ) /  = J {Af1(X) + M 2(X) + M 3(і) + M<(t))/(t)dt,
C a “

де

A0 = Гх\ aX M 1(X) = S(x,0) = (S,(*,0))?J=1, М 2(х) = S '(*,0) = ( S '( * ,0 $ J=1, 

M 3(Z) = -5 (0 , t) = - (5 ,/0 , /))’,.=1, M4(Z) = -5 '(0 , /)  = - (5 '(0 , *))?,=і.

Наслідок 4.1. Якщо оператор 5  має обмежений обернений 2", тоді

(7¾, -  A l T ) / =  J  R(x ,t) / ( t )d t ,
O

4

де R(x ,t)=  ŷLjP* ̂ tyQi(X), Pi9Qi ~  матриці (2x2) /=1,...4, які
ї=і

задовольняють співвідношенням
і   -0!/

5 > , = £ м,5*Р2 = — — EmtS^P3 = М3* ( 0 Л  = M 4V/),
a

5Й  = M1(JC)jS e2 = М2(х),5&  = £ м,5<34 = 1̂ - Z v
a

Теорема 4.2. Якщо оператор 5 обмежений разом зі своїм оберненим T  

та існують матриці PiyQi (2x2) ( /=1,...4 ), які задовольняють 

співвідношенням

-  11 -



s'Py = EkX p2 = lJ - ^ - E nX P 3 = м '3(о Х р4 = Ml(I),
a

I —со:

SQ1 = M i(X)7SQ2 = M 2(X)tSQ3 = Em,SQa = — ------
a

Тоді для оператора Г = S 4  вірно зображення
оо ^

Tf = Lx(a)j /(0 £ ,(-« Ж * .0 < я ,
0

де T e L 2m(OtCa).

В §4.2. розглянуто векторні узагальнені комутаційні співвідношення.

Доведено достатні умови скінченномірності операторів AS -  SA та AS  -  S B : 
Теорема 4.3. Достатньою умовою скінченномірності оператора

AS -  SA * ,коли A f  = I j J a 2/  = J « '  -  О — ^ -----+ 2 j
<7 O

є виконування для матричних елементів S ij рівнянь, які можуть бути

об’єднані в одне: (L 1 (a))2JS(t,x) = (L,(a))2'S(t,x)J, де J  = ^^

Наслідок 4.2. Якщо у оператора S  існує обернений Т, він також 
обмежений та задовольняє співвідношенню

.  ,  ((TM ((у,OУ)

5ф(0  = - 4 ( 1  + ^ ai)~ ^ e  at -  I ),5ч/(/) = - 2
а 2

1 - е -а /

CL
’ » 
а

д е  s' П  =  itits'R=PXO=іїХ£ =  Q,
Й( х )  = СО/ ( В Д ^ '( 0 , х ) У ? ( т ) =  соК^ЩРГ),S u (O^T)),

Р(х)= соі(З Ї Ї0 ^ ) ,$ {2(0,х) )3 ( ї )= c o l ( S ^ 0 P T ) ,S ^ z ) ) .

Теорема 4.4. Для скінченномірності оператора AS -  S B , де B f  = A0J t 

достатньо виконування співвідношення: L x(-oi)JS(t,x)= (L ,(a))2S(t,x),

- 12-



Основні положення, які винесені на захист

1. Дослідження структури прямого та оберненого операторів методом 
операторних тотожностей Л.А.Сахновича для випадку, коли ядро 

інтегрального оператора задовольняє рівнянню:

(Lx(cc)-L,(a))S(x,t) = 0 , і »  +
дХ* дх

2. Узагальнені комутаційні співвідношення та дослідження структури 
ядра інтегрального оператора.

3. Комутаційні співвідношення та узагальнені розв’язки інтегральних 

рівнянь.
4. Зв’язок між скінченномірністю комутаційного співвідношення та 

структурою ядра інтегрального оператора.
5. Обернення інтегральних операторів на основі двох узагальнених 

тотожностей.

Автор висловлює вдячність науковому керівнику доктору фізико- 
математичних наук, професору Артему Артемовичу Янцевичу за постійну 
допомогу та увагу при виконанні роботи.
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kernel satisfies to the differential equation in the particular derivatives of a 
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commutations relatios are invistigated and the sufficient conditions of the finite- 
dimensionness of the corresponding commutation operator are obtained.
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математический анализ. Харьковский государственный университет. Харьков. 
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Изучена задача обращения интегральных операторов на конечном 
отрезке с ядром, удовлетворяющим дифференциальному уравнению в 
частных производных гиперболического типа, методом операторных 
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коммутационного оператора.

Ключові слова: інтегральні рівняння , узагальнені розв’язки, рівняння 
Вінера-Хопфа, обернений оператор, узагальнені комутаційні співвідношення, 
операторні тотожності.

Keywords: integral equations, generalized solutions, Wiener-Hopf equation, 
inverse operator, generalized commutation relations, operator identities.

-  16 -



П ідписано до д руку  02 .12 .96  р.

Ф орм ат 60x84  1 /1 6 , папір  оф сетний 70 г /м 2, обсяг 0 ,66  ум. др . арк. 

Зам № 1143, тираж  100 пр.

OOO "Курсор", 310057, м. Харків, пров. Театральний, 11/13, т. 47-71-74



■

J .

.q  9Є £ i \ SQ ¥>YQA ОД ОМВОшпдіП 

. -  .] > , З G -іSjoO' ' " \й те D 6' яг. 03 ,-.!MqoO
.qr, Oi. I .HtsqNT ,CM ' яИ MSЄ

. - ,'V-Vi- .і ,SГч.' ,JiMHiifeqraeT .«oqn ,emqsX м \8Q0tE .’ qooq^f* QOO





Ав 36.545


