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Загальна характеристика роботи
Аптуальність теми. Починаючи о 60-х років в роботах JIiohoa 7 
М а д ж е п е с а , Ю.М. В ереза ік акого  -  С.Г. К рейнл -  Я.А. РоЙт- 
БЕРГА та інших було встановлено так овані теореми про повний набір 
іооморфіомів для еліптичних оадач в областях о гладкими межами. Ці 
теореми стверджують, грубо кажучи, що оператор еліптичної оадачі 
встановлює іооморфіом між просторами функцій, що "мають з і з -  г 
похідних" (з -  довільие дійсне число, г -  порядок оадачі). Ці теореми, 
важливі самі по собі, онайшли чисельні (застосування у спектральній 
теорії, для локального підвищення гладкості узагальнених роов’яоків, 
для дослідження слідів узагальнених роов’яоків еліптичних рівнянь на 
миоговидах ріоних роомірностей, для побудови і вивчення матриць 
Грі на, для вивчення еліптичних оадач о степеневими особливостями 
в правих частинах, для вивчення класу сильно вироджених еліптич­
них оадач, для вивчення оадач про оптимальне управління, оадач 
механіки. В наведених вище роботах еліптичні оадачі вивчались в 
областях о гладкими межами. Проте, після відомої роботи В. А, 
КоїіДРАТЬЄВА (1967), еліптичні оадачі вивчались багатьма матема­
тиками в класах достатньо гладких функцій в областях, межі яких 
містять конічні точки, ребра, тощо. Відмітимо тут роботи В. Г. 
М азь і, Б . О. П л а м е н е в с ь к о го , Г р ісв а р д а , Е ск ін а , М ай стер а , 
К о с т а в е л я , Дож, P o c cm ah a  т а  ін. Тому природно виникає оа- 
дача про встановлення теорем про повний набір іооморфіомів для 
еліптичних граничних оадач в областях а негладкими межами і про 
роовинеяня оастосувань цих теорем. Роов’яоанню цієї оадачі, по­
ставленої Ю . М. Б е р е за н с ь к й м , присвячено дану роботу. Крім 
того, в роботі досліджено питання про локальне підвищення глад­
кості уоагальпепих роов’яоків впритул до гладких відкритих кусків 
межі. Останню оадачу поставив у 1992 році В. А. К о н д р ат ьєв . 
Мета роботи. Довести теореми про повний набір іооморфіомів в 
областях о негладкими межами дяя еліптичних граничних оадач для 
одного ріввяння, для оагальних систем рівнянь, для еліптичних оадач 
трансмісії; роовинути застосування цих теорем, довести твердження 
про локальне підвищення гладкості уоагальнених роов’яоків.
Метод дослідження. Використовуються І роониваються методи функ 
тонального анаяіоу і Теорії операторів, я*і в останні роїй оастосову-



ються для дослідження роов’яоності граничних оад&ч в уоагальнених 
функціях.
Наукова новина. Одержані в роботі реоультати є новрми. 
Теоретична і практична цінність роботи. В роботі досліджено 
еліптичні граничні задачі, оадачі трансмісії в повних шкалах бана- 
хових просторів. Ці реоудьтатн оастосовні до дослідження гранич­
них оадач о довільними степеневими особливостями правих частин, 
для дослідження оадач о сильним виродженням, дня побудови і до­
слідження матриць Гріна і т. д. Відмітимо також, що еліптичними 
граничними оадачами для оагальввх систем є важливі оадачі теорії 
пружності і гідродинаміки.
Апробація роботи. Реоультати роботи доповідались на семінарах 
Інституту математики HAH України та кафедри матаналіоу Чернігів­
ського педінституту, а також на ряда міжнародних конференцій [2 ,
З , 7 , - 8].
Публікації. Основні реоультати дисертації викладено в 10 роботи. 
Список публікацій -  в кінці автореферату.
Структура та обсяг роботи. Дисертацію викладено на 104 сторін­
ках. Вона складається о вступу, трьох рооділів та списку літератури. 
Основні реоультати, що виносяться до оахисту.
1. Теореми про локальне підвищення гладкості і про повний набір 
іооморфіомів для еліптичної оадачі для одного рівняння в області о 
негладкою межею.
2. ІЬоремн про локальне підвищення гладкості і про повний набір 
іооморфіомів для еліптичної оадачі для системи структури Дугліса - 
Ніренберга в області в неї іадкою межею.
3. IfeopeMH про локальне підвищення гладкості і повний набір іоо­
морфіомів для еліптичних задач трансмісії в областях о негладкими 
межами.
Зм іст роботи

1. П оняття узагальненого роов’яоху еліптичної оадачі в 
негладкій області. Нехай G C /Я* -  обмежена область, ї ї  межа 
BG містить конічні точки, ребра; Af C BG -  множина особливих 
точок межі; BG \  AT € Ceo; всі похідні функцій, що оадають BG \  Af в 
локальних координатах, обмежені.
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з
В G розглядається еліптична гранична оадача

L(x,D)u(x) = /(* ) (х Є G1 OrdL = 2т),
( 1 ) 

Bj(x,D)u(x)lso\u  = Фі(х ) (І = * і '" ,т ;ordBj = Inj).
Скрізь у роботі вважається, що коефіцієнти диференціальних вираоів 
визначені і нескінченно гладкі в околах в IRn множив S  і SG, від­
повідно; всі похідні коефіцієнтів обмежені.

Введемо поняття узагальненого роов’яоку оадачі (1). За допомо­
гою інтегрування частинами знайдемо:

(Lu,v) = ( u , I +u) + £  (Dl"lu, Ajm_y+i о) 
j-i

(u€C“ (S\Jlf), t>€CJ?(S)),
де і» належить до CJJ(S), якщо о Є C00(Cj) анпулюється в деякому 
окояі в S  множини А/. Тут і нижче (•, •) і (•, •) -  скалярні добутки (або 
їх розширення) відповідно в Lj(G) і Lj(SG); вираз L+ формально 
спряжений до L; Dv = ід/ди, «/-нормаль до SG \  М\ ordA*(х, £>) = 
к -  I (Jb — 1 ,., . ,2 т). ІЬму рівняння (1) еквівалентне співвідно­
шенням

(«0,L+i»)+ £  <«/.Ajm-/+iv) = (/o,«)(ve Cg(S)). (2)
ID 'S  Jm

IV t M0 = u|g, Uj = Di~'u\t>G\M, /о = /|g-
Аналогічно, якщо ВДа, D) -  Еі<*$ту+і # / * ( * * де £>')

-  тангенціальні вирази порядків (my -  А + 1), то граничні умови (1) 
запишуться у вигляді

£  Bik(Zi D1)Uk = ф} (І = 1........т ) ,  (3)

або у вигляді

E  («*, ВД(*. / > »  =  (Фі, V) (V Є C S (S ) , і  — і ........т ) .  (4)
І<Л<т,-4-І

ОТОТОЖНИМО елемент U Є C"(S) 0 вектором (tto,. .  . , U r),  де Uo =  

u|jy,u/ =S D l-lu\sG\M (і -  I f  - .O i»

f  і  max{2m,M + + !}• (S)



Будемо писати « = (uUl. . . ,  ur) для кожного и Є Cao(G).
. Якщо r > 2т, то ототожнимо елемент /  Є Coa(S) о вектором 

(/о,. . . ,  /г-2т), де /о = /Іг , fj = DiiT x f\ea\M U = I, • • • ,г - 2m). Тоді 
вектор u = ( « о , . . . ,u r) € C00(S)  є роов’яоком оадачі (1)тоді і тільки 
тоді, коли виконуються співвідношення (2) -  (4), і

Dj-lLix, D)u\ga\M -  fj U і I < І < г -  2т). (6)
Нехай тепер U0, /о -  функції (уоагальнені) в G1 а « ,,/*  -  функції 

(уоагальнені) на AG\ iW (j = 1 ,. . . , г , I < к < г — 2m). ТЬді вектор 
u = (u0, . . . , u r) наовемо узагальненим розв’язком оадачі (1), якщо 
виконуються співвідношення (2)-(4), (в).

2. Функціональні простори. Нехай р.р* Є (1,оо),1/р+ І/р ' =
1. Черео H t j (G) (а > 0) пооначимо простір бесселевих потенціалів, 
а черео H -^ (G ) -  (Htjf(G)Y ~ простір, спряжений до Н $ (G) від­
носно рооширення (•, •) скалярного добутку в In(G); Н \£ (G) ( і  > 0)
-  оамиканпя Cff(TT) в Hljl(G) -  підпростір Htjl(G)', || • | |„ =  || и,П Jjfa,
-  норма в Htlt(H) (а Є IR).

Черео B,J(8 G \M )  (з Є IR, р €  (1,+оо)) пооначимо простір Бе­
сова, ((•)),* *  (( td G \  M )) ,j  -  норма в ньому.

Нехай r > 0 -  фіксоване ціле число, я,р €_ZR, I < р < оо, ф 
k + I /р (k а» 0 , . . . , r  -  І). Черео H t j ^  = H t j M(G) пооначимо 
поповнення C40(S) по нормі

IIKGIHw t , (II u,G IIJj, + ± m ~ 'u , d G \ M ) Y . _ ^ uJ > ’. (7)
/- і

За допомогою методу і омплексної інтерполяції вионачаемо. про­
стори Ht j ^  і норму (8) і , ля виключених оначень з. Нарешті, якщо 
с = 0, то покладемо

Ht j M  :а  H t j (G)i IIMIIiJ1(O) :*= Il u,G  |( „  .

!Замикання S  відображенні

»►*“*(«І5 . . Dt (и «  C4e(IU)

с іоомеїріею між простором і підлростером простору

„##А) .3  х д  Bt- i^ llpj(OGXM).
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Тому можна ототожнити кожний елемент и Є о елементом
Su  =  (uo,. . . , u r) Є Siljllf-rK Для кожного u Є #*аМ будемо писати 
« = («о,....ur) Є Н'*М.

Оператор А (7), вшзначений співвідношеннями (2)-(4), (в),непере­
рвно діє в парі просторів

Н‘*М к 1* := я*-*пл('-»т ) х П В - т' - 1/™(дв \  М). (8)
Г*і

Він співпадає о оамиканням Atjl відображення

« м  ( Ы я Л Щ ' 1£ и\ва\м ■■ 1 <  І < г -  2 т } ,
(9)

# luleG\Ar,-"l£mU|eo\Af) (u б G00(G)), 

що рооглядаеться діючим в дарі просторів (9);

Ооначення. Елемент u Є (з Є /Я,р Є (1,оо)), для якого
Au ss F  б й ’*‘, 1 паовемО уоагальненим роов’яоком оадачі (1).

Звідси випливає, що елемепт u = (u0, . . . , u r) Є #*л(0 е уоагальне­
ним роов’яоком оадачі (І) тоді і тільки годі, коли виконуються спів­
відношення (2)-(4), (в).

3. Локальне підвищення гладкості уоагальнених роов’яоків. 
Нехай Go C G -  підобласть G, що примикає до гладкого відкритого 
куска 7  межі SG. Кажуть, що елемент u = (u0, . . . , u r) Є 
належить локально в Go впритул до 7 простору Н,иГ,^гЦаі > а, 
Pi 5  р);Це оапнсують так: u € ^(O o, 7 ), якщо для кожної функ­
ції X Є Cat(S), рівної нулю в деякому околі в Zr множини 3  \  (Gd U 7 ) 
(ці функції наавемо допустимими), виконується співвідношення € 
Я*і*/*). Аналогічно, елемент F Є А-*'*’ належить локально a Go впри­
тул до 7  простору A1* ' (це оапнсують так: F  Є (Co, 7 )), якщо 
XF Є ЛГ*,‘Рі для кожної допустимої функції

ІЬорема і. Нехай и а  (ио,...,и,) Є Н ‘*'(гЦё € IR 1I < р < са)
-  узагальнений р о зв ’жзок оадачі (І) . Нехай *0 €  SG \  Af належить 
главному відкритому в 6G  куску 7 > I £/(хо) -  О с т а т н ь о  малий окіл 
точки *о в 13, що примикає до 7. Го<?і о F Є (ViyY) ^
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«,Pi > р) випливає, що и Є Я ^ " (,)(1/,7). При цьому для кожної 
допустимої функції \  існує стала с > t) тика, що

IIIxttIIU1J..̂ ) ^ c(ll Xf  HtfM-tI +ІІМНчМм)*

Ця теор ем а  д ає  відповідь Ba питання, поставлене В. A. Kon- 
д р а т ь є в и м  у  1992 році.

4. Теорема про повний набір іооморфіомів дав оадачі ( І ) . 
Наслідки. В кожній точці X0 Є M  рооглядатимемо відповідні мо­
дельні області R(X0) -  конуси або двогранні кути, що характериоують 
6G в околі точки Xo- Нехай A0(Xo1D) -  головна частина оператора 
А{х, D) о оаморожепими в точці X0 коефіцієнтами. Будемо вважати, 
що в кожній точці X0 Є M або оператор

A0 : Я**М(П(»о)) -  **'ЧП(х0)) -

нетеровий, або фактор-простір /f ,J,(n(x0))/34(Ao) -  скінчеиновимір- 
иий 1 ( OT(Ao) -  оамикання в K ,J,(n(xо)) множини оначепь оператора 
A0(X0lD)).

Теорема 2. Нехай задача (І) еліптична. Тоді для кожного я Є IR 
і р Є (1,оо) оператор А = A, що неперервно діє в парі просторів
(9), е нетеровим. Це означає, що

а) ядро Olttf -  {и Є Н.м .) : Am а  0} -  екінченновимірне;
б) множина значень &(А,,Г) замкнена в K '*  і має скінченну 

корозмірніеть: існує скін іенновимірний підпростір р простору
I , такий, що задач. А» , = F e  K '*  мас розв’язок тоді і 
тількі тоді, коли

[F,V\ = 0 ( W e * ? , )  (10)

(|F, V) -  значення функціонала F Є К ‘* ке елементі V € (K '*)* ).
Тут, на відміву від області о гладкою межею, ядро Ш,, і коядро

tnjj, оалеж ать від я and р: якщо Jj > Д| і р] > Pt, то

К»3<п:,*г <»>
'П і умом омждя IK ioiirm cj, ІІЛЮ е, -  Io n iik  тон».
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Touy1 якщо u € H ' 1̂ r) -  роов’яоок оадачі

Au = F e  K ** (л, > лі), (12)

то, навіть піцо 9t,llf = 0, необов’язково, щоб и Є З  (13)
випливає, о(о

|f , vj = o (W  Є * •  #). (13)
Дия того, щоб глобальне підвищення гладкості мало місце у випадку
lJlfll,  = 0, необхідно і достатньо, щоб

(F1VJ=O ( W € * ^ , ) .  (14)

В оагальиому випадку, якщо мас місце ( 1 4 ) ,  то існує роов’яоок Uj €  
}}•*+.M оадачі ( ї ї ) ,  такий, що м -  B1 Є 91,„.

Нехай V1, . . . , V j,.. . , Vj -  баоис ■ т и п ,  що Vb . . .  , V* -  бапие 
в 9¾,,. Нехай F i , . . . ,  Fi €  K cof талі, що

IFifViJ -  A1 = {®; ? {  ( і , і  = I ........ І). (15)

Кожен елемент F  Є K ll f  представимо у вигляді

F  = E |F ,  Vi JFi +  F f, (16)

де F* Є K '1*, і
^ 1ViJ=O  (і = 1,...,1). (17)

Нехай *Л,1# = 0. Тоді оадача Au =  F1 має є д и н и й роов’яоок

V =  Л £ Ґ  Є (18)

З (17), (18) вшишває, що роов’яоок u € Н"*М  оадачі (13) можна 
представити у вигляді

« = в + E  cM  («У = \F>vi l vi -  A7 jFi)>
/■*+1

де о Є Oi Є £f"JM (j = Ic 4. і , . . .  ,1), і Vj не оалежнть від F.
Таким чином, глобальне підвищення гладкості має місце лише тоді, 
КОЛИ C1 =  . . .  =  Cj =  0 .
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5. Е л іп т и ч н і о ад ач і для {загальних си стем  р ів н я н ь . Роогля- 
немо еліптичну граничну задачу (1) у випадку, коли L(x, D) -  система 
Дугліса- Ніренберга порядку (Т ,S) = ((» ,...,Ідг.Лі.......«*):

L(x, D)u  := (Lrj(x, D))rj ml„..,Nti(x) =  /(a?) (x Є G),
(19)

B(x, D)u  := (Bkj(x, D ))i- i...-  u(*) =  <0(a) ( * e 9 G  \  Af).

IV t OrdLrj- < ar + t;-, якщо ar + tj > 0,1 Lrj = 0, яйцо Br + tj < 0;

Bi +  • • • + in  + ti + • • • + tjv *  2m; fj > • • • > > 0 = Bi > . . .  > ;

OtdBhJ < (Th + tj, якщо (Th + tj > 0, і Bkj = O1 якщо <r* + tj < 0; 
(Ti > . . .  > um; t i , . .. .. ,SN ,au . .. ,crm -оадані цілі числа. Крім
того вважаємо, що умови регулярності коефіцієнтів і межі такі ж, як 
в пункті 1, і що оадача (19) еліптична.

Теореми 3 і 4 -  це аналоги Тюрем 1 і 2 для оадачі (-J9).
в. Еліптичні оадачі трансмісії. Нехай G Є IR* -  обмежена 

область, Г -  Ti межа. Поверхня 7 рообиває G Ba дві підобласті Crt 
і G1, dGk -  межа Gk; OGu = 7  UT* (к = 1,2). Поверхні Г і 7 
можуть містити конічні точки, ребра. Множину цмс особливих то­
чок поверхонь 7 ІІГ пооначимо черео Mo, Г \  Mo Є Ceot 7  \  Afc Є 
Cco. Нехай Af = А/0и(ГП7)- В О* оадапі лінійні диференціальні ви* 
раои £*(*, D) (ordL* = 2m*). На Г* \  Af оадані граничні внраои 
В}* (І = 1» • • * • т *)> а на 7 * вправи

Bjk (OtdBjk = mjkt і  *  І , . . *,fit + т і ) ,  * = 1,2. 

Вивчається еліптична оадача

£*(*, D)uk(z) •  /»(*) (* Є СГ»; * as 1,2),

Вцик(я) = gkj ( s ) ( x € T k \ M ; k a  1,2;; = 1,...,»!»), (20)

Bju  := Яу,«і(*) + BjiUt(It) ss 93j(x) ( ж€ ' у \ М; і  -  1, . . . , т і  + т*).

Починаючи о 60-х рохів оадачі трансмісії в класах достатньо глад­
ких функцій вивчались у роботах Лиже а , Шехтвра, О. О. Ладй- 
ж енської, О. А. Олвйнік, В. А. ільіна, 1. А. ШИШМАРЬРВА, М. 
В. Ж BTAРАМУ -  С. Д. Ейдельмана, Я. А. Ройтверга -  8. Г.
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Щ еф тел я , М. В. Ж и т а р а ш у , 3. Г. Ш еф теля  та і н ш и х . В п о в н и х  

шкалах банахових просторів ці оадачі в областях о гладкими межами 
вивчено Я.А. Р о й тб ер го м , Я.А. Р о й тб е р го м  -  З.Г. Ш еф телем , 
І.П. К о в ал ен к о м  -  Я.А. Р о й тб ер го м .

Теореми 5 і б -  це аналоги Теорем 1 і 2 для оадачі (20).
7. Застосування теорем .

7.1. Доведеш теореми можна оастосувати для побудови і вивчення 
матриць Гріна роогяяпутих оадач.
7.2. їх можна оастосувати для вивчення рооглянутих оадач о довіль­
ними степеневими особливостями в правих частинах.
7.3. Вони дооволяють вивчити клас роогляпутих оадач о сильним 
виродженням.
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повний набір Ізоморфізмів для еліптично і задачі для одного 

рівняння в області а  негладкое межю.

2 . Встановлені теореми про локальне підвищення гладкості 1 про 
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3 .  Встановлені теореми про локальне підвищення гладкості 1 пов­
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областях а негладкими межами.
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ДуглисатНиренберга в областях с негладкими границами и для оадач 
трансмиссии.

2. Доказана теорема о нетеровости операторов рассмотренных 
оадач в полной шкале банаховых пространств.

Теоремы о локальном повышении гладкости дают ответ на вопрос, 
поставленный В.А.Кондратьевым в 1992 г., ^еоремы о нетеровости 
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