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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Задачі про рух рідини в порожнині твердого тіла 

стали актуальними в зв’язку з проектуванням об'єктів авіаційної, ракетної 

та космічної Техніки. Саме при їх постановці виник ряд цікавих ма­

тематичних проблем, які знайшли своє відображення в роботах О.Коші, 

М.В.Остроградського, С.Л.Соболева, С.Г,Крейна та інших.

В працях М.М.Моісеева, Г.С.Наріманова, Б.І.Рабіновича, І.О.Луковського 

та інших грунтовно досліджені та запропоновані наближені методи 

розв'язання задач динаміки обмеженого об’єму ідеальної рідини. Подібні 

задачі для математичної моделі в’язкої рідини вивчеі.і значно менше. В ро­

ботах С'.Г.Крейна, Н.Д.Копачевського, Н.К.Аскерова, Г.1.Лаптева, Нго Зуй 

Кана, В.Грінлі, А.К.Гараджаева за допомогою методів функціонального 

аналізу досліджені питання існування і единості розв’язків задачі нро малі 

коливання обмеженого об’єму в’язкої рідини та встановлені спектральні 

властивості задачі про нормальні коливання в’язкої рідини.

Менш розробленою е алгоритмічна сторона задач динаміки в’язкої рідини. 

Побудова розв'язків крайових задач для рівнянь Иав’е - Стокса, які опису­

ють рух в’язкої рідини, пов’язана з рядом математичних проблем. При ма­

лих значеннях в'язкості рідини рівняння є сингулярно-збуреними. В цьому 

випадку для побудови розв'язків крайових задач в роботах М.М.Моісеева, 

Ф.Л.Чорноусько, Б.І.Рабіновича, С.Д.Вікто|мва застосовується метод при- 

межевого шару. Для дослідження руху рідини при великих та середніх 

величинах коефіцієнта в'язкості застосовуються чисельні методи, які знай­

шли своє відображення в роботах Р.Темама, І.Б.Богоряда та інших.

Існує ще один підхід до побудови наближених розв’язків крайових задач 

математичної фізики - це проекційні методи, які грунтуються на визна­

ченні узагальнених розв'язків задач шляхом знаходження стаціонарних зна­

чень відповідних квадратичних функціоналів. Такі методи були запропо­

новані в роботах М.М.Моісеева, А.А.Петрова, І.О.Луковського для побу­

дови розв’язків задач динаміки ідеальної рідини. Застосовувати проекційні
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методи до крайових задач динаміки в’язкої рідини не просто, оскільки ці 

задачі характеризуються високою розмірністю та сингулярністю. В ро­

ботах М.Я.Барняка розроблено проекційні метоли побудови наближених 

розв’язків однієї із найпростіших задач цього класу, а саме: плоскої задачі 

про нормальні поперечні коливання в'язкої рідини в нескінченному гори­

зонтальному каналі з умовою прилипання на твердій стінці.

Представляє інтерес побудова наближених методів розв'язання задачі про 

лінійні коливання в’язкої рідини при умові проковзування з тертям. Саме 

при такій умові можна описати реальний рух лінії перетину трьох середо­

вищ: газу, твердої стінки і рідини. При умові прилипання ця лінія неру­

хома. Нерозв’язаною залишається також проблема поширення проекційних 

методів на просторові задачі, найпростішою з яких є задача про симетричні 

коливання рідини в посудині, що має форму тіла обертання.

Таким чином, задача про лінійні коливання в’язкої нестисливої рідини, 

яка частково заповнює порожнину нерухомого твердого тіла, відноситься 

до числа малодосліджених задач, особливо в аспекті побудови її наближе­

них розв'язків у випадку конкретних областей і представляє теоретичний і 

практичний інтерес.

Мета роботи. Побудова квадратичних функціоналів, стаціонарні зна­

чення яких є узагальненими розв'язками задачі про нормальні коливання 

в'язкої рідини в нескінченному горизонтальному каналі з умовою проковзу­

вання з тертям на твердій стінці та задачі про нормальні симетричні ко­

ливання рідини в посудині, яка має форму тіла обертання. Розробка про­

екційних методів дослідження спектральних властивостей та визначення 

дійсних і комплексних власних значень задач при довільних співвідношен­

нях між величинами масових сил та сил в язкого тертя.

Загальна методика досліджень.

В роботі використовуються методи теорії еліптичних крайових задач, 

варіаційні, проекційні методи, метоли теорії спеціальних функцій, ком­

плексного аналізу, лінійної алгебри, теорії наближених обчислень.
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Наукова новизна результатів дисертаційної роботи полягає в тому, що в 

ній вперше

-запропоновано варіаційні формулювання наступних задач динаміки об­

меженого об’єму в’язкої рідини: задачі про нормальні поперечні коливання 

ріднни в нескінченному горизонтальному каналі з умовою проковзування з 

тертям на твердій стійці та задачі про нормальні симетричні коливання 

рідини в посудині, яка має форму тіла обертання;

-розроблено проекційний метод дослідження спектральних властивостей 

цих задач та знаходження їх дійсних власних значень;

--сформульовано проекційний метод визначення комплексних власних зна­

чень сингулярно-збурених спектральних крайових задач, які описують нор­

мальні коливання малов’язкої рідини;

-побудовано алгоритми обчислення сингулярних квадратур, які містять 

в собі фундаментальний розв’язок рівняння Гельмгольца;

-проведена чисельна реалізація всіх запропонованих в роботі наближених 

методів розв’язання спектральних крайових задач для областей конкретної 

геометричної форми.

Теоретична та практична цінність результатів роботи визначається 

розробкою ефективних методів розв’язання складноїі важливої в приклад­

ному відношенні задачі про лінійні коливання обмеженого об’єму в’язкої 

рідини. В тому числі, запропонованопроекційний метод розв’язаннясингуляр- 

но-збурених крайових задач, які описують коливання малов’язкої рідини. 

Одержані результати е новими і можуть бути використані в крайових зада­

чах математичної фізики з вільною границею та теоретичної гідромеханіки. 

Апробація роботи. Результати дисертаційної роботи доповідались на 

Четвертій Міжнародній науковій конференції ім. академіка М.Кравчука 

(11 - 13 травня 1995 p., Київ), Другій Всеукраїнській конференції молодих 

вчених “Сучасні фізико-математичні дослідження молодих науковців вузів 

України" (16 - 18 травня 1995 p., Київ), П’ятій Міжнародній конференції ім. 

академіка М.Кравчука (16 - 18 травня 1996 p., Київ), семінарах “Матема-
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тичні проблеми механіки” (Інститут математики HAH України), семінарі 

Інституту гідромеханіки HAH України..

Публікації. Основні результати дисертації опубліковані в роботах [1-6]. 

Обсяг і структура роботи. Дисертаційна робота складається з вступу, 

трьох розділів, висновків та списку цитованої літератури, що містить 81 

джерело. Обсяг - 134 сторінки, таблиць - 17, рисунків - 22.

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі обгрунтовано актуальність теми дисертації, сформульовано 

мету дослідження, наведено короткий огляд робіт із даної тематики, да­

ється опис змісту та результатів дисертації.

У  першому розділі дається постановка задачі про малі коливання 

в’язкої рідийи в обмеженому об'ємі. Виводяться крайові умови, які опи­

сують рух рідини при умові проковзування з тертям. Розв’язки цієї 

початково-крайової задачі подаються у вигляді узагальненого ряду Фур'е за 

влйснпми функціями спектральної задачі про нормальні коливання рідини

- JT Av + Vp *  At?, divV = 0  в П,
H

Vn «  0, ~  + (7 - кп)Vn = 0  на St »«*1,2,

,. Svt  д \  . Qv. dv,
v, -AA, Ж  +  и * 0 ,  ^  +  ̂  =  0 наЕ, (1)

2 ^w* р + Л = 0 на Е, J  hds = 0,
H дг

де П - об’єм, заповнений рідиною, дії — 5 и £  - його межа, fi - орти не- 

кояінеарних дотичних напрямків на 5, к,, - кривизни ліній перетину по­

верхні S нормальними площинами, паралельними , 7 - величина, обернена 

до коефіцієнта проковзування, H = gl/1L3/2i/~l - число Галілея, що визначає 

співвідношення між величинами масових сил (д - прискорення сил земного
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тяжіння), сил в’язкого тертя (и - кінематичний коефіцієнт в’язкості) і ха­

рактерним лінійним розміром L області Cl. Визначенню підлягають вектор-

функція v(x, у, z), скалярні функції р(х, у, z), h(x,y) та спектральний пара-
'1 *

метр Л,

В роботах С.Г,Крейна і його учнів доведено, що спектр задачі (1) дис­

кретний і складається із зліченної множини власних значень скінченної 

алгебраїчної кратності, які розміщені в правій комплексній півплощині і 

мають дві точки згущення А = 0 і А = оо.

Розв’язки задачі (1) суттєво залежать від величини числа Н. При малих 

значеннях числа Галілея всі власні значення задачі дійсні і розбиваються 

на два підкласи Af з точкою згущення 0 і AjJr з точкою згущення оо. При 

деякому критичному значенні числа Я  = Н[ відбувається зіткнення Af і 

Al", і в задачі відбувається якісна зміна спектра, яка заключається в тому, 

що ці значення сходять з дійсної осі і стають комплексно-спряженою парою 

власних значень задачі. При збільшенні H відбувається зіткнення наступ­

них пар власних значень Af і А* при НІ, що зумовлює появу наступних 

пар комплексних власних значень.

В заключному §3 даного розділу викладені теоретичні положення визна­

чення критичних значень числа Галілея. Вони грунтуються на наступній 

теоремі М.Я.Барняка.

Теорема 3.2 Нехай для V »  Pk Є WfI(O) (WrJ(O) C W11 (П ): divti =  О, 

«п| s — 0) функціонал

набуває стаціонарного значення. Тоді при H = Щ  = у/Ф(^) вектор-

* и  - щ ж Ь  (вд - і  М щ +ё Г л  ■f  \/

T(t?, CO -  / Itfdfti П(0, if) = j

фуикція »7J e узагальненим розв’язком задачі (1), якому Відповідає кратне

.* Ш Л )власне значення \h =* A j *  щ Т {ь(,і>ІУ
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Другий розділ присвячений побудові наближених методів розв’язування 

спектральної крайової задачі (1) про власні поперечні коливання в’язкої 

рілини в нескінченному горизонтальному каналі. В цьому випадку задача 

е двовимірною, і шляхом введення функції току зводиться до скалярного 

вигляду

A2Ip0 + XHAipo = 0 в G, Ip0 = 0, “ 2 + (7 - = 0 L,

*  »■ - »» * '■  1>  - »•
(2)

де G - поперечний перетин області П, L = G П S, Г = G nE .

В даному розділі задача розглядається з умовою проковзування з тертям 

на твердій стінці, шо дає можливість описати рух лінії перетину твердої 

стінки і вільної поверхні. Окремо розглядаються задачі про симетричні і 

антисиметричні коливання.

Подаючи функцію Ip0 = Ifi + ф (Aifi = 0, Аф + XHil ~ 0) і вводячи на Г: 

{а < х < 6, у = 0} оператор Г, який породжується диференціальним вира­

зом tu = • д’е на класі функцій u Є CJ([a,6]),ti'(0) = u(a) = 0 (випадок

антисяметричних коливань), одержуємо наступну крайову задачу:

Aifi = 0, Аїр + XHt'i = 0 в G1 ifi+ Ф = 0 на L,

A  (v’ + V')* /JAZZV = O на Li ifi + Ф -  ^ r V  = O на Г, (3)
Cm І

ді?±*) _ У* г-1 -  S r V  +  Ш! COS о  V' I ,= .=  о на Г ,
ду 2 ду 4

о кут між внутрішньою нормаллю до твердої стінки і віссю у в кутовій 

то*ші (х = а, у *  0), 0 *  — 2jj-.

У випадку симетричних кгіливань в задачі (3) друга крайова умова па Г 

набуде вигляду

дЦ+Ф) _ \нr ,Bv _ яаг., + *QXHfogQt/, j 0 наг 
ду 2 ду 4 а

в



В §5 побудовано квадратичний функціонал

KW, tp) = 1 1Vy + VVfdG -  j  T-iMdx-
n
G Tl

2

-\H I  M 'd G + p I |*|>* +1T-1V-̂ dx + ^  JiPdx , (4)

«кий розглядається на класі функцій v>€ Я (G) (H(G) CiVj(G) :A<fi = ObG), 

ф Є H7J1(G) при А Є <Е, Я Є R . На основі функціоналу (4) запропоновано 

варіаційне формулювання задачі (3). Доведено теорему.

Теорема 6.1 Нехай пара функцій ifit € H(G) і фь € Wj1(G) при відповід­

ному значенні комплексного параметра А = А* і фіксованому параметрі Я  е 

розв’язком задачі (3). Тоді функціонал (4) на цих функціях набуває стаціо­

нарного значення.

Справедлива і обернена теорема.

Теорема 5.2 Нехай функціонал К(ір, ф) набуває стаціонарного значення 

на функціях ifik Є H(G) і t/’t Є Wj1(G) при відповідному значенні комплекс­

ного параметра А = А* і фіксованому параметрі Я . Тоді при умові, що 

ці функції є двічі неперервно-диференційовними в G1 вони є розв’язками 

задачі (3).

В §6 показано, що визначення критичних чисел HJt в задачі (3) зводиться 

до знаходження стаціонарних значень функціоналу

який розглядається на класі функцій IfiGH(G), ф Є Hi(G) (Hi(G)CW j(G) :

Д ф + х1ф *  Ob G) при у 6lR (v2 = А Я), Я  Є IR. Крім цього повинна ви- 
DH

конуватися умова = 0. Суттєвим в такому підході є те, що константи 

X і Я , а також функції у і ф  набувають тільки дійсних значень.

К(ч>, ¢) •  + *§£ + W d£ ) d *  -  T  J  т-V H x -

-XH 0 J t f d ,+  / Г - V ^ d x  + ^ ~  , (6)

і



На основі функціоналу (5) будується проекційний метод знаходження кри­

тичних значень Н'к. Наближений розв’язок шукається у вигляді
т н

Vm =Eo**"*. V''"1 = ! > / * ,  
к=і *=і

де і {/*}*і ,  - деякі повні в H(G) і H1(G) системи координат­

них функцій. Коефіцієнти а* і 6* визначаються із умов стаціонарності 

функціоналу (5), шо приводять до системи лінійних однорідних алге­

браїчних рівнянь. З умови існування нетривіального розв’язку цієї системи 

одержується характеристична рівняння для знаходження шуканих значень 

параметра Я.

Проведено чисельну реалізацію побудованого алгоритму для кругової 

області G. Порівняння чисельних даних, одержаних при різних числах /?, 

показує, шо при умові проковзування з тертям (0 = 0.1) критичні значення 

Я ; менші, ніж при умові прилипання (0 =  0), тобто комплексні власні зна­

чення в задачі з’являються при менших значеннях Я . Наведені залежності 

Htk - Щ(0), к =  1,2 у вигляді графіків.

В §7 на основі знаходження стаціонарних значень функціоналу (5) розро­

блена методика визначення дійсних власних значень задачі (3).

В §8 у випадку області, шо має форму півкруга, побудовано систему коор­

динатних функцій, які задовольняють рівняння в області G1 обидві крайові 

умови на L і першу крайову умову на Г. Ці координатні функції побу­

довані у вигляді функціональні' < рядів, коефіцієнти яких виражаються в 

аналітичному вигляді. Проведе іа оцінка швидкості збіжності одержаних 

рядів. На основі побудованих координатних функцій проведена чисельна 

реалізація проекційного методу розв’язування задачі (3).

При Я  > Щ  задача має скінченну кількість комплексних власних значень. 

У випадку великих значень числа Я  задача є сингулярно-збуреною, і для 

побудови її розв’язків проекційний метод, який грунтується на знаходженні 

стаціонарних значень функціоналу (4), неефективний.

В §9 пропонується метод побудови розв'язків задачі (2) для довільних 

значень параметра Я, в тому числі і для як завгодно великих.

8



Для довільного розв’язку рівняння Гельмгольца справедливе співвідно­

шення

а (Р М Р )  + /  - — Q)ds = O1 (6)
і+ Г

де Q(r) — Ku(ur(P, S)) - фундаментальний розв'язок рівняння Гельм­

гольца, r = yj(x - і ')2 -)- (у - у')2, А'о(г) - модифікована функція Бесселя 

2-го роду, а дорівнює внутрішньому куту області G1 у вершині якого зна­

ходиться точка Р.

Використовуючи співвідношення (6) і подаючи функцію = ~~ф - иіф/2, 

задачу зведено до наступної спектральної задачі:

*  О, = ObC?, ф — O на L, ф — Т~1ф на Г,

Sifi S а(Р)ф(Р) +  /  ( - ¾ ¾  -  ЛГ0( и /г ) ^ ) л  - - J  Кй(ь>г)Т-1ф<Іх+
L +Г Г

“ У { /  +1 K0(Ur)T-l^ d x  + 2/?(/K0(vr)tde- (7)

-со&аф(а) J  K0(wr)dx^ — — /  K0(wr)T-l~ dx  =  O на L + Г.

Така постановка задачі має ту суттєву перевагу, що спектральний пара­

метр w міститься тільки в крайовій умові задачі. Сингулярність задачі (7) 

виражається тільки в тому, що крайова умова містить в собі сингулярні 

інтеграли.

Запропоновано проекційний метод розв’язування задачі (7). Для вираху­

вання сингулярних квадратур розроблено спеціальні чисельні алгоритми. 

Проведена чисельна реалізація методу для кругової області G при різних 

висотах заповнення каналу рідиною. Наведені графіки залежності частот і 

декрементів коливань від числа Я  при різних значеннях числа 0.

В §10 побудовано форми вільної поверхні рідини при власних коливаннях, 

які відповідають власним значенням задачі із різних віток спектра. Про­

9



аналізовано відмінності, які спостерігаємо при розгляді умов прилипання і 

проковзування з тертям на твердій стінці.

Третій розділ присвячений побудові наближених методів розв'язання 

задачі про власні симетричні коливання в’язкої рідини в осесиметричній 

порожнині.

У випадкусиметричних коливань рідини в довільному меридіальному пере­

тині області П відбувається один і той самий рух рідини. Вектор-швидкості 

частинок рідини можна виразити через функцію току наступним чином:

H = Tot(Ipoe1) = + ~ ( г ф 0)е„

де (z,r,t]) - циліндрична система координат.

В цьому випадку задача (1) зводиться до скалярного вигляду

A\ipo + XHAitp0 *  0 в G,

Wo п , л і пд /1 9

AA
Ндг

де A iXpn — U 1M  *  S b  G - меридіальний перетин області П, 

L s=G nS , P==GnE.

Подаючи функцію у вигляді суми Ip0 = V>+V’ (А\ф + AHrp - 0, Аі>р == 0) 

і вводячи на Г: {0 < г < а. г *» 0} оператор Ti, який породжується 

диференціальним виразом <(и з , на класі функцій

« Є GJ([0,a]),«(0) =е «(а) = 0, одержуємо наступну крайову задачу:
Q

AiV? ~ 0, AiV' 4- Х И ф  =s 0 в O', ф + г/> = 0, —  (v* + ̂ )=»0 на L,
on

Ті(<р + Ф)-~Ф^о, Tl~ ( V  +  V-)- ¾ ¾ - “° наГ (9)

В §12 побудовано квадратичний функціонал

К і(ф ,Ф )~  + і*) + + якч*|(/с-
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-AH І  гТсЫ’^ г - JrT l-lIprpdr, (10)

який розглядається на класі функиійірЄ H(G), (Я(<7)C H^1(G): Діу? = Ob G ), 

ip € IVj1(G) при А Є <Г, H Є IR. На основі функціоналу (10) запропоновано 

варіаційне формулювання задачі (9). Доведено теорему.

Теорема 12.1. Нехай пара функцій уз* Є H(G) і грі, Є Wj1(G) при від­

повідному значенні комплексного параметра At і фіксованому параметрі H 

е розв’язком задачі (9). Тоді функціонал (10) на цих функціях набуває 

стаціонарного значення.

Справедлива і обернена теорема.

Теорема 12.2. Нехай функціонал (10) набуває стаціонарного значення на 

функціях ifik Є H(G) і \рк € Wj1(G) при відповідному значенні комплексного 

параметра Л = А* і фіксованому параметрі Я. Тоді при умові, що ці функції 

е двічі неперервно-диференціповними в G1 вони е розв'язками задачі (9).

В §13 розроблено проекційний метод визначення критичних значень числа 

Галілея та дійсних власних значень задачі (9). Тут задача (9) ставиться в 

дещо іншій постановці, а саме: фіксується значення параметрах (X1-XH) і 

визначаються ті значення параметра Я, при яких дане фіксоване значення 

параметра х « власним значенням залачі (9). В цьому випадку функціонал 

(10) розглядається на класі функцій ^eH (G ) і фЄ H1(G) (Hi(G)CW j(G): 

ДіУ> + =  0 в G), на яких він набуває наступного вигляду:

Ф) - J r r ( ^ +^ * + 2^ ) d » - X 3 j r T r ' t ^ d r - 1?-1rTfW ’ H r .

Шуканий розв'язок апроксимується скінченними сумами вигляду

ч>(т) -•* E  а»и'*. Ф(п) “  E  *»/»- 
*»і *=і

в яких tui,(fl,tf) = fl*P,J(costf), Д(Я,0) = ^  0V tfO5(XR)PjI(COStf), (11)

(R,ri,0) - сферична система координат з центром на Г, R — ^ z i + г2, 

tgfl — r/г, P j(cos 9) - приєднані поліноми Лежандра, Л+оъ(хН) ~ сферичні

п



функції Бесселя. Для визначення коефіцієнтів <ц. і 6* одержується система 

лінійних однорідних алгебраїчних рівнянь, умовою існування нетривіаль­

ного розв’язку якої є характеристичне рівняння

del(oit(x) -  H 2fa (x ))  =  0. (12)

Hk(X)-На основі рівняння (12) будуються функціональні залежності Ht 

Знаходяться точки хі< в *ких виконується умова = 0. Відповідні зна­

чення Я£ — Нк(хІ) е критичними значеннями числа Галілея. Одержані із 

функціональних залежностей Ні, — Нь(х) при фіксованому значенні пара­

метра H дійсні власні значення х уточнюються на основі рівняння (12), в 

якому Я  вважається фіксованим, а х ~ шуканим.

В §14 на основі систем розв'язків рівнянь Лапласа і Гельмгольца (11) по­

будовано систему функцій, які задовольняють три із чотирьох крабових 

умов задачі (9) для області П у вигляді півсфери. Для цієї мети використо­

вується розвинення відповідних функцій в степеневі ряди та ряди Фур’е. 

Проведена оцінка швидкості збіжності одержаних рядів. На основі побудо­

ваних координатних функцій проведена чисельна реалізація проекційного 

методу розв’язування задачі (9).

В §15 формулюється проекційний метод знаходження комплексних влас­

них значень задачі (9), яку зведено до наступного вигляду:

дф в$ хн дф л ,
-Z- -.TT- + -7ГТГ *  о на L1 
дп 'дп ( 2 дп

Hi

Аіф + АНф яв 0 в G,

dtp дф ХН,
(дЛ +1Г^\ -

dz '  dz + 2 '1#г d z )
А*Я» ,дф

T " 7 * T z ' ~ ф  ш O на Г, (13) 
4

де функції ф і ф визначаються як розв’язки допоміжних задач Діріхле 

Л,ф = Q в G, ф яв ф на L + Г,

Діф = 0 в G, ф = 0 на L1 ф s* Т{"1ф на Г.

На класі функцій ф Є Wj(G) побудовано квадратичний функціонал

І \дф\* дф * 1# дф і дф lJ l IsIr If I + г dz
Лг --

г
— г

дг Bt Г .
dG~
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/[ЧІ̂ 'ЙЙ^ИФ-
A2H2 г\ \дфг дф2 |0|2
4 /Наг +r dz + r

+ dG. (14)

Узагальненим розв’язком задачі (ІЗ) при деякому фіксованому значенні па­

раметра H назвемо таку функцію ф Є H^1(G) і відповідне число Л, що для 

них функціонал 0(ф) набуває стаціонарного значення.

Доведено теорему.

Теорема 15.1. Всякий двічі неперервно-диференційовний узагальнений 

розв’язок задачі (13) є класичним розв’язком цієї задачі.

На основі варіаційної постановки задачі сформульовано проекційний ме­

тод побудови її розв’язків. Наближений розв’язок шукається у вигляді

де {/*}*Li ~ Деяка повна в Wj1(G) система функцій. Коефіцієнти а* визнача­

ються із умови стаціонарності функціоналу (14), яка приводить до системи 

лінійних алгебраїчних рівнянь

Зумов» існування нетривіального розв’язкусистеми(15)одержуеться харак­

терне' ичне рівняння для шуканих значень параметра Л. За результатами 

чисельної реалізації зроблено висновок, що сформульований метод є дос­

татньо ефективний при H < 400. При більших значеннях числа H на точ­

ність побудови розв’язку задачі суттєвий вплив має сингулярність задачі.

В §16 запропоновано принципово інший метод розв'язання задачі (9). Він 

грунтується на ідеї використання фундаментального розв’язку для рів­

няння Д| ф - шгф = 0. На відміну від двовимірного рівняння Гельмгольца, 

для якого цей розв’язок виражається у вигляді функції ft'0(u>r), в цьому 

випадку невідомий явний вираз для фундаментального розв’язку.

Ф{а) =  І  а„п,

t [«S’ + A=S'- AVj']... 0. (15)

із



В роботі цей розв’язок подано у вигляді

п  і  і  <\ о 1Zex P f - W a i  +  ^ s i n s <} , , й.
<?і(г,г,г,г) =  2 / -■-* у . .  -- t Cos2<d<, (16)

5 V a 2 -Hft2 Sini *

де а2 =  (г - г')а + (г - г')2, 6г = 4гг'.

Для довільного розв’язку рівняння = 0 і для довільної обмеженої

області G виконується співвідношення

“ W )  = <17>

де P(z,r) і S(z',r') - фіксована і змінна точки області <?; a =  2іг, якщо 

точка P e L  + Г, 2 дорівнює внутрішньому куту області G, у вершині 

якого знаходиться точка Р.

Задачу (9) на основі співвідношення (17) зведено до крайової задачі для 

рівняння Лапласа із спектральним параметром, який міститься в інтегро- 

диференціальній крайовій умові на межі області G

= Ліф — 0 в G, ф Zz 0 на L, ф=*Т~1<р на Г, 

Sl l f i s ^ p ifi(P)+ /  r ' ( ^  - J r ^ d r '-  (18)

І+Г

- т і{ / & * +/ ^ И - “т І 'У г ^ - t +r

Для визначення результату дії оператора Si на L + Г потрібно обчислю­

вати квадратури вигляду

I1 •  jr 'f(r ')Q tdr\ h  *  f r'f(r’) j£ d r ' ,

(19)

У випадку коли а -+ 0, тобто при S P  (точка P  належить інтервалу 

інтегрування) і при < -+ 0 підінтегральяа функція в (16) прямує до об,
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а тому квадратури (19) є невласними. Крім того при великих значеннях 

Reui підінтегральна функція в (16) при віддаленні від точки в = 0, t — 0 

зменшується по експоненціальному закону, тобто такі квадратури є одно­

часно і сингулярними. Для їх обчислення розроблено спеціальні алгоритми.

Розглянемо, для прикладу, /|. Подамо цей повторний інтегал як подвій­

ний

,, _  т r f r /H e - p l- W .-  + 6і . in -і) d lJr.

J0 j{ va5 -f- fe2 sin <

Введемо узагальнені полярні координати (р, 7)

г' в гр + рып 7, t = (21)
irP

де (0, г,,) - координати точки P € Г.

Завдяки тому, шо якобіан перетворень D = а Iim = 1
2гр р-п Va*+ 62 sin5«

невласний інтеграл (20) перетворюється у власний. Заміна змінних (21) дає 

можливість одночасно врахувати також сингулярність квадратур, оскільки 

в околі кутової точки підінтегральна функція має характер ехр{-и;р} при 

Reиі 1 квадратури вираховуються тільки в деякому е околі по змінній р.

Побудовано проекційний метод розв’язування задачі (18). Проведено чи­

сельну реалізацію алгоритму для сферичної порожнини при різних висо­

тах заповнення рідиною. Результати обчислень подані у вигляді таблиць 

і графіків залежності комплексних власних значень від числа Я. При ве­

ликих значеннях числа H частоти коливань (ImXk) прямують до частоти 

коливань ідеальної рідини. Проведено порівняння одержаних величин Xk

з відповідними значеннями А», визначеними за допомогою асимптотичного 

методу. При середніх значеннях H (H < 400) зроблено порівняння чисель­

них даних з результатами, одержаними в поперед ньому параграфі.

У  висновках сформульовані основні результати дисертаційної роботи.
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ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ TA ВИСНОВКИ

!.Запропоновано варіаційні формулювання задачі про нормальні(власні) ко­

ливання в’язкої рідини в областях виду

* а)нескінченний горизонтальний канал (розглядаються поперечні коливання 

рідини з умовою проковзування з тертям на твердій стінці), 

б)область, яка має форму тіла обертання (розглядаються симетричні ко­

ливання рідини); ‘

доведено еквівалентність спектральних крайових задач і задач знаходження 

стаціонарних значень відповідних квадратичних функціоналів.

2.Розроблено проекційні методи визначення критичних значень числа 

Галілея, при яких в задачах з’являються комплексні власні значення.

3.Сформульовано проекційні методи визначення дійсних і комплексних 

власних значень задач та розроблено чисельні алгоритми реалізації цих 

методів. Як показують обчислення, область застосування їх обмежена ве­

личинами H < 400. При більших значеннях H на точність наближених 

розв'язків суттєвий вплив має сингулярність задачі.

4.Шляхом використання фундаментальних розв’язків для рівняння Гель­

мгольца спектральні задачі з параметром в рівнянні і крайових умовах зве­

дено до спектральних крайових задач для рівняння Лапласа з параметром 

тільки в крайових умовах. Такий підхід дав змогу розробити і ефективно 

реалізувати наближений метод побудови розв’язків задач для довільних зна­

чень числа Галілея.

5.Запропоновано інтегральне представлення фундаментального розв’язку 

рівняння Гельмгольца в осесиметричному випадку та спеціальна методика 

обчислення сингулярних квадратур, які містять в собі фундаментальний 

розв’язок і його похідні.

б.Проведено чисельну реалізацію всіх запропонованих в роботі наближе­

них методів розв’язування спектральних крайових задач для областей кон- 

кретиої геометричної форми; зроблено порівняння чисельних даних, одер­

жаних за допомогою різних алгоритмів.
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Барняк О.М. “Приближенные методы решения задачи о 
линейных колебаниях ограниченного объема вязкой жидкости”

Диссертация на соискание учёной степени кандидата физико - математиче­

ских наук по специальности 01.01.03 - математическая физика. Институт 

математики ИАН Украины, Киев, 1996.

Защищается диссертация, посвященная разработке приближенных мето* 

дов решения спектральной каевой задачи о нормальных (собственных) ко­

лебаниях ограниченного объема вязкой жидкости. Построены и обоснованы 

проекционные методы исследования спектральных свойств и решения плос­

кой задачи с условием проскальзывания с трением и осесимметричной за­

дачи с условием прилипания. Разработан приближенный метод решения 

сингуляно-возмушсниых задач, описывающих колебания маловязкой жид­

кости. Піюведена численная реализация разработанных методов для обла­

стей конкретной геометрической формы.

Barnyak О.М. ’’Approximate methods of solving the problem on
linear oscillations of bounded volume of viscous liquid”

Thesis for the degree of Doctor of Philosophy in Physics and Malhematice1

speciality 01.01.03 - mathematical physics. Institute of Mathematics, National 

Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 1996.

This thesis is devoted to development of approximate methods of solving the 

spectral boundary-value problem on normal (proper) oscillations of bounded 

volume of viscous liquid. Projectioh methods for.investigation of spectral prop­

erties and solution of a plane problem with the friction eliding condition and an 

axisymmetric problem with the sticking condition are constructed and proved. 

An approximate method of solving singularly perturbed problems on oscilla­

tions of low-viscous liquid is worked out. Numerical realization of the developed 

methods is carried out for domains of particular configurations.

Ключові слова: крайова задача, лінійні коливаний, в'язка рідина,

варіаційна задача, квадратичний функціонал, проекційний метод, власні 

значення, власні функції, декремент коливань, сингулярно-збурена крайова 

задача, фундаментальний розв’язок.
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