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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

А к т у а л ь н іс т ь  т е м и . Дона робота присвячена дослідженню обмежених 
та  майже періодичних роов’яоків та  інваріантних множин майже періодич­
них систем овичайних диференціальних рівнянь, ріоницевих рівнянь і рів­
нянь о імпульсами.

З часу створення у 20-х роках нашого століття теорії майже періодич­
них функцій майже періодичним системам присвячена величеина кількість 
досліджень. Це ов’яоано як о численними оастосуваннями в ріоних об лаг 
стях математики, механіхи та  теоретичної фіоики, так і "внутрішніми* 
причинами -  багатою та складною природою таких систем.

Для систем лінійних майже періодичних диференціальних чи ріинице- 
вих рівнянь не справедлива теорема Флоке-Лянунона, більше того, у з а ­
гальному випадку не виконуються такі ї ї  ослаблені варіанти, як роощеп- 
лення на підсистеми, які відповідають експоненціальній дихотомії. Це по­
яснюється складною топологією векторних роошарувань над оамиканням 
множини осувів майже періодичної матриці коефіцієнтів. Замикання мно­
жини нетривіальних обмежених роов’яоків однорідної системи у оп аль­
ному випадку навіть не утворює роошарування. Дослідженню однорід­
них майже періодичних систем о нетривіальними обмеженими роов’яоками 
т а  нетривіальними майже періодичними роов’яоками присвячені роботи 
С. Бохнера, А. Венковської, В.А. Гпавана, Р. Джонсона, Р. Влліса, Р. Каме­
рона, М. Картрайт, Я.Курцвейля, Д.Лілло, М.Г.Любарського, В.М.Мілі- 
оніцикова, К. ГІальмера, Р.Саккера, Д. Седла. Наявність нетривіального 
обмеженого роов’яоку у лінійної однорідної майже періодичної системи не 
гарантує існування нетривіального майже періодичного роов'яоку. Отри­
мання умов існування таких роов’яоків -  важлива і непроста оадача.

Останні роки активно роовиваеться теорія майже періодичних імпульс­
них систем. Відмітимо роботи М.У. Ахметова, Д. Векслера, М.О. Перестю- 
іа , А.М. Самойленка, В.Ю. Слюсарчука, С.І.Трофимчужа. В майже періо­
дичних імпульсних системах проявляються властивості майже періодич­
них диференціальних і ріоницевих систем і виникають специфічні склад­
нощі, пов’яоані о рооривністю Ta непродовжуваністю на від’ємну піввісь 
роов’яоків. Багаточастотним рооривним коливанням, які описуються ро~ 
оривяими кваоіперіоднчними функціями, відповідають рооривні інваріантні 
тори Імпульсної системи. Це вимагає дослідження рооривних інваріантних 
множин та  імпульсних лінійних рооширень, яхі дають основну інформацію
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про поведінку імпульсної системи в оголі інваріантної множини.

М е т а  р о б о т и . Роовиток методів дослідження обмежених і майже пе­
ріодичних роов'яоків і інваріантних множин майже періодичних систем 
овичайних диференціальних рівнянь, різницевих рівнянь і рівнянь о ім­
пульсами. Отриманій умов існування нетривіальних майже періодичних 
роов'яохів лінійних майже періодичних систем. Дослідження поведінки 
сепаратрисних многовидів експоненціально дихотомічних лінійних майже 
періодичних систем різницевих рівнянь та систем о імпульсами. Отри­
мання умов кускової неперервності та  кускової гладкості сепаратрисних 
многовидів та інваріантних множин імпульсних рооширень динамічних си­
стем на торі.

М е то д и к а  д осл ід ж ен н я . Застосовуються методи якісної теорії ови­
чайних диференціальних рівнянь, ріоницевих рівнянь, теорія диференціаль­
них рівнянь о імпульсною дією та  методи топологічної динаміки.

Н аукова новиона. Основні результати та положення, які вионачають 
наукову новиону і виносяться на оахист, наступні:

1. Досліджено множини лінійних однорідних майже періодичних систем 
диференціальних рівнянь та  систем ріоницевих рівн: нь оі всіма обмеже­
ними роов’яоками. Досліджено топологію інтегральних підмножин таких 
систем. Доведено, що у множині систем о оаданим частотним модулем під- 
множину другої категорії утворюють системи о не майже періодичними 
роов’яоками.

2. Доведено, що у довільному околі системи лінійних однорідних дифе­
ренціальних рівнянь о кососпряженою майже періодичною матрицею існує 
система о нетривіальними май» г періодичними роов’яоками. Доведено іс­
нування лінійної однорідної маї же періодичної системи о нетривіальним 
обмеженим роов’яоком такої, що всі системи о деякого ї ї  околу не мають 
нетривіальних майже періодичних роов'яоків.

3. Доведено, що у просторі лінійних однорідних ріоницевих рівнянь O 
майже періодичними ортогональними матрицями існують відкриті мно­
жини систем, які не мають нетривіальних майже періодичних роов’яоків.

4. Знайдені достатні умови о ведення лінійної майже періодичної імлульс- . 
ної системи до системи овичайних диференціальних рівнянь о майже періо- * 
дичною а Бором-матрицею.

5. Досліждено експоненціальну дихотомію лінійних майже періодичних
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різницевих та  імпульсних систем. Для таких систем доведено, що о експо­
ненціальної дихотомії на півосі випливає експоненціальна дихотомії на всій 
осі. Доведено також, що для експоненціальної дихотомії на осі достатньо 
вимагати експоненціальну дихотомію на скінченному досить великому ін­
тервалі.

в. Досліджено експоненціальну дихотомію імпульсного лінійного рооши- 
рення динамічної системи на торі. Отримано умови кускової неперервності 
та  кускової гладкості сепаратрисних многовидів таких систем.

7. Знайдено достатні умови існування кусково-неперервного інваріант­
ного тору слабконелінійного імпульсного роошнрення динамічної системи 
на торі. Отримано умови існування кусково-гладкого інваріантного тору 
імпульсної системи, заданої в добутку евклідового простору та тору.

9. Отримано умови існування нетривіальних кваоіперіодичних рочв’яо- 
ків лінійних майже періодичних рівнянь, які оалежать від параметра.

Т е о р е ти ч н е  і п р ак ти ч н е  (значення. Робота має теоретичний ха­
рактер. Роороблені в дисертації методи дослідження майже періодичних 
рівнянь можна оастосовувати при дослідженні конкретних систем дифе­
ренціальних, ріоницевих чи імпульсних майже періодичних систем, «окрема 
при дослідженні багаточастотних рооривних коливань. Теореми про струк­
туру множини лінійних майже періодичних систем о обмеженими роов’яо- 
камм можуть бути оастосовані при вивченні структурної стійкості та бі­
фуркацій неавтономних динамічних систем.

А п р о б ац ія  р о б о т и . Реоультати, включені в дисертацію, доповіда­
лися иа Всесоюоній науковій конференції "Нелінійні проблеми диферен 
ціаяьних рівнянь та  математичної фіоики” (Тернопіль, 1989), Республікан­
ських школах-семінарах ” Poo рив ні динамічні системи" (Київ, 1989; Івано- 
Франківськ, 1990; Ужгород, 1991), Міжнародній конференції "Нелінійні 
проблеми диференціальних рівнянь та  математичної фіоики - другі боголю- 
бовсьіі читання” (Київ, 1993), школах-семінарах ’’Нелинейные краевые оа- 
дачи математической фиоики и их приложения” (Нальчик, 1990; Тернопіль, 
1994; Чернівці, 1995), Першій Європейській конференції о нелінійних ко­
ливань (Гкмбург, Німеччина, 1993), Чехо-Словацькій конференції EQUAD- 
IPF - 8  (Братіслава, 1993), Всеукраїнській конференції "Нові підходи до 
роов’яоання диференціальних рівнянь” (Дрогобич, 1994), I 1PeTboMy Все­
світньому конгресі о індустріальної та  прикладної математики (Гкмбург, 
Німеччина, 1995), Другій міжнародній конференції в ріоницевих рівнїнь
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та  їх оастосувань (Веспрем, Угорщина, 1995), Всеукраїнській конферен­
ції "Диференціально-функціональні рівняння та  їх оастосування" (Чернівці, 
1996), а також на семінарах Інституту математики HAH України.

П убл ікац ії. Основні реоультати дисертації опубліковані в работах [1 -
20].

О б’єм  т а  с т р у к т у р а . Дисертаційна робота складається о вступу, чо­
тирьох рооділів та  списку літератури о 182 наов і викладена на 231 сторін­
ках.

ОСНОВНИЙ ЗМ ІСТ РОБОТИ

У вступі наводиться огляд літератури по тематиці дисертації, обгрун­
товується актуальність теми, формулюються оадачі дослідженні та  опису­
ються основні реоультати автора.

У першому рооділі досліджується множина обмежених роов’яоків си­
стеми лінійних однорідних рівнянь о майже періодичними коефіцієнтами

£  =  M t)*  (1)

Система (1) вкладається в сімейство систем

^  =  а(*о • t)t, (2 )

де ч> ■ t -  динамічна система осувів на компакті H — с1а{Л(< +  r ) , r  €  R} (оа- 
микання береться в рівномірній на осі топології), a(v>) -  неперервна функції 
на U. Система (2) оадае лінійн < рооширенна динамічної системи <р • ( на 
компакті W.

Сформулюємо реоультати діл комплексного простору і  Є Cn. Детально
досліджується система (1) оі всіма обмеженими роов’яоками. За теоремою
Камерона матриці -4(t) і а(<р) можна вважати кососпріженими при всіх 
оначеннях аргументіг.. Тоді фундаментальна система роов’яоків Ф(у>,<), 
Ф(̂ >, 0) а  /  системи (2) унітарна при всіх <p,t.

Нехай X  »  с Ц  (#>,/) • t : t €  R} C U  х U(n) -  замикання траєкторії о 
початковою точкою (tfi, / )  динамічної системи

S= (<fi t )A ), € П  х l/(n), (3)



б

U(n) -  група n-вимірних унітарних матриць. X  -  мінімальна та дистальна 
інваріантна множина динамічної системи (3). Нехай п - проекції на перший 
співмножник іг : X  -+ Ti. п ~*(Н) = G  утворює компактну групу.

Якщо група Cr тривіальна, то фундаментальна система роов’яоків си­
стеми (2 ) майже періодична о частотним модулем, який міститься в ча­
стотному модулі правої частини системи рівнянь. При скінченній групі 
G  множина X  утворює скінченнолистне накриття над компактом Ti. Для 
комутативної групи G  доведено наступне твердження

Л е м а  1.4.4. Якщо група G комутативна, то простір T i x C n системи (2) 
е сумою Уітні одновимірних локально тривіальних інваріантних роошапу- 
вань T i, і =  TTn, над компактом Ti. Відповідні розшаруванням проектори 
Рі{<р), і = ТГ». належать простору Cf (Tl, M (n ,C )), Af(n,C) - множина ком­
плексних квадратних матриць порядку п.

ТЬпологія роошарувань T;, і =  1,п, і, відповідно, поведінка роов’яоків 
системи може бути складною. В теоремі 1.4.4 доведено, що у комплекс­
ному просторі ж Є C 1 існує система (2) о комутативною групою G  і не­
тривіальними роошаруваннями T,. ТЬка система не «водиться оа допомо­
гою ллпуновського перетворення х — W (tp)y до діагонального вигляду. При 
виконанні деякої додаткової умови на Ф р о о ш а р у в а н н я  Ti, і — 1 , п, 
тривіальні і існує заміна змінних х =  W(tp)y, W(tp) є  C'{Ji,U(n)), яка вво­
дить систему (2) до діагонального вигляду. Це твердження справедливе для 
системи (2 ) о майже періодичною фундаментальною системою роов’яоків.

У загальному випадку група G  не комутативна. Більше того, доведено, 
що для типової системи група G  співпадає о 1/(п). Це дає омогу оробити 
висновок про наявність майже періодичних роов’яоків у системи. Сформу- 
JlJtCMO цей реоульт&т.

Т ео р е м а  1 .4 .1 . При п  >  2  у просторі лінійних рооширень (2 ) фіксованої 
динамічної системи ifi • t  на Ti множину другої категорії (перетин олічен- 
ної кількості відкритих скрізь щільних множин) утворюють розширення, 
для яких група G  дорівнює U(n).  B d  розв’язки цих рооширень не майже 
періодичні. Відстань між двома розширеннями задається рівномірною на 
Ti нормою матричних функцій а(>р).

Н аслідок 1 .4 .1 . Для квавіперіодичної матриці A(t) Tl — R ”*/Zm' =  T m
-  m-вимірний тор, t p - t  =  wt + <р, p p w  — (a?i,...,wm) - сталий вектор з 
раціонально незалежними координатами. Тоді у просторі R rn х С (T mt u(n))
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при n > 2 множину другої категорії утворюють вектори ш Є R m і функції 
a(tp) 6  C (T m,u(n )), яким відповідають системи (2) о не майже періодич­
ними роов’яоками. u(n) -  Множина n-вимірних кососпряжених матриць.

Наведені реоультати оалишаються справедливими для х  Є R n. У цьому 
випадку унітарні матриці оамінюються на ортогональні, а  косоермітові на 
кососиметричні.

В параграфі S досліджується задача апроксимації лінійних майже періо­
дичних систем о кососпряженою матрицею системами о майже періодич­
ними роов’яоками. А.Венковська і Я.Курцвейль дали пооитивиу відповідь 
на це питання для кваоіперіодичних систем о роомірністю частотного мо­
дуля к вао і періодичної матриці коефіцієнтів два або три. Для цього вико­
ристовувалася скінченність перших гомотопічиих груп групи S U (п) п-ви- 
мірних унітарних матриць о det =  1. Але вже третя гомотопічна група 
групи S U (п) нескінченна циклічна іг3(5У (п)) =  Z  і метод А.Венковської
-  Я. Курцвейля для систем о роомірністю частотного модуля майже періо­
дичної матриці коефіцієнтів більше три застосувати не можна.

В дисертації застосовується інший підхід. Використовуючи реоультати 
А. Кальдера, Дж. Сігеля і X. Філіпса, доведено наступну лему

Л е м а  1.3.2. Для є > 0 і натуральних чисел п та  d існує натуральне 
число N (є, п, d) таке, що для кожного метричного компактного простору X  
роомірності не більше d т а  кожного гомотопно тривіального відображення 
и : X  -* U (п) існує послідовність u =  U0 lUi , =  І  неперервних 
відображень о X  в U (п) таких, що

sup IM v*) -  « ч іМ І І  <  е- к ss 6, Ы - і .  
f t x

Лема 1.3.2 основна для доведонйя наступної теореми

Т ео р ем а 1 .5 .1 . В кожному о колі системи (1) лінійних диференціальних 
рівнянь о майже періодичною кососпряженою матрицею в частотним мо­
дулем T  існує система о частотним модулем, який міститься в раціональній 
оболонці T  та  о майже періодичною фундаментальною матрицею роо’яосів.

Паралельно в рооділі 1 рооглядаються системи лінійних майже періодич­
них ріоницевих рівнянь

Zn+! — AnZn, я €  Z (4)
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о унітарними матрицями An та  відповідні лінійні рооширення

* п+1 =  а(ц> ■ п )хп, п Є Z 1 (5)

де * Є CmlIfi-H -  динамічна система осувів на хомлакті У. =  с\в{Ап+р, р Є Z} 
(оамикання береться у рівномірній на осі топології). Для ріоницевих рів­
нянь рооглядадоться аналогічні питання, але, враховуючи специфіку ріони- 
цевих рівнянь, існує суттєва відмінність від систем диференціальних рів­
нянь. Наведемо основні реоультати. Далі вважаємо, що у системі (5) ма­
триця a(ifi) унітарна при всіх оначеннях ifi Є Ti, а У. =  R '/Z* =  T , -  
e-вимірний тор, а > 1. Дискретна динамічна система на торі оадається 
рівністю <fi ■ п  =  urn +  Ifi0, де оі Є R ' - сталий вектор, числа (o»j, 1)
раціонально неоалежні. На T j х U(m)  як і у випадку диференціальних рів­
нянь вводиться динамічна система

{ifi ,A)-n = {ifi-n,fb{ifi,n)A), (jfi,A) Є Т , х U(m),  (6 )

де Фа(у>о»п). $a(v>o.O) = I -  фундаментальна система роов’яоків системи 
ріоницевих рівнянь (5).

Нехай X  = cls{(v>o,/) • n : n  6  Z} C T 1 х t/(m ) - оамикання траєкторії
о початковою точкою (Ifiot I ) системи (5). X  -  мінімальна та  дистальна 
інваріантна множина динамічної системи (6 ). Нехай ж - проекція на перший 
співмножник п : X  -»• Т „  Tr- 1^ o )  =  G  утворює компактну групу.

Л е м а  1 .2 .2 . У просторі C (T „ U (m ))  при т  > 2 множину другої кате­
горії утворюють функції a(ifi), яким відповідають системи (S) о щільною в 
T i х U(m)  траєкторією.

Т ео р ем а 1.2.2. У просторі C (T „U (m ))  при т  > 2 множину другої 
категорії утворюють функції a(ifi), яким відповідають рівняння (S) о не 
майже періодичними роов’яоками.

Н аслідок 1 .2 .1 . У просторі R * x C (T „ t/(m ))  при т  > 2 множину другої 
категорії утворюють вектори ш €  R* і функції a(w) Є С(Т „  U ( т ) ) ,  яким 
відповідають рівняння (5) о не майже періодичними роов’яоками.

На відміну від систем овичайних диференціальних рівнянь у просторі 
унітарних майже періодичних систем (5) існують відкриті множини систем
о не майже періодичними роов’яоками. Це встановлює наступна теорема

Т ео р е м а  1 .2 .2 . Система ріоницевих рівнянь

ї* +і =  diag(e'*,...,e**)**, (7)
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де * € C ,fc  € Z 1I3 =  - 1 ,  не мас майже періодичних роов’яоків. У рів­
номірній топології на Z  послідовностей коефіцієнтів існує окіл системи (7) 
такий, що всі системи о нього не мають майже періодичних роов’яоків.

Теорема про апроксимацію унітарних систем системами о майже періо­
дичними роов’яоками справедлива для більш вузького класу ріоницевих си­
стем, конкретно для систем, які відповідають системам овичайних дифе­
ренціальних рівнянь. Доведена наступна теорема

Т ео р ем а 1 .3 .1 . Нехай у системи (4) майже періодична послідовність 
{/І*} о частотним модулем T  така, що систему можна рооширити до си­
стеми лінійних диференціальних рівнянь о майже періодичною кососиме- 
тричною матрицею. Тоді в довільному околі системи (4) існує система о 
частотним модулем, який належить J 7rat, т а  о майже періодичними роов’яо­
ками.

У одновимірному просторі ж/, Є C теорему 1.3.1 можна посилити -  обу­
рену систему можна вибрати о тим же частотним модулем Т .

Т ео р ем а 1.3.2. Якщо неперервна функція a  : H -+ 1/(1) =  Є
[0 , 2 *)} гомотопна одиничній над 6/ ( 1), то в кожному околі функції а(<р)
існує інша функція а\(<р) 1) така, що рівняній

**+і =  <*і • *)**. к €  Z ,
мас майже періодичні роов'яоки.

Н аслідок 1.3.2. Нехай рівнянні (4) при m =  2 о частотний модулем Jr 
майже періодичної послідовності {/4*} може бути роо ширене до лінійного 
диференціального рівняння о чисто уявним майже періодичним коефіцієн­
том. Тоді в кожному околі рівн ш иї (4) існує інше рівнінн і о частотним 
модулем T  і майже періодичний я роов’юк&мн.

Рооглінуто також ріоницеве р івнінні другого порідку о майже періо­
дичними коефіцієнтами

=  CnJSn-I +  »«*п, 1» 6  Z , (8 )

Zn Є R , послідовності дійсних чисел {ся},{кв} майже періодичні о частот­
ним модулем T . Крім того вимагаємо |с*| >  7  > O для всіх n  €  Z.

Т еорем а 1 .3 .3 . Нехай всі роов’яоки рівнянні (8 ) обмежені. ТЬді для 
довільного є > O існує рівняння

* „ + , =  +  VfnX n , п  Є Z
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оі всіма майже періодичними роов’яоками, причому майже періодичні по­
слідовності К } , К )  мають частоти, які належать T  і |с„ -  dn\ < є, )«і„ — 
»J,| <  є для всіх п Є Z.

Рооглянемо різницеве рівняній другого порядку о квазіперіодиіннм по­
тенціалом

*»+і +  *»-і =  v(ifi ■ п )хя, п  Є Z, (9)

де >р Є T mi Tm -  m-вимірний тор, v{tp) : Tm -+ R  -  I pan неперервно дифе-
ренційовна функція на торі T mi <р-п = tp+шп, сталий вектор и> оадовольняє 
умову иереоонансності.

Т ео р ем а  1 .3 .4 . Нехай всі роов’яоки рівняння (9) обмежені. Тоді для 
довільного є  > 0  існує І рао неперервно диференційовна функція :
T m —► R , Ци'(^) — »(у>)|| < є така, що рівняння

*„+і + *„_і =  V1 {ір • »)*„, п  €  Z 1 

мас всі майже періодичні роов’яоки.

У параграфі 5 першого рооділу також розглядається система (1), яка 
мас нетривіальні обмежені роов’яоки, що задовольняють умову Фанара. 
Рооглядаєтьси питання, чи можна мало обурити систему так, щоб збурена 
система мала нетривіальні майже періодичні роов’яоки.

Т ео р ем а  1 .5 .2 . У n -вимірному комплексному просторі існує лінійна 
майже періодична система (1), яка має обмежений відокремлений від нуля 
роов’яоок і така, що всі лінійні майже періодичні системи о деякого ї ї  околу 
(в рівномірній на осі топології матричних функцій коефіцієнтів) не мають 
майже періодичних роов’яоків.

Порівняємо останню теорему о теоремою 1.5.1. Система (1) оі всіма об­
меженими роов’яоками має тривіальне в % х С" розшарування обмежених 
роов’яоків (воно, очевидно, співпадає о W x С"). Яйцо множина В  обмеже­
них роов’яоків системи о теореми 1.5.2 є тривіальним розшаруванням, то 
в довільному ї ї  околі оавжди існує система о нетривіальними майже періо­
дичними розв’язками. Ситуація теореми 1.5.2 виникає, коли розшарування 
В  нетривіальне, навіть більше, воно не мас ненульових неперервних пере­
тинів.

В  др угом у рооділі дисертації вивчається дихотомія різницевих та  ім­
пульсній майже періодичних систем. Рооглянемо лінійну імпульсну си-
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стену

=  *(4„ -1- 0) -  *(*„) =  В пх,  (10)
«=«.

де t Є R, * Є Vm 1 Vm - m -вимірний дійсний R m чи комплексний Cm простір. 
Припускаємо, що матриця Д (0  майже періодична оа Бором, послідовність 
{Д„, п Є Z )  майже періодична, послідовність { t„ ,n  €  Z} строго оростаюча
і мас рівностеленево відносно j  майже періодичні ріониці { t Jn , n  €  Z }, t Jn —

In-tj tn.
У параі'рафі 2.1 вивчається можливість оведення системи (10) оа допо­

могою лінійної оаміни (змінних о невиродженою кусково-диференційовною 
розривною майже періодичною матрицею до системи лінійних диферен­
ціальних рівнянь о майже періодичною оа Бором матрицею коефіцієнтів. 
Це можна оробити не оавжди. Якщо при якомусь п Є Z  імпульс виродже­
ний d e t(/ -I- B n) =  0, то таке оведення неможливе. Але, крім того, важливу 
роль відіграє топологія замикання осувів майже періодичної послідовності 
{ / +  B nt п Є Z}. Доведено наступний реоультат

Т ео р ем а 2 .1 .2 . Нехай в системі (10) /4(t) майже періодична оа Б о ­
ром, послідовність {*„,« Є Z} строго оростаюча і м а; рівностепенево від­
носно j  майже періодичні ріониці {t{,n  €  Z}, =  tn+j — tn, послідовність
{B n,n  Є Z} майже періодична, крім того виконується умова невиродже- 
ності імпульсів I d e t(/ +  Bn)| >  or > 0, п  €  Z. Пооначимо черео В оамикання 
в рівномірній на Z  топології множини осувів послідовності {В п, п  Є Z} : 
В =  cls{{B„+/ ,n  Є Z } ,j  €  Z}. Тоді B n + 1 — В(<р-п) для деякого Є 8 , <р-п
- динамічна система осувів на £•!, В  - неперервна функція В -»■ CL(/n,V). 
Припустимо, що неперервне ві ображення В : В -* C L (n ,V )  гомотопне 
тотожному над множиною неві роджених матриць m-го порядку CL^n, V).  
ТЬді існує невироджена оаміна омінних X = U (і)у о рооривною майже періо­
дичною кусково-диференційовною матрицею U(t), яка оводить систему ( 1 0 ) 
до системи бео імпульсів о неперервною майже періодичною оа Бором ма­
трицею.

Відмовитися від вимоги гомотопно! тотожності відображення В  не мож­
на. Наводиться відповідний приклад. Твердження залишається справедли­
вим, якщо в системі (1 0 ) моменти імпульсної дії рооділені а матричнооначна 
функція Д(() рооривна майже періодична о рооривами в точках t„, п Є Z.

В параграфі 2.2 теорема 2.1.2 використовується д ія  вивчення регуляр-



и

ності одиовимірного лінійного диференціального рівнянні о імпульсною 
дією

^  S S  o(t)x  +  f i t ) ,  t /  t „  x ( tn +  0 )  =  bnz(t„) +  gn , ( 1 1 )

де обмежені функції a ( t ) , f ( t )  рооривні майже періодичні, послідовність 
{ t„ ,n  Є Z} строго вростаюча і має рівностепеиево відносно j  майже періо­
дичні ріониці, послідовності {Ь„,п Є Z} та  {дпуп  Є Z} майже періодичні і 
виконується умова невиродженості імпульсів |6„| >  7  > 0, п Є Z.

Лінійний оператор L

d z
L x ~ ~ d t ~  a^ x ' 1 ^  x t̂n +  °) =  ь»х (*п) ( I2)

навивається регулярним, якщо відповідне йому неоднорідне імпульсне рів­
няння має єдиний кусково-неперервний ров’яоок t ( t )  при довільній обме­
женій кусково-неперервній функції / ( t )  і обмеженій послідовності {$„}, при­
чому роов’яоок t ( t )  майже періодичний о рооривами в точках in, п Є Z 1 

якщо функція /(<) та  послідовність {дп} майже періодичні.

Т ео р ем а 2 .2 .1 . Оператор (12) регулярний тоді і тільки тоді, коли 

M[L) = M[a(t)} + pM[{bn} } * 0 ,

де

- J j m  /« ( * ) * .  =

і(0,7 ') -  кількість членів послідовності {<„} на відрізку (0 ,Г].
Аналогічний реоультат справедливий для трикутних систем.

В параграфі 3 другого рооділу рооглядається система лінійних ріонице­
вих рівнянь

*„+і =  А(п)хп, п  Є Z , (13)

де *„ Є Vm, Vm == R m або С \  /4(п) є  Af(m ,V), ||Л (п)|| <  L, п  Є Z, L  > 0. 
Ми не вимагаємо невиродженості матриць А (п ) ,п  Є Z, тому роов’яоки 
х ( п ,п о) системи (13) можуть не продовжуватися чи продовжуватися неод­
нозначно на від’ємну піввісь. Під *(п,по) розуміємо роов’яоок, який одно­
значно визначений в точці щ  і продовжується на п >  *»о.
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О оначенпя 2 .3 .1 . Рівняння (13) мас експоненціальну дихотомію на 
множині п Є J  C R 1 якщо існують додатні числа и , К , К і такі, що для 
кожного r»o 6  J  простір Vm можна ообраоити у вигляді прямої суми Vm — 
S(«o) © и ( п а) так, що виконуються умови

1) $>(n,n0)S(n0) C S (n), Ф(я,По)1/(г»о) C U(n), п > по, п Є J i

2) для відповідних проекторів вир ||Р (п )|| + su p ||Q (n ) || < оо;Tl П
3) для кожного роов'яоку Z(Tit Iiol Xo) рівняння (13) о Xo €  S(rio) вико­

нується оцінка

||*(п,по,*о)І| <  A T e - По, х0)||, п  > k  > n0, k ,n  є  J ;  (14)

4) для кожного роов’яоку z(n , no,Zo) рівняння (13) о іо  Є U(nQ), вико­
нується оцінка

||z (n ,n o ,z 0)|| >  ^ е ^ " " ЧІІ*(*,по,*о)||, п > к > п о, к ,п  Є J. (15)

Наведені умови більш слабкі, ніж овичайно. При так ооначеній дихотомії 
роомірності сеп&ратрисних много виді в 5 (  п) т а  U(n)  можуть омінюватися 
при оміні п, але існує деяка оакономірність такої оміни: при п > к справед­
ливі нерівності d im S (n) <  d im S(k),  dim £/(n) >  d im U(k).  Для широкого 
класу рівнянь наведені вище роомірності не оадежать від п, наведене оона- 
чення експоненціальної дихотомії співпадає о традиційним -  коди умову 4) 
можна оамінити наступною:

4 ) кожний роов’яоок z (n, No,Zo) системи (13) о Z 0 Є £/(по) однозначно 
продовжується на від’ємну піввісь і для них виконується умова (15) для всіх 
п >  к.

Послідовність А =  (Д (п), п  S Z} навивається стійкою оа Пуассоном, 
якщо вона є граничною послідої ііістю осувів самої себе, тобто існує послі­
довність цілих чисел {nj}, Uj -+ 4-оо, j  -+ +оо така, що А(п)  =  Iim А(п +J'+ +OO
nj), n e Z .

Т еорем а 2 .3 .1 . Нехай послідовність А  =  {Л (п),п  Є Z j  стійка оа Пуансо­
ном. Тоді, якщо система (13) експоненціально дихотомічна на півосі п >  а 
для деякого а Є Z , то вона експоненціально дихотомічна на осі п Є Z  і 
роомірності стійкого та  нестійкого миоговидів не омінюються при оміні п.

Н аслідок 2 .3 .1 . Нехай послідовність {Л(п)} майже періодична. ТЬді о 
експоненціальної дихотомії системи (13) на півосі п > а для деякого цілого
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а  випливає ї ї  експоненціальна дихотомія на осі оі сталими роомірностями 
стійкого та  нестійкого многовидів.

Т ео р ем а 2 .3 .2 . Нехай у системи (13) послідовність А(п)  майже періо­
дична і система (13) експоненціально дихотомічна на множині { 0 ,1 ,...,Т )
о константами і / ,К ,К \  =  I/К .  Припустимо, що виконуються оцінки

-  K e - *  =  8, 6 Ш \ I +  2Af*) < 1 ,  M  = su p  | |Л (п ) ||.
K n€Z

Тоді, япцо T  > 0 оадовольняс умову T  > 4Л і кожний інтервал довжини 
[Г /2 ]— 1 ([*] - ціла частина числа *) містить £-майже період майже періодич­
ної послідовності (Л(п)}, то система (13) мас експоненціальну дихотомію 
ва осі п Є Z  о константами а  = In 2/ h , K  = (2M)h,K \  = (2M )~h.

В наступних параграфах другого рооділу вивчається експоненціальна 
дихотомія лінійних імпульсних систем ( 10 ) о виродженими імпульсами. 
Припускаємо, що * Є Vm, Vm =  R m чи Cm, матрична функція A(t)  кус­
ково непрервна та  обмежена на осі, послідовність [В п,п  Є Z} обмежена, 
{і„,п  Є Z} -  строго оростаюча послідовність дійсних чисел, яка оадоволь­
няс умову 1ішг-*оо і (0 ,Т ) /Т ,  де »(0,Т) -  кількість членів послідовності {*„} 
на відріоку (0 , Т\.

Припускаємо, що d e t( / +  B n) -  0 для деяких чи всіх п Є Z. Тому 
роов’яоки x ( t , r , X o ) , x ( T , r , x 0)  =  *о системи ( 1 0) можуть не продовжува­
тися чи продовжуватися неоднооначно на від’ємну піввісь t < т. Нехай 
X (. t ,r ) , t  > т - фундаментальна система роов’яоків системи (1 0 ).

Експоненціальну дихотомію для імпульсної системи (1 0 ) ооначасмо як і 
для систем ріоницевих рівнянь.

Сис гема (10) експоненціально дихотомічна на множині J ,  якщо для до­
вільного T0 Є J  простір Vm можна ообраоити у вигляді прямої суми t / ( r 0) 
та  5(го) так, що виконуються умови

1) довільний роов’яоок системи (10) о *о €  S(T0) оадовольняс нерівність

IW*, То, *о)|| <  к  ехр(—ог(* -  т))||* (т, Tb, *о)||, t > T > T0J

2) довільний роов’яоок о X 0 Є U ( T 0)  оадовольняс нерівність

||*(t,ro,*o)|| >  K i  exp(a(t -  т))||*(т,т0,*о)||, t >  т  >  г0, 

де t , r  Є J  і сталі а , К , К \  не залежать від To1Z0;
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3) X (t,r )S (T )C S (t), X(t,T)U(r) C U(t), t > r ;
4) для відповідних проекторів sup ||P (l) || +  sup ||Q (/)|| <  O O .

Як і в ріоницевих системах роомірності сепаратрисних підпросторів S(I) 
та  U (І) можуть омінюватися при оміні t. Вищеооначеної дихотомії у ва­
гальному випадку недостатньо для регулярності відповідного оператора. 
Справедлива теорема

Т ео р ем а  2 .4 .1 . Для слабкої регулярності системи

необхідно і достатньо, щоб відповідна однорідна система (10) була експо­
ненціально дихотомічною на півосі і роомірності стійкого та  нестійкого 
многовидів S(t)  і U(t) не оалежали від t.

Ткк ооначена експоненціальна дихотомія оберігається про малих обурен­
нях правої частини системи (10), малими оалишаються і кути між відповід­
ними сепаратрисними многовидами системи (10) та  обуреної системи, хоч 
роомірності відповідних многовидів при цьому можуть не співпадати.

Т ео р ем а 2 .5 .1 . Нехай у системи (10) матриця A(t)  майже періодична оа 
Бором, послідовність {Вп, п є  Z} майже періодична, послідовність {<„, п £ 
Z} строго оростаюча і має рівностепенево відносно j  майже періодичні 
ріониці {t£,n Є Z ) ,  t’n =  tn+j — t„. Нехай система (10) має експоненціальну 
дихотомію на півосі і  >  0 о сепаратрисними многовидами U(t)  т а  S(t).  
Тоді система експоненціально дихотомічна на всій осі, d im l/(f)  та  d im S(I) 
не оадежать від < Є R  і U(t)  мае єдине обмежене продовження на від'ємну 
піввісь.

Як наслідок доведено, що о експоненціальної дихотомії майже періодич­
ної системи (10) на скінченному досить великому інтервалі часу випливає 
експоненціальна дихотомія на всій осі.

В  т р е т ь о м у  р  оо д іл і д и с е р т а ц ії вивчаються імпульсні р по ширеній 
динамічних систем m  торі.

—  = A(t )x  + f ( t ) ,  t * t n, A x  =  В пх  4- bn, 
<=!.

- J T = O ( V ) , (16)

—  =  A(ip)x, 1 Р б Т т \ Г , (17)
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Дх =  B(ifi)x. (18)
*>€Г

де * €  R ”, V3 €  T m, T m -  m-вимірнин тор, Г -  гладкий компактний підмно- 
говид бео краю короомірності 1 тору T m, а(ір) € C up(Tm), А(ір),В(ір>) Є 
C (T m). Рівняння (16) ма£ однооначний роов’язок <p(t,<po) =  <р • t. Поона- 
ЧИМО черео ij(<fio),j €  Z, ПОСЛІДОВНІСТЬ ТОЧОК перетину Ip(t, Ifi0) о підмного- 
видом Г. Припускаємо, що ці перетини трансверсальні. Виходячи о ком­
пактності многовиду Г і трансверсальності перетинів, виконується умова 
tJ(Vj) ~  t j - iW )  > & > Q> І  €  Z , для деякого додатного в.

Роов’яоок x(t, IfiQt Xo) рівняння (17) кусково неперервний о рооривами пер­
шого роду в точках перетину ifi(t, ір0) о Г. Припускаємо, що він неперервний 
оліва. Лх ооначає стрибок функції х  в точці ір при русі водовж траєкторії 
системи рівнянь (16). Як і раніше припускаємо, що d e t( / +  B(ifi)) =  0 для 
деяких чи всіх ifi €  Tm. Тому роов’яоки x(t,ifi0, х 0),х (0 ,ifi0lx 0) =  X0 можуть 
ие продовжуватися на від’ємну піввісь t < 0  чи продовжуватися неодно- 
оначно.

Для фіксованого іро системі (16) -  (18) приймає вигляд

=  A{ifi(t,ifi0))x, t ^ t i(Ifi0)l (19)

A x  =  B(ifii(ifio))x, (20)
<=Mt»о)

Де Vi(lPii) — tP(Ii(lPo)tVo)- Пооначимо черео X(t,<p0), t  >  0, фундаментальну 
систему роов’яоків системи (19), (20), X(Ot Ifi0) =  І .

Система (16) -  (18) наоивається експоненціально дихотомічною, якщо 
для ко кного і(> Є Tm простір R n може бути представленим у вигляді прямої 
суми підпросторів U(ifi) і S(ifi) роомірностей г і (п — г) так, що

1) роов’яоки системи (19), (20) о X0 Є S(ifi) оадовольняють нерівність

ІІ*(*.¥>.*о)І| <  K e x p ( - a ( t  -  r))||r(r,v>,xo)||, t > т  >  0;

2 ) роов’яоки о «о € U(ifi) однооначно продовжуються на від’ємну піввісь
і оадовольняють нерівність

ІМ*.¥>>*о)|| <  A " ie x p (a ( t -  г ) ) ||* (г ,у > ,* 0) ||,  * <  т  <  0,

де сталі a, K t K i не залежать від ір, хо;



3 ) X ( ( ,V) % ) C S ( V < ) ,  X ( t lV>)U(<p) C U ( V t ) ,  t >  0.
4) для відповідних проекторів sup ||P (y> )||-f8up||Q(v>)|| <  oo.

Т ео р ем а  3 .2 .1 . Нехай система (16) - (18) експоненціально дихотомічна. 
Тоді проектор Р(ір) неперервний на множині Tm \  Г, мас роориви першого 
роду на множині Г І

PW ,+ о )(/ +  B(v>)) =  ( /  +  B(<fi))P(<fi -  0).

Значення (ір  -  0 ) і (<р +  0) для т о ч к и  ір визначаємо вздовж траєкторії ір • t 
рівняння (16) при оростанні t.

Т ео р ем а  3 .2 .2 . Нехай система (16) - (18) експоненціально дихотомічна 
на осі і функції a(ifi), А(<р), В(<р) і tj(<p), j  Є Z 1 мають неперервні частинні 
похідні оа ifik, к = I 1 т, до *-го порядку включно. Тоді проектор Р(ір) при 
V>eTm\ r  має неперервні частинні похідні оа ірі,,к =  1 ,то, до *-го порядку 
включно.

З останніх теорем випливає, що фаоовий простір Tm х R n експонен­
ціально дихотомічної системи (16) - (18) с сумою Уітні S  ф  U  двох ін­
варіантних підрооіоарувань над тором Tm, які розуміємо в більш широ­
кому, ніж овичайно, сенсі -  неперервні при ifi Є Tm \  Г та  о розривами 
на Г. Рооглянемо питання про існування кусково-неперервної заміни омін- 
них х  = U(ifi)y, яка оводить систему (16) - (18) до відповідного дихотомії 
роощепленого вигляду

^  =  e(v>), ^  =■ (Mv>) ® Ai(ifi))y, <fi € Tm\  Г, (21)

Д у| =  B i (Ifi) ф B t (ifi))y, (22)
l*«r

де г-вимірні квадратні матриці А\(ф), B\(tfi) т а  п  — r -вимірні квадратні 
матриці At(ifi), B i (Ifi) задовольняють ті ж умови гладкості, що й матриці
A(ifi) і B(ifi).

Можливість такого оведення суттєво залежить від топології многовиду 
імпульсної дії Г. Припустимо, що Г має в и г а д

T =  Itp1 =  I,(m od I), j  =  Tj7, ifii Є [0,2)г], І =  2 , т | .  (23)

В цьому випадку для торів малих розмірностей спраяедливі досить загальні 
умога, н і  оабевиечують зведення системи (16) - (18) до вигляду (2 1 ), (2 2 ).

)6
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Ці умови більш слабкі, ніж для рооширень без імпульсної дії. Зокрема, 
всі розширення над двовимірним тором роощеплюються у вкапаному вище 
сенсі.

Т ео р ем а  3 .1 .3 . Нехай система (16) - (18) експоненціально дихотомічна 
о r -вимірним стійким та n - r -вимірним нестійким многовидами, а многонид 
Г має вигляд (23).

Тоді при m =  1,2 та при m =  3,4, т ф 2, п  -  г ф 2 система (16)
- (18) оаміною омінних х =  U(<p)y о невиродженою, кусково-неперервною 
о poop и вам и першого роду на Г періодичною періоду 2 оа ifij, j  =  l,m , 
матрицею вводиться до блочно-діагонального вигляду (21), (22).

Окремо рооглянуто випадок, коли потік на торі T m кваоіперіодичний, 
а(у>) =  w, w =  (wi,...,Wm) - сталий вектор о раціонально н«залежними 
координатами. В лемі 3.1.1 доведено, що послідовність {t*(v>),fc Є Z} то­
чок перетину траєкторії <р • t о многовидом Г мас рівностепенево майже 
періодичні різниці, а імпульсна система (19), (20) майже періодична у сенсі 
ооначення параграфа 2.4. Це дас можливість при ооначенні експоненціаль­
ної дихотомії дхя таких систем не вимагати в ооначенні сталість роомірно- 
стей сепаратрисних многовидів та  однозначної продовжуваності роов’яоків 
о U(<p) на від’ємну піввісь.

Теореми 3.2.1 та  3.2.2 дають можливість ооначити для системи (16) -  
(18) функцію Г ріна:

Функпік Г>іна G(t, Д «я t  ф т задовольняє систему (19), (20) і ї ї  норма 
обмежена експонентою.

Якщо система (16) -  (18) експоненціально дихотомічна і a(<fi), А(<р) і В(ір) 
мають неперервні частинні похідні оа <pj, j  =  I, m, до л-го порядку, то функ­
ція Гріна G (t ,TyIfi) мас неперервні частинні похідні оа <fij,j =  l ,m , до я-го 
порядку включно на множині T m\  Г і похідні функції <7(0, г,у?) задовольня­
ють оцінки

Ka > 0, и  > \\да(ч>)/difiW, стаду в і, 0 < Ori < а, можна вибрати як завгодно 
близькою до а.

гі, хЬ -тМтМ)р{ч>(тМ)> ‘ >
G(*.r,<rt -  < _x{ t  _ г М Г 'Ч Ш Ф ,* ) ) ,  г

р)), < > г, 

¥>)), г > *•
(24)

J ^ jG ( 0 ,r ,v ) J <  К « е х р (-(« і -  /w )jr |) , т є  R ,
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Функція Гріна є основою для дослідження кусково-неперервних та  куско- 
во-гладких інваріантних множин слабконелінійних імпульсних систем ви­
гляду

^  =  * (?). (25)

^  = A(<p)x + ip €  T m \  Г, (26)

A x  =  B(ifi)x + g(<fi,x), (27)
*>«г

де функції f(ifi ,x), g(ifi, х) періодичні оа ifii та  кусково гладкі оа (ifi,x) і
виконуються всі припущення для системи (16) -  (18).

Під кусково-неперервним (кусково-гладким) інваріантним тором системи
(25) -  (27) рооумісмо функцію х = u(<fi), неперервну (гладку) на T m \  Г о 
рооривами першого роду на Г і таку, що функція x(t,ifi) =  u(<p(t,tfi)) е 
роов’яоком системи (25) -  (27). Інваріантний тор u(ifi) задовольняє наг 
ступне рівняння

u(ifi)= I  G(0,r,ifi)f(ifi-T,u(ifi-r))dT + £  G(0,ti(ifi),tfi)f(ifii,v(ifii)).
J00 >=-00

Т ео р ем а  3 .3 .1 . Нехай система системи (16) -  (18) експоненціально ди­
хотомічна і виконуються наступні оцінки ||/(^>,0)||о <  Mo, ||р(<р,0)||о <  Mo 
о деякою сталою Mo > O і

*) -  /(V», »)llo +  Ilff(tP ,* )  -  P(^y)IIe <  Н\\х -  ігЦ

о досить малою сталою N  > 0. Тоді система (25) -  (27) має інваріантнім 
тор х  =  ti(<fi),<fi Є T m, де функція и(<р) неперервна для tfi 6  T m \  Г і має 
роориви першого роду дня ір €  Г.

Якщо функції a(ifi), В(<р), /(<?,*), g fo ,  v)  мають неперервні час­
тинні похідні оа tfi, ж рр »-то порядку включно і виконуються нерівності
W K v M .  < M tf, M 0)11, <  Mt, і

\\/(<р,х) -  /(V M f)B ,+  ІИ у»,*>  -  tffo \» )ll*  <  Afll* “  »11.

в  досить малою сталою N ,  то  при ip 6  T m \  Г функція u(tfi) має неперервні 
частинні похідні оа <р до »-го порядку включно.
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В наступному параграфі досліджується імпульсна система о потоком на 
торі, який оалежн гь від х  :

де, як і раніше, х  Є R", ip 6  T mtT m -  го-вимірний тор, Г -  гладкий ком­
пактний підмноговид бео краю короомірності 1 тору Tm, є > 0 -  малий 
параметр.

Вектори а(ір,х,є), f ( ip ,x ,e) ,  д (р ,х ,є )  і матриці А(ф,є), В(<р,є) гладкі 
ПРИ 11*11 <  <*• V Є T m, е Є [0, Co]* f( ip,x,Q)  =  0, р(^>,*,0) =  0. Отже, система 
має тривіальну інваріантну множину (інваріантний тор) х  =  0 при є =  0 . 
Досліджується питання існування інваріантного тору системи (28) -  (ЗО) 
при є -ф 0 .

Лінеариоована система для (28) -  (ЗО) при є =  0 -  це система (16) -  (18) 
о а(<р) =  e(v>,0,0), А(ц>) ss А[<р,є), B(tp) =  В(ір,є).

Як і раніше, припускаємо, що рівняння (16) для кожного <р0 €  T m має 
однооначний роов’яоок v(*>Vo)i який трансверсально перетинається о під- 
многовидом Г.

Основну роль відіграє лема про обереження експоненціальної дихотомії 
системи (16) -  (18) при малому обуренні потоку на торі. Збурена система 
мас вигляд

^  =a(tfi,x,e),

^  = А(ір,е)х + f( if i ,x ,e) ,  V 6  T m \  Г,
CU

(28)

(29)

A x  = В{<р,є)х + д(ір,х,є), (30)

^  =  а(р)+а(ч>),

J  =  M (V )+  A(V))*, V €  T m \  Г, 

Д* =  (B(v>) +  B (v))* .

(31)

(32)

(33)

де вектор і матриці A(tp), » раз неперервно диференційовні на 
торі T m.
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Л е м а  3 .4 .1 . Нехай система (16) -  (18) має експоненціальну дихотомію 
п показником а. Тоді існує досить мале 6 > 0 таке, що при [|а(ір)||, <  S1 
||і4(і/>)||, < <5, ||В(^>)||, <  S система (31) -  (33) має експоненціальну дихо­
томію о покаоником а  <  а  та  кусково гладким проектором Р(ір).

Т ео р ем а 3 .4 .1 . Нехай у системи (28) -  (ЗО) функції а(ір,х,є), f(ip, х ,є),  
д(ір,х,є), А(<р,є), В(ір,є) мають при ||z || <  d, ір Є T mi є €  [0,є0] непере­

рвні частинні похідні оа ір,х до *-го порядку включно. Припустимо, що 
лінеариоована система (16) -  (18) має експоненціальну дихотомію.

TolCu при s >  1 можна вкаоати досить мале є<> > 0 таке, що для є  Є [0, Co] 
система (28) -  (ЗО) має інваріантну множину х = и(ір,є), ір Є Tm, причому 
функція и(і/>, є) (в -  1) рао неперервно диференційовна при і/> €  T m \  Г і має 
роориви першого роду при Ifi Є Г.

У  ч е т в е р т о м у  р  оо ділі вивчаються лінійні кваоіперіодичні рівняння та 
системи, які оалежать від параметра.

Рооглянемо лінійне диференціальне рівняння вигляду

( -1 )  V n +  (9. (t)v(n- ,))(n- 1> +  ... +  (fc-i(O v ')' +  <h(t)y =  Ey,  (34)

Pfi E  — Ain - дійсний параметр, функції qj(t) кваоіперіодичні о частот­
ним баоисом о»і,...,Wmt тобто функції qj(t) допускають оображення qj(t) =»
pj(uit,...,<Jmt) , де Pj(ifii......Ifim) - 2тг-періодичні функції v>*, * =  ї ї т ,  j  =*
I , гі. Припускаємо, що функції P j( i f i ) ,  j  =  1 ,я , аналітичні в смуоі |І т ^ * | < 
р, It =  1 , т ,  і виконується умова неспіввимірності частот

I E  n jv j \  > C W m+' 
і=і .

о деякою сталою C  > O для довільних иенульових цілочисельних векторів
п =  (r»i,...,nm) , |n | =  E W -

Пооначимо черво ,«зп порені 2п-го степеня о ( -1 )" . Занумеруємо 
ЇХ Ta*, щоб Єз„ =  І, Єзп-1 = Cjrt-* -  I, ^an-J =  -1 . Я — ejn-s-i, І — 
1,2п -  4 при парному п і сїп =  і, є2„_і я  - і ,  е» =г ltn-з-І, І =  1,5п -  2 при 
непарному п (в комплексно спряжене до в).

Після перетворень рівняння (34) оатппеться я і  система рівнянь

^  =  (Ав +  Р(ір, А»*, • (35)

де A0 =  diag{/4i,j4*}, ^  =  diag{Ae1,...,A s2n- J ) , Ai  =  diag{AeJn_i, Aejn) , 
матриця P(ip, А) аналітична I періодична оа ip та  аналітично належить від 
1/А.
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Т ео р ем а  4 .1 .1 . Для досить великих Л існує заміна змінних

/ 1 % ,  A)\

* - I  V ( ^ 1A) h Г ’
(Зв)

о аналітичними при |Imv>| < ft, 2*-періодичними оа ifi матрицами 1>W, А), 
Vr(^ l A)t н а  о водить систему (35) до блочно-діагонального вигляду

де матрица Bi W,  А) при \т<р =  0 належить кільцю 0  2 x 2 -  вимірних 
матриць вигляду

Т еорем а 4 .1 .2 . При досить великому Ao на півосі A ^  Ao > 0 існує 
множина W  така, що при А €  W система

Vi  =  B i W , \ ) ъ

періодичною оа <р та аналітичною оаміною омінних пводиться до системи
оі сталими коефіціснтими

а рівняння (34) має два лінійно неоалежні кваоілеріодичні роов’яоки. Мно­
жина W  належить абсолютно неперервному спектру оператора (34) і міра
П Доповнення Прямує ДО НУЛЯ п р і  Ao -V + 00 .

Аніїдогічиі реоультати справедливі у випадку PjW) Є C1(Rm), І >  2 т + 2 .

У параграфі 4.2 наводяться деякі достатні умови овідкості недихотоміч- 
иої лінійної кваоіперіодичної системи

де А =  d ia g {e i,..„ SntIe0, -M o), *j, J =  67» -  дійсні числа, е Є [0,с0] -  
малий параметр, * =  (* і,... <р as (^ i , . ..,¥>«), матриця PW )  2*-пе-
ріодична оа i f i j ,  j  =  l , m,  аналітична при |Imv?| <  P- Для сталого вектора 
w =  W\, ...,CJm) виконується умова нереоонаясності.

(37)

у =  diag{i6, - * % ,

^  =  (A +  ePW))*, (38)
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Якщо матриця А мас власні «значення о різними дійсними частинами, 
то при досить малих є > 0  методом прискореної збіжності можна довести 
звідність системи (38) до системи оі сталою матрицею. Для вищенаведених 
матриць А аналогічне твердження справедливе далеко не завжди. В дисер­
тації вказане умови, при виконанні яких можна виділити деяку підмножину 
C додатної лебегівської міри множини [0,є0] таку, що при є Є £ система (38) 
звідна і матриця зведеної системи мас пару чисто уявних власних значень. 
Це забезпечує існування у системи (38) квашпєріодичних розв’язків ви­
гляду Ф(1)ехр(іа() з  дійсним а та  кваїзіперіодичним вектором $(<)• Міра 
доповнення множини £  в [0 ,Єо] прямує до нудя при Co 0 .

У параграфі 4.3 рооглядається питання роощеплюваності сингулярно 
обуреної лінійної майже періодичної системи на підсистеми.

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ І ВИСНОВКИ

1. Досліджено множини обмежених роов’яоків лінійних майже періодич­
них систем диференціальних чи ріоницевих рівнянь. Доведено, що у мно­
жині систем о оаданим частотним модулем та всіма обмеженими роов’яо­
ками підмножину другої категорії утворюють системи о не майже періо­
дичними роов’яоками. Доведено щільність систем о майже періодичними 
роов’яоками в множині систем лінійних диференціальних рівнянь о косо- 
спряженою матрицею.

2. Досліджено поведінку сепаратрисних многовидів експоненціально ди­
хотомічних лінійних майже періодичних систем ріоницевих рівнянь та  си­
стем з  імпульсами. Знайдені достатні умови введення лінійної майже періо­
дичної імпульсної системи до системи овичайних диференціальних рівнянь 
о майже періодичною оа Бором матрицею.

3. Отримано умови кускової неперервності та кускової гладкості сепа­
ратрисних многовидів та інваріантних множин імпульсних рооширень ди­
намічних систем на торі.

4. Отримано умови існування кваоіперіодичних роов’яоків лінійних май­
же періодичних рівнянь, які оалежать від параметра.
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ТЪачеико В .И . И сследование ограниченны х реш ений и инва­
риантны х м нож еств  почти периодических систем .

Диссертация на соискание ученой степени доктора фио и ко-математичес­
ких наук по специальности 01.01.02 -  дифференциальные уравнения, Инсти­
тут математики HAH Украины, Киев, 1997.

Защищаетсі 20 научных работ, которые содержат теоретические иссле­
дования ограниченных и почти периодических решений и инвариантных 
множеств почти периодических систем дифференциальных, раоностных 
уравнений, а также систем с импульсным воодействием. Докаоана плот­
ность множества систем с почти периодическими решениями в множестве 
систем лннейньех дифференциальных уравнений с почти периодической ко­
сосопряженной матрицей. Исследовано поведение сепаратрисных много- 
обраоий експоненциально дихотомичных линейных почти периодических 
систем раоностных уравнений и систем с импульсами. Получены условия 
кусочной непрерывности и кусочной гладкости сепаратрисных многообра- 
оий и инвариантных множеств импульсных расширений динамических си­
стем на торе.

Tkachenko V .I. Investigation of bounded solutions and invariant 
sets for almost periodic systems.

Thesis for a  degree of Doctor of a Sciences in Physics aad Mathematics, spe­
ciality -  01.01.02 -  differential equations. Institute of Mathematics. National 
Academy of Science of Ukraine. Kyiv, 1997.

20 papers are defended. They are concerned with a  theoretical analysis of 
bounded and almost periodic solutions and invariant sets for almost periodic 
system' of differential and difference equations and systems with impulses. Den­
sity of a  set of systems with almost periodic solutions in the set of all systems 
of differential equations with almost periodic skew-adjoint m atrix is proved. 
Behavior of separatrix manifolds of exponential dichotomous linear almost pe­
riodic systems of difference equations and systems with impulses is investigated. 
Conditions for piecewise continuity (piecewise smoothness) of separatrix mani­
folds and invariant sets for impulsive extensions of dynamic systems on a torus 
are obtained.

Ключові слова: майже періодична система, обмежений роов’яоок, май­
же періодичний роов’яоок, інваріантна множина, експоненціальна дихото­
мія, сепаратрисний много вид.
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