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ЗА Г А Л ЬН А  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  Р О Б О Т И

Актуальність теми дослідж ень. На даний час залиш ається 
актуальною  проблема побудови послідовного релятивістичного 
опису систем багатьох частинок із взаємодією  на основі реля­
тивістичної теорії прямих взаємодій. Т ака  теорія описує реля­
тивістичні системи частинок П уанкаре інваріянтним'чином, ви­
користовую чи лише скінченну кількість ступенів вільности. В о­
ва повинна бути розрахунковою  альтернативою  до локальної те­
орії поля, зокрема, в обчисленнях релятивістичних ефектів для 
зв’язаних систем (атоми, ядра, гадрони). Доцільність релятивіс­
тичної теорії прямих взаємодій зумовлена тим, що за не дуже 
високих енергій релятивістичні кінематичні ефекти можуть про­
являтися швидше, ніж процеси народження та  знищення. З іншого 
боку, така теорія є необхідною базою для побудови релятивістич­
ної статистичної механіки. Загальне формулювання цієї теорії 
розроблено досить грунтовно і несуперечливо у різних формаліз­
мах і підходах. Але кожен з варіянтів теорії розвивався, як пра­
вило, незалежно один від одного без достатнього аналізу взаємо­
зв’язку між ними, не каж учи іже про побудову послідовної схе­
ми переходу від класичного до квантового опису. А це необхідно 
для побудови несуперечливої та  замкненої релятивістичної теорії 
прямих взаємодій як єдиної теоретичної схеми розрахунку кон­
кретних явищ природи.

Релятивістичне обмеження на швидкість поширення взаємодії 
робить можливим існування різних форм опису системи взаємо­
діючих частинок, що відрізняю ться означенням одночасНости про­
сторово розділених подій. Довільна просторово-подібна (і навіть 
ізотропна) гіперповерхняв просторі М інковського може задавати 
відношення одночасносте. Як правило, група П уанкаре Р (1 ,3) не 
є групою автоморфізмів сім’ї гіперповерхонь одночасності!. Це 
приводить до того, що лагранж іяни взаємодії залеж ать від по 
хідних координат частинок всіх псірядків (R.P.Gaida, V.I.Tretyak. 
Acta Phys. Pol. B H  (1980) 502). Рівняння О й л ер а-Л агр ан ж а для 
таких систем е диференційними рівняннями нескінченно високого 
порядку. М атематична теорія аналізу ^а^розв’язків таких рів
нянь далека від завершення. Тому ДЛй і£ігрйн?К?вих систем 13
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похідними нескінченного порядку не існує до сих пір П О СЛ ІД ОВ ­

НОГО способу побудови гамільтонової механіки. Запропоновані 
схеми гамільтонізації на Можуть обійтись без апроксимаційних 
процедур. Це ускладню є створення відповідної квантової теорії. 
Зате великою перевагою  лаґранж евого підходу є його зв’язок з 
теорією  класичних полів через формал'зм  інтегралів типу Фок- 
иера.

С труктура алгебри JIi групи Пуанкаре така, що коли один з ге­
нераторів містить взаємодію, то й деякі інші теж повинні містити 
її. К ількість генераторів, вільних від взаємодії, може бути різ­
ною для різних означень одночасности. Введення взаємодії в ті 
чи інші канонічні генератори алгебри JIi TpynMT5( I 1S) відповідає 
вибору гамільтонової форми динаміки. Внаслідок теореми про 
невзаємодію (Currie D.G., Jordan T.F, Sudarshan E.C.G- Rr.v. Mod. 
Phys. 35 (1963) 350) канонічні координати не можуть співпадати 
з коваріянтними координатами частинок. Тому виникає Пробле­
ма інтерпретації отриманих результатів у рамках гамільтонового 
формалізму.

Значна складність математичного апарату, невисокий рівень 
його наочности, відсутність достатнього взаємозв’язку між різни­
ми формалізмами і підходами ускладнюють безпосереднє викори­
стання релятивістичної теорії прямих взаємодій для вивчення ре­
лятивістичних ефектів у конкретних системах. Тому необхідним 
є створення на основі релятивістичної теорії прямих взаємодій 
цілісної теоретичної схеми, як а  дозволяла б розрахунок тих чи 
інших фізичних явищ. С уттєву лайку такої схеми становить про­
цедура переходу від класичного рівня теорії до квантового. У цьо­
му контексті дослідження відносно простих точно розв’язуваних 
моделей може виявити характерні особливості релятивістичних 
систем, точки стикання з іншими підходами та  слугувати  доброю 
базою для розгляду більш реалістичних задач.

М етою  роботи є побудова та  дослідження квантово-механіч­
ного опису системи N  тіл шляхом застосування різних методів 
квантування (правило Вайля та  його узагальнення, метод динаміч­
ної групи) класичного гамільтонового або лагранж евого опису у 
двовимірній моделі фронтальної форми релятивістичної динаміки
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ха аналіз точно розв’язуваних моделей.

Н ау кова н ови зна. У роботі вперше отримано унітарну реалі 
занію групи "Р(1, 1), що відповідає класичній канонічній реалізації 
алгебри JIi цієї групи для системи N. взаємодіючих частинок у 
фронтальній формі релятивістичної динаміки. Вперше розгляну 
то ряд двочастинкових релятивістичних моделей (6-подібна вза 
ємодія, лінійна взаємодія, осцилятороподібна взаємодія), для яких 
знайдено власні функції та  власні значення оператора квадрату 
повної маси системи M 2. В цьому ж  підході вперше досліджено 
та розв’язано задачу на власні значення для оператора квадра­
та повної маси системи N  частинок із осцилятороподібною вза­
ємодією. Показано, що правило квантування Вайля зберігає до­
даткові симетрії (крім П уанкаре-інваріянтности), що пов’язані з 
інтегровністю задачі.

Вперше розглянуто квантування канонічної реалізації алгебри 
р(1,1) за допомогою узагальненого правила Вайля. Доведено, що 
вимога збереж ення комутаційних співвідношень цієї алгебри на­
кладає обмеження на класи правил квантування. Показано, що 
можливі узагальнення правила квантування В айля розпадаються 
на класи еквівалентности. Зокрема, метод квантуванн : Вайля є 
представником цілого класу правил квантування, які приводять 
до однакових унітарних реалізацій групи 'P (I1I).

Таким чином, вперше показано, що умова Пуанкаре ~інваріянт- 
ности не ліквідує до кінця неоднозначність процедури квантуван­
ня. Показано, що використання різних методів квантування при­
водить до різних виразів для спостережуваних величин, а усунути 
неоднозначності можна за допомогою вимоги збереження додат­
кових алгебричних співвідношень, властивих даній системі.

Для двочастинкових систем із взаємодій, що допускають інтер­
претацію в термінах безмасових полів цілого спіну побудовано 
та досліджено гамільтонове формулювання в пара, іетричній фор­
мі. Вперше доведено від .утлість глобальної еквівалентності між 
гамільтоновим та  лагранжевим описами для таких систем. З а ­
пропоновано метод гладкого продовження світових ліній частинок 
у Ma для скалярної г*а векторної взаємодій. Продемонстровано 
узгодженість такого способу продовження із квантовими резуль­
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татами. Для широкого класу взаємодій польового типу вперше 
побудовано гамільтонів опис в явній формі у другому наближенні 
за константою взаємодії а.

Вперше показано, що для взаємодій польового типу рівняння 
масової оболонки (для скалярної та векторної взаємодій у точ­
ному випадку, а для класу взаємодій польового т и п і '  в  друго­
му наближенні за Q1)  є лінійним рівнянням на алгебрі Jli гру­
пи 5 0 (2 ,1 ). Використовуючи це, B r i e j i m e  побудовано квантово- 
механічнип опис для таких систем, знайдено вектори станів в аб­
страктному гільбертовому просторі та  спектри мас.

П р ак т и чне значення роботи . Результати дисертаційної ро­
боти вказую ть шлях до послідовного квантово-механічного опису 
систем взаємодіючих частинок із точним врахуванням релятивіз­
му. Побудовані в роботі моделі можуть слугувати доброю базою 
для розгляду більш реалістичних систем. Результати дисертацій­
ної роботи можуть використовуватися для опису релятивістич­
них ефектів в атомах, ядрах та інших частинкових системах, коли 
можна (нехтувати процесами народження та знищення; для побу­
дови та дослідження феноменологічних моделей гадронів; у реля­
тивістичній статистичній механіці.

На захист виносяться такі основні п о л о ж е н н я :
1. Правило квантування Вайля класичного гамільтонового опи­

су системи N взаємодіючих частинок у двовимірному варіянті 
фронтальної форми релятивістичної динаміки зберігає струк­
туру алгебри Лі групи П уанкаре<:Р (1 ,1).

2. Узагальнене правило квантування Вайля приводить до 
унітарної реалізації групи V( l ,  і) лише за  певних обмежень 
на множину допустимих правил квантування.

3. Релятивістична система N частинок із осцилятороподібною 
взаємодією допускає точні розв’язки задачі на власні значен­
ня оператора квадрата Повної маси. Використання для таких 
систем різних методів квантування приводять до різних ви­
разів для спостережуваних величин.
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4. Часоасиметричні взаємодії польового типу допускають побу­
дову гамільтонового формалізму у параметричній формі, а 
скалярна та векторна взаємодій — у явному вигляді. Для 
векторної та скалярної взаємодій Гамільтонів опис дозволяє 
гладке продовження світових ліній в Мг за критичні точки. 
Для взаємодій цього типу відсутня глобальна еквівалентність 
між лаґранж свим та гамільтоновим описами.

5. Рівняння масової оболонки для взаємодій польового типу має 
вигляд лінійного співвідношення на алгебрі JIi so(2,l), що до­
зволяє знайти алгебричним методом власні значення операто­
ра квадрата, повної масй, побудувати власні стани та запро­
понувати тривимірні узагальнення отриманих результатів.

А пробац ія  роботи . Основні результати дисертаційної робо­
ти доповідалися і обговорювалися на Всесоюзній конференції 
’’Теория представлений и групповые методы в физике” (Там­
бов, 1989 p.), на міжнародній конференції ’’Harlr.ons-94” (Ужгород, 
1994 p.), на міжнародній конференції "Symmetry in nonlinear math­
ematical physics” (Київ, 1995 p.), науковому семінарі ’’Проблеми 
релятивістичної квантової механіки системи частинок” у Львів­
ському державному університеті ім. їв. Ф ранка (Львів, 1994 p.), а 
також  на семінарах Інституту фізики конденсованих систем HAH 
України.

П ублікації. З а  матеріалами дисертації опубліковано 9 робіт, 
які перелічено в кінці автореферату. У спільних публікаціях ди­
сертантові належить розробка та дослідження основних елемен­
тів переходу від класичного до квантово-механічного опису, побу­
дова дво- та TV-частинкових моделей з осцилятороподібними вза­
ємодіями, знаходження векторів стану в абстрактному гільберто- 
вому просторі та  спектрів мас для систем із векторною та скаляр­
ною взаємодіями. Автором виконано розрахунки по квантуванню 
канонічної реалізації алгебри р( 1 , 1) за допомогою узагальненого 
правила Вайля, побудовано та досліджено гамільтонове форму­
лювання для взаємодій польового типу в параметричній формі, 
побудовано гамільтонів опис в явній формі у другому наближенні 
за константою взаємодії а.
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С тр у к ту р а  і о б ’єм дисертапії. Дисертація складається із 
вступу, чотирьох розділів, висновків, двох додатків, 29 рисунків 
та списку нитованої літератури. Робота викладена на 161 сторін­
ці, містиь бібліографічний список, що має 122 найменування.

ОСНОВН И Й  ЗМ ІС Т  Р О Б О Т И

У вступі коротко розглянуто основні підходи, на яких базуєть­
ся релятивістична теорія прямих взаємодій, обговорено пробле­
ми, пов’язані з процедурою переходу від класичного рівня теорії 
до квантового, сформульовано мету роботи Ta основні положення, 
які виносяться на захист.

У першому розділі за допомогою квантування Вайля побудо­
вано унітарну реалізацію  групи П уанкаре Р ( 1 , 1)

[р+,р_] =  о ,  \к ,Р ± \ =  ± іР± (і)

в гільПертовому просторі Wjy =  =  ГІ^і | ^ 0 (рп)), якій
відповідають наступні ермітові оператори

N N * N m2 I -
К  = і £ р ад/дра , р + =  £ р « , £ -  =  х : - г  +  ^ -  (2)

0=1 a= I ct— 1 Pa  Г +

Оператор V  є інтегральним оператором:

(ЇФ )(р) = I  < Ш р')?(г,р ')Ф (г') , ■ (3)

що визначається ядром

Щ р,р') =  V(p',p ) п  № p. ) W )  , (4)
0=1

Де

(5)

Т ут r„(, =  X0-  Xft, г = Г]2- При цьому загальні властивості перетво- 
рення Вайля гарантую ть, що класичною межею побудованих опе­
раторів будуть канонічні генератори. О ператори (2) визначають
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опери,тор квадрата повної маси системи M 2 — Р+Р_. Після пере­
ходу до змінних Р+,г] — (рх — р з)/P+, цю схему застосовано для ряду 
двочастинкових моделей (6-подібна взаємодія, лінійна взаємодія, 
осцилятороподібна взаємодія), для яких знайдено власні функції 
та власні значення оператора квадрату повної маси M 1. Розгля­
нуто квантування канонічної реалізації алгебри Пуанкаре р( 1, 1) 
за допомогою узагальнення правила Вайля (Agarwal G.S., Wolf Е. 
Phys. Rev. D 2 (1970) 2161). Доведено, що вимога збереження 
комутаційних співвідношень цієї алгебри накладає обмеження на 
класи правил квантування.

Класичному потенціялу V — може співставлятись дво-
параметрична сім’я операторів

V  =  UJ2 [и{т\)р2 +  ih(- 2ij +  l)u'(ij)p +  h2(ij +  A)w"(v)] , (6)

де 7 , A — дійсні числа, залежні від способу квантування.
Вимога збереження комутаційних співвідношень алгебри Jli 

групи П уанкаре V (l,  1) хоча і накладає обмеження на класи пра­
вил квантування, але не Ліквідує до кінця неоднозначність проце­
дури квантування.

У другому розділі за допомогою правила Вайля досліджено 
задачу на власні значення для оператора квадрата повної маси 
с истеми N частинок із осцилятороподібною взаємодією

v  =  E  E  rIbPaPb, W2 > 0. (7)
а < Ь

Правило квантування Вайля зберігає додаткові симетрії (крім 
П уанкаре-інваріянтности), які пов’язані з інтеґровністю задачі і 
приводять до N - 2 збережуваних величин А,- в інволюції: {А,, А*} =
0, Ajv =  M 2, і, к = 2, N 1-  1. Переходом до нових канонічно спря­
жених змінних

% =  =  P(a+i)+(Qo -  *»+1 );Р+ =  Pn v , Q = Qn , - (8 )
(а+1)+

{Ра,Пь} = баї, {Q ,P+} = h  а,Ь = T J t t ,  (9)

де Ра+ = E-=IPi, °а  = K+  £ “=1 XiPi, У роботі знайено власні функції 
та спектр оператора квадрата повної маси системи. Останній має
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вигляд

м і  = Y , т„ +a—I C £  ("» +  I / 2)
б=і

+
. ( N -  I V 2Zi2 

4 с4
(10)

де щ  — 0 ,1 ,2 ,......  Ha прикладі двочастинкової системи з осци-
лятороподібними взаємодіями показано, що використання різних 
методів квантування приводить до різних виразів для спостере­
жуваних величии. Так для двоПараметричної сім’ї впорядкувань 
операторів (6) отримано спектр мас

2
2

Eа— 1
т ‘

Ii2 ш2 72
+

hw (  IN
? Г +  2)

Il2Uі1 
4 с4

(I +  8А, — І67). (11)

У сунути неоднозначності можна за допомогою вимоги збереж ен­
ня додаткових алгебричних співвідношень, властивих даній си­
стемі.

У тр еть о м у розд іл і розглядається зв’язок лагранж евоґо та 
гамільтонового описів для двочастинкових систем із Взаємодіями 
польового типу. У лінійному за константою взаємодії а  набли­
женні часосиметричних взаємодій польового типу знайдено вира­
зи для лагранж іяну

L &  Las =  - с 2 £  Trt 1 -  cry, *7,  xF{f))/\r\ (12)
а — 1

де 7“ ‘ =  / і  -  2va/c, 6 = (71/72 +  72/ 71)/2 , Ta збереж уваних вели­
чин. У цьому наближенні лагранж іяни часосиметричних та  часо- 
асиметричних взаємодій співпадають. Te ж стосується і виразів 
для енергії E  та імпульсу Р. Я к правило, процедуру розгортання 
за малим параметром мож на здійснювати в рівняннях руху та збе­
реж уваних величинах. У лаґранж іяні це робити невірно, оскіль­
ки такий наблия{ений лагранж іян  може не узгоджуватись з від­
повідними наближеними рівняннями руху. Але в даному випадку 
ми дістаємо узгоджені результати, оскільки наближені рівняння 
руху є рівняннями О й л ер а-Л аґр ан ж а для лагранж іяну (12).

Л агранж іян  (12) He означений на всьому дотичному просторі 
T M .  Він є дійсНозйачною функцією на підмноговиді, задано­
му умовами Va < 1/2, а =  1,2. Ці нерівності означаю ть, що
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світові лінії частинок часоподібні- Для скалярної і векторної 
взаємодій не існує такої области початкових даних (крім випад­
ку M  > гпі + тп2, а  > 0), виходячи з якої, частинки не досягали 
б швидкости світла. В точках, де досягається швидкість світла, 
гессіян прямує до нуля або до нескінченосте. Тому в цих точ­
ках лагранж ева система неиизначена. Це приводить до розривних 
світових ліній частинок у Mj. Як показано в роботі, у гамільто- 
новому випадку світові лінії частинок можна гладко продовжити 
за критичні точки. Це означає, що лагранж ів і гамільтонів описи 
у випадках скалярної та  векторної взаємодій приводять до різ­
них світових ліній- Запропоноване продовження світових ліній 
приводить до квазікласичних спектрів мас, які узгоджую ться з 
квантовими результатами.

У четвертому розділі показано, що для взаємодій польово­
го типу рівняння масової оболонка (для скалярної та -векторної 
взаємодій у точному випадку, а для класу взаємодій польового 
типу в другому наближенні за а )  є лінійним рівнянням на алгебрі 
JIi групи S O (2,1)

aJo +  b.J\ +  dj? +  Cp = 0 , (13)

де J0, J і, J2 — генератори алгебри so(2,1); a, b, d, C f  — дійсні 
константи, залежні від параметрів задачі та  M 2.

З а  вайлівським способом квантування вихідною алгебричною 
структурою  є алгебра Гайзенберга, реалізована на класичному 
рівні індивідуальними канонічними змінними в термінах дужки 
Пуассона {ха,рь} = 6„ь, а після квантування — ермітовими опера­
торами ха, рь в термінах ком утатора [ іа,Рб] =  іКь- Але такий підхід 
перестає бути  задовільним, коли Деякі з канонічних змінних задані 
на скінченному або напівнескінченному інтервалах. Це зумовле­
но тим, що такі змінні не можуть бути Генераторами регулярних 
канонічних перетворень у всьому фазовому просторі. У квантово­
му випадку відповідні їм оператори не є самоспряженими. Тому, 
як запропоновано у (С.Pronsdal. Rep. Math. Phys. 15 (1978) 111), за 
вихідну алгебричну структуру можна вибрати  не алгебру Гайзен- 
берґа, а деяку іншу алгебру JIi, У роботі виявляється доцільним, 
з огляду на співвідношення (13), за таку алгебричну структуру
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рибрати алгебру Jli групи 5 0 (2 ,1 ). Це дозволяє алгебричним 
методом звести квантово-механічну задачу до трансцендентного 
рівняння на спектр мас

Т ут /і =  (М І -  т\ — т\)12т\т^ , /J2 < 1, а квантове число п
задається формулою

Побудувано вектори стану в абстрактному гільбертовому про­
сторі. Спектр мас у випадку векторної взаємодії співпадає із 
результатами методу безмежно-компоиентйих хвильових рівнянь 
(Barut. А.O., Rasmussen VV. J.Phya. В6 (1973) 1695) для станів з 
нульовим квантовим орбітальним числом. Т аке співпадіння дає 
змогу узагальнити отримані результати на тривимірний випадок 
та, з іншого боку, узагальнити безмежно-компонентні рівняння 
на випадок широкого класу взаємодій польового типу. Це є під­
ставою для встановлення зв’язку релятивістичної теорії прямих 
взаємодій з іншими підходами до опису релятивістичних систем зі 
скінченною кількістю  ступенів вільности.

В останньому розділі наведено основні р езу л ь тати  т а 
висновки:
1. Виходячи з канонічної реалізації алгебри JIi групи Пуанкаре 

"Р(1,1), за допомогою квантуванню Вайля побудована унітарна 
реалізація цієї групи. Розглянуто ряд двочастинкових моде­
лей (6-подібна взаємодія, лінійна взаємодія, осцилятороподіб- 
на взаємодія), для яких знайдено власні функції та власні зна

но та розв’язано задачу на власні значення для оператора ква­
драта повної маси системи N частинок із осцилятороподібною 
взаємодією.

chn\J\ — /і2 =  —аГ(іі) . (14)

I I
n =  -  -  +  S + T

2 4J + (V l1)Ifw ^ 1)! (15)

чення оператора квадрату повної маси системи M 2. Дослідже-
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2. Розглянуто KDHHTyDRHHiI канонічної реалізації алгебри р(1 ,1) 
за допомог:»кг узагальненого правила DaHля. Доведено, що ви­
мога збереж ення комутаційних співвідношень цієї алгебри на­
кладає обмеження на класи правил квантування. Якщо крім 
цього вимагати взаємної відповідности між операторами К а­
зимира класичної та квантової реалізації алгебри р(1,1), то 
допустимі узагальнення правила Вайля обмежуються двопа- 
раметричною  сім’єю. О тж е, умова Пуанкаре- інваріянтности 
не ліквідує до кінця неоднозначність процедури квантування.

3. Побудовано та досліджено гамільтонове формулювання для 
взаємодій польового типу в параметричній формі. Показа­
но, що відсутня глобальна еквівалентність між гамільтоно- 
пим та лаґранж евим описом. Запропоновано метод гладко­
го продовження світових ліній частинок у М? для скалярної 
та векторної взаємодій. Продемонстровано узгодженість та­
кого способу продовження із квантовими результатами. Для 
широкого класу взаємодій польового типу побудовано гаміль- 
тонів опис в яоній формі у другому наближенні за константою 
взаємодії а.

4. Показано, що для взаємодій польовоґо типу рівняння масо­
вої оболонки (для скалярної Ta векторної взаємодій у точ­
ному випадку, а для класу взаємодій польового типу в дру­
гому наближенні за а) є лінійним рівнянням на алгебрі Jli 
групи 5 0 (2 ,1 ). Використовуючи це, побудовано квантово- 
механічний опис для таких систем, знайдено вектори станів в 
абстрактному гільбертовому просторі та  спектри мас. Запро­
поновано узагальння отриманих результатів на тривимірний 
випадок.
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9 scientific papers containing the theoretical Htudies of the problem of 
construction of the relativist,ic quantum-mechanical decription of N body 
system in front form of dynamics on the base of classical Hamiltonian and 
Lagrauginn descriptions are defended. A number of exactly solvable rela­
tivistic quantum hiechanical models of two and N body systems is con­
structed. The eigenvalues and eigenfunctions of the total mass-squared 
operator of these systems are obtained.
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ческого прямого взаимодействия системы  N тел  во фронто­
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матических наук по специальности 01.94-Щ ~ теоретическая фи- 
мха.. Львовский' государственный "университет, Львов, 1997. 
Защищается 9 научных работ, содержащих теоретические иссле­
дования проблемы построения релятивистического квантово-ме­
ханического описания системы N тел во фронтовой форме динами­
ки на базе классического гамильтонопого И лагранжевого описа­
ний. Построено и исследовано ряд точно решаемых релятивист­
ских квантово механических дву- и N-частичных моделей, для 
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оператора квадрата полной массы.
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