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ЗАГАЛ ЬН А ХАРА К ТЕ РИ СТИ К А РОБОТИ

А к ту а л ь н ість  тем и  Створення сучасних інженерних кон­
струкцій та приладів, які працюють в екстремальних умовах екс­
плуатації, тісно пов’язане з розробкою теоретичних основ і ме­
тодів удосконалення розрахункових моделей для кількісної оцінки 
і прогнозування параметрів їх міцності і надійності та цільової 
оптимізації. Так, для більш повного опису механічної поведінки 
термопружних систем та зміни їх властивостей в багатьох прак­
тично важливих випадках необхідно враховувати ефекти м<.мен- 
тних напружень та високошвидкісного деформування. Стосовно 
тонкостінних елементів конструкцій важливою є також проблема 
побудови адекватних їм математичних моделей в двовимірній по­
становці.

Основи моментної теорії пружності були закладені Фойгтом і 
братами Коссера. Вагомий вклад в її розвиток внесли Э .Л. Аеро, 
И. Еріксен, А. А. Ільюшин, В. Т. Койтер, Е. В. Кувшинський,
B. А. Ломакін, Т. Л. Мартинович, Р. Д. Міндлін, Г. Н. Савін,
C. Трусдел, Р. А. Тупін та інші вчені.

Проблеми високошвидкісного деформування, при якому ано­
мально змінюються міцнісні характеристики матеріалу, досліджу­
валися в роботах Ю . С. Вороб’йова, С. С. Кохманюка, А. С. Крав­
чука, В. П. Майбороди, Г. С. Писаренка, А. П. Філіпова, Н. Н. Xo- 
ліна, С. Г. Янютіна та інших. Тут, в основному, використовувався 
емпіричний підхід до побудови реологічних співвідношень у вигляді 
відомих моделей Ільюшина, Максвела, Мальверна, Соколовського, 
Фойгта та відповідних модифікацій. Менше уваги приділяється в 
літературі отриманню таких зв ’язків шляхом розширення фазового 
простору параметрів локального стану, зокрема, з одночасним вра­
хуванням локально-градієнтних ефе^с^в.в v.-;>-*}»«■

При дослідженні тонкостінних йШлїе*ї>й#йонструкцій оболон- 
кового типу вихідні співвідношення формулюються як двовимірні 
модельні наближення відповіднюстрТГв’имірнйх крайових задач. Ba-
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гомий вклад в розробку уточнених моделей термопружних оболо­
нок і математичних методів їх розрахунку зробили Н. І. Векуа, 
А. Т. Василенко, Я. М. Григоренко, В. А. Осадчук, В. I. Mocca- 
ковський, В. Н. ГІаймушин, Н. Д. Панкратова, Я. С. Підстригач, 
Я. Г. Савула, І. Ю. Хома, Ю. А. Чернуха та інші вчені. Одним з по­
ширених методів побудови розрахункових моделей для термопруж­
них оболонок є розклад в ряд шуканих величин за системою ба­
зисних функцій, або використання операторної форми їх подання. 
Такі підходи дозволяють забезпечити бажану точність розв’язків, 
але реалізація необхідної для цього відповідної кількості ітерацій 
може викликати додаткові технічні труднощі. Тому актуальною є 
задача побудови оптимальних базисних функцій розкладу, які за­
безпечували б задану точність розв’язку крайових задач механіки 
за найменшого числа послідовних наближень.

Згадані моделі є основою для математичної постановки від­
повідних задач оптимізації напружено-деформованого стану тер­
мопружних оболонок. Чільне місце в дослідженнях цього напрямку 
займають роботи С. І. Богомолова, Я. И. Бурака, В. М. Вігака, 
Е. І. Григолюка, Н. В. Ділігенського, А. 1. Егорова, Я. А. Леллепа, 
Ю . І. Няшина, Я. С. Підстригана, Г. В. Пляцка, Е. Я. Рапопорта, 
Ю . Г. Стояна, О. М. Шаблія та ін. Відзначимо, що при цьому за 
критерій оптимізації, як правило, приймаються інтегральні міри 
функцій мети, серед яких, зокрема, використовують енергетичні 
критерії та критерії оптимального наближення. Важливим є підви­
щення ефективності застосування інтегральних критеріїв для ши­
рокого класу задач, зокрема, у зв ’язку з необхідністю створення і 
дальшого розвитку теоретичних основ і математичних методів оп­
тимізації режимів і схем зміцнювальної термомеханічної обробки 
тонкостінних елементів конструкцій та перехідних режимів їх на­
вантаження.

Актуальною є проблема дальшого розвитку модельного опису 
термопружних систем, з врахуванням ефектів локально-градієнт­
ного і високошвидкісного деформування базуючись на загальних 
положеннях термодинаміки незворотніх процесів та отримання на 
цій основі в рамках єдиного підходу ефективних двовимірних апро­
ксимацій для визначення і оптимізації напружено-деформованого 
стану тонкостінних елементів конструкцій.



М е т о ю  р о б о т и  є розвиток ітераційно-моментного підходу 
до побудови математичних моделей термопружності деформівних 
систем з метою врахування ефектів локально-градієнтного та висо­
кошвидкісного деформування; опрацювання методики встановлення 
базових співвідношень розрахункових моделей термопружних обо­
лонок, які б найбільш адекватно відповідали тривимірній постано­
вці; дальший розвиток Загальних питань математичної постановки 
і методики ров” язування задач оптимізації напружено-деформова­
ного стану з використанням інтегральних критеріїв якості; ство­
рення теоретичних основ побудови оптимальних режимів термо­
механічного навантаження тонкостінних елементів конструкцій та 
їх застосування.

Н аукова новизн а. У роботі запропоновано ітераційно-мо- 
ментний підхід до побудови узагальнених моделей термопружних 
систем, які враховують ефекти локально-градієнтного та високо­
швидкісного деформування. Побудовано вихідні співвідношення не­
лінійної теорії пружних оболонок з використанням подання шука­
них функцій рядом Ф ур’є за тензорним базисом та запропоновано 
методику його оптимального вибору. Розроблено ітераційну схему 
побудови розв ’язків для термопружних оболонок і пластин, яка за­
безпечує їх високу точність на малій базі наближень. Запропо­
новано варіанти формулювання інтегральних енергетичних кри­
теріїв, які забезпечують розширення умов їх ефективного засто­
сування при розв’язуванні екстремальних задач термопружності з 
метою забезпечення низьких рівнів напружень в тонкостінних еле­
ментах конструкцій. Запропоновано методику побудови оцтималь- 
них перехідних режимів періодичного в часі силового навантаження 
з метою суттєвого пониження динамічних ефектів. Сформульо­
вано теоретичні основи раціонального вибору схем зварювання, які 
забезпечують оптимальний розподіл залишкових напружень при 
зварюванні оболонок і пластин.

М е то д и к а  досл ідж ен ь. В роботі використовуються методи 
механіки суцільного середовища, термодинаміки нерівноважних 
процесів, тензорного аналізу, варіаційного числення та динаміч­
ного програмування, інтегральних перетворень Ф ур’є і Лапласа.
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Вірогідність отриманих результатів забезпечується стро­
гістю  використання основних положень механіки деформівного 
твердого тіла та нерівноважної термодинаміки при узагальненні 
математичних моделей термомеханіки, формулюванні та розв ’язу­
ванні відповідних крайових задач математичної фізики та опти­
мального керування в системах з розподіленими параметрами; уз­
годженням в часткових випадках окремих моделей і результатів 
досліджень з відомими в літературі; апробацією запропонованих 
підходів на тестових задачах та порівнянням результатів з ана­
логічними, отриманими іншими методами; застосуванням прикла­
дних результатів досліджень у виробничій практиці.

Теоретична і практична цінність. Теоретична цінність 
роботи полягає в розробці ітераційно-моментного підходу до побу­
дови математичних моделей термопружних систем, в яких з єдиних 
позицій шляхом відповідного розширення фазового простору па­
раметрів локальної ситуації описуються ефекти локально-градієнт­
ного і високошвидкісного деформування. Розроблені варіаційно- 
моментний підхід та ітераційна методика побудови наближених ро­
зв ’язків крайових задач термомеханіки з вибором відповідного ба­
зису розкладу забезпечують високу точність розв’язку на малій 
базі наближень. Одержані загальні результати можуть бути ви­
користані при розгляді споріднених крайових задач математичної 
фізики. Практична цінність роботи полягає в тому, що запропоно­
вані математичні моделі термомеханіки є науковою основою кіль­
кісної оцінки параметрів міцності і надійності термопружних си­
стем оболонкового типу в умовах інтенсивного силового наванта­
ження і нагріву. Отримані результати досліджень можуть бути ви­
користані для оптимізації режимів і схем термомеханічної зміцню­
вальної обробки тонкостінних елементів конструкцій та перехідних 
режимів їх навантаження.

Теоретичні і практичні результати, які склали основу дисер­
тації отримані здобувачем при виконанні держбюджетних тем Ін­
ституту прикладних проблем механіки і математики ім. Я. С. Під­
стригана HAH України, теми з програми фонду фундаментальних 
досліджень та двох проектів науково-технічної програми ДКНТ 
України, а також госпдоговірної тематики. За результатами при­
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кладних досліджень, спільно з Інститутом електрозварювання 
ім. Є. О. Патона HAH України та галузевим інститутом Міннафто- 
прому розроблено два нормативних галузевих документи (РД 39- 
30-1119-84, РД 39-0147103-330- 8 6 ), впровадження яких у виробни­
цтво забезпечило значний економічний ефект.

Апробація роботи. Основні наукові результати роботи до­
повідались і обговорювались на 13-й, 14-й наукових нарадах по те­
плових напруженнях в елементах конструкцій ( Канів, 1974, 1977), 
Всесоюзних конференціях: ’’ Оптимізація конструкцій при динаміч­
них навантаженнях” (Тарту, 1979), ’’ Сучасні проблеми будівельної 
механіки і міцності літаючих апаратів” (Москва, 1983), ’’ Міцність, 
жорсткість і технологічність виробів з композитних матеріалів” 
(Єреван, 1984), ’’ Механіка неоднорідних структур” (Львів, 1983, 
1987), ’’ Керування в механічних системах” (Львів, 1988, Свердло- 
вськ, 1990), ’’ Математичне моделювання технологічних процесів і 
обробка матеріалів тиском” (Перм, 1990, 1992); Всесоюзній конфе­
ренції по теорії пластин і оболонок (Тбілісі, 1987), Всесоюзному 
з ’їзді з теоретичної і прикладної механіки (Ташкент, 1986); Міжна­
родних конференціях: ’’ Pipeline Inspection” (Москва, 1991), ’’Зварні 
конструкції” (Київ, 1990, 1995), ” l-st Europe Solid Mechanics Conf.” 
(Мюнхен, 1991), ’’ 1-й конференції українських інженерів-механіків” 
(Львів, 1993), ’’ Матеріали для будівництва” (Дніпропетровськ, 
1994), на 16-му симпозиумі ’’ Vibration in Physical Systems” (Поз­
нань, 1994), 4-й конференції з механіки неоднорідних структур (Тер­
нопіль, 1995), 3-й Польсько-Українській конференції ” CAD w bu- 
dowie maszyn:problemy wdrazania і nauczania” (Варшава, 1995), 
4-й міжнародній нараді-семінарі ’’ Інженерно-фізичні проблеми но­
вої техніки” (Москва, 1996) та інших конференціях.

Дисертаційна робота в цілому обговорювалась на семінарах: 
’’ Проблеми механіки деформівного твердого тіла” Інституту при­
кладних проблем механіки і математики ім. Я. С. Підстригача HAH 
України під керівництвом чл.-кор. HAH України Г. С. Кіта, ’’ Буді­
вельна механіка оболонкових систем” Інституту механіки імені 
С. П. Тимошенка HAH України під керівництвом акад. HAH Украї­
ни Я. М. Григоренка, ’’ Математичне моделювання і механіка де­
формівного твердого тіла” Тернопільського державного технічного
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університету ім. Ів. Пулюя під керівництвом проф. О. М. ПІаблія, 
’’ Числові методи в прикладній математиці” Львівського держ­
університету ім. Ів. Франка під керівництвом проф. Я. Г. Савули, 
’’ Комп’ютерні проблеми механіки” Дніпропетровського держ­
університету під керівництвом акад. HAH України В. I. Mocca- 
ковського.

Публікації. За результатами роботи опубліковано 67 нау­
кових праць, в тому числі 1 монографія (в співавторстві) та одер­
жано 5 авторських свідоцтв. Основні результати викладено в 37 
публікаціях.

Особистий внесок автора. Основні результати дисертацій­
ної роботи отримані автором самостійно. Науковому консультанту 
належить ідея використання оптимальних функцій розкладу для не­
однорідних крайових задач та подання потоку енергії адитивними 
градієнтними характеристиками напружено-деформованого стану. 
У спільній монографії здобувачем написано вступ і 5-й розділ, у 
препринті —  вступ, §§ 4.1, 4.2. В інших спільних публікаціях здо­
бувану належать постановки задач, участь в розробці методів до­
слідження, а також аналіз одержаних результатів.

На захист виноситься:
—  Ітераційно-моментний підхід і побудова математичних мо­

делей термопружних систем, які враховують ефекти локально-гра­
дієнтного деформування;

—  методика побудови математичних моделей термомеханіки 
пружних оболонок за варіаційно-моментним підходом та з вико­
ристанням методу розкладу за тензорними функціями;

— математична постановка та методика розв’язування задач 
оптимізації з використанням узагальнених енергетичних критеріїв; 
оптимальні за напруженнями режими періодичного в часі силового 
навантаження оболонок обертання;

—  побудовані розв’язки конкретних задач оптимізації для ци­
ліндричних оболонок і пластин, результати числових досліджень та 
виявлені закономірності;

—  розроблені теоретичні основи оптимізації теплових режи­
мів і схем зварювання навантажених трубопроводів, які впровад­
жені у виробництво.
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Структура роботи. Дисертаційна робота, загальним об­
сягом 297 стор., складається :зі вступу, шести розділів, висновків, 
списку літератури, що охоплює 249 назв та додатку, з копіями окре­
мих актів про використання наукових розробок.

ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ

У  вступі дається короткий огляд праць близьких за темати­
кою до дисертаційної роботи, обгрунтовується актуальність про­
блеми, що досліджується, сформульовано мету роботи, відзначено 
ї ї  новизну, наукове та практичне значення. Стисло наведено осно­
вні результати, одержані в дисертації та положення, що виносяться 
на захист.

Перший розділ присв’ячений побудові нелінійних моцелей 
для термопружних систем, які враховують ефекти локально-граді­
єнтного і високошвидкісного деформування. Вихідним для побудови 
визначальних співвідношень є рівняння балансу повної енергії, яке 
формулюється за підходом Лагранжа. Таке рівняння, сформульо­
ване відносно величин, нормованих за геометричними характери­
стиками фізично-малих підсистем в початковий момент часу, набу­
ває вигляду

—  J EadV0 =  -  J п0 ■ JgdTlo + J w°EdV0, ( 1 .1 )
X ( T o )  д Х ( т 0) X ( T o )

де Jjj =  TJ*  +  J -  T  —  абсолютна температура; J° —  потік ен­
тропії; J0a —  потік механічної енергії; E0 —  густина повної енергії; 
V 0 =  S0 Щк —  диференціальний оператор Гамільтона; э£ —  кон­
траваріантні базисні орти лагранжевої системи координат {£fc}, 
к =  1,3; Wg —  густина потужності джерел енергії; dV0, dT,Q —  об ’єм 
і площа фізично-малих областей; Х(т0) — область евклідового про­
стору з границею дХГ(т0), що відповідає довільній мислимо виділеній 
підсистемі в початковий момент часу т =  т0; п0 —  зовнішня нор­
маль. Індекс V  в адитивних параметрах системи вказує на те, 
що вони нормовані за геометричними характеристиками фізично- 
малих підсистем в початковий моменту часу. Крапкою позначено 
операцію повного скалярного добутку.



10

Для термопружних систем потік механічної енергії в загаль­
ному випадку подається сумою адитивних складових

jo  _  - дй ' У  р(2) 5¾-!
j A -  fjO d r  V0 дт  - K j  - - l Oj дт

в яких поруч з традиційними характеристиками (тензором напру­
жень Піоли-Кірхгофа а0 і вектором швидкості v =  |^) ітераційним 
шляхом вводяться вищого порядку тензорні характеристики про­
цесу деформування та інерційного руху, а також відповідні їм ха­
рактеристики силової дії. Тут

V0 =  v; (і =  3 ,н), ( і  =  1 ,т ) ;

V ii_1) —  (і — 1) —  кратний діадний добуток операторів V 0; й —  век-
5 (2)тор переміщень; —  тензорні характеристики внутрішніх сил,

які характеризують динамічне деформування матеріалу;
А Л\ в ,
Poj' —  імпульси, що відповідають градієнтному характеру дефор­
маційного руху. Символом ” (8 )” позначено операцію тензорного до­
бутку. Індекси (і) та (і — 1) вказують на валентність тензорних 
функцій. Повторення індексів означає операцію підсумовування. 
Індексом (T ) позначено транспоновані величини.

Задания потоку механічної енергії у вигляді (1.2) дозволяє 
встановити фазовий простір параметрів локальної ситуації, в якому 
базовими параметрами є, крім ентропії чи температури (в залеж­
ності від вибору потенціалу), вектор швидкості, тензори дефор­
мації і швидкості деформації та вищого порядку градієнтні і швид­
кісні характеристики цих тензорів.

За умов потенціального опису локальної ситуації для відпо­
відним чином вибраної функції стану

L0 =  L0(s0, v , e 0, {е '!)} , є 0, {£о}})

виділяються характерні варіанти математичних моделей, які спря­
мовані на врахування інерційності поступальної і деформаційної
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складових механічної форми руху. Дається конкретизація струк­
тури конститутивних рівнянь на випадок лінійних фізичних спів­
відношень для ізотропних матеріалів. Зокрема, для класичних мо­
делей, в яких враховується тільки інерційність поступальної форми 
руху поруч з системою рівнянь термодинамічного стану отримано 
рівняння, яке є узагальненням рівняння балансу імпульсу в неліній­
ній теорії пружності

T

Vois0, V, е0) =  V0(0) +  J f i 0 -Cr0 +  f0)di =  ( 1-3 )
То

де S 0 —  ентропія; Т0(0) —  початкове значення силового імпульсу; 
/ 0 —  вектор густини масових сил.

Показано, що у частковому випадку при заданні силової о ім­
пульсу (1.3) лінійною залежністю від вектора швидкості (V0 =  g0v) 
отримуються класичні рівняння симетричної теорії пружності, а 
введена функція L0 є функцією Лагранжа.

Аналогічно будується система визначальних співвідношень 
для моделі, яка додатково враховує інерційність деформаційної фор­
ми руху. В частковому випадку (при п =  2, m =  0), для ізотропних 
матеріалів і лінійних фізичних співвідношень отримано реологічне 
співвідношення з таким оператором хвильового типу

Д п(2) л
с 0 =  ----- g f-  =  2(G -  G*g^)e0+

+ {К  — 2/3G ) — (К* — 2/3(7*)
(1.4)

el.

Тут К, G, К * і G* —  ізотермічні модулі стиску і зсуву та їх дцнамічні 
аналоги; е —  перший інваріант тензора деформації; /  —  одиничний 
тензор. Для такої моделі побудовано розв’язок тестової задачі про 
поширення поздовжніх хвиль в умовах одновимірного напруженого 
стану.

В цьому розділі, з використанням ітераційного підходу, наве­
дено також систему визначальних співвідношень для математичних 
моделей термопружних систем, в яких враховуються ефекти момен- 
тних напружень, а також розглянуто частковий випадок 
(n =  3,m  =  1) спільного врахування ефектів інерційності і локаль­
ної граді єнтності.
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В останньому випадку потік повної енергії, згідно (1.1), (1.2), 
набуває вигляду

То _  rT fo і. Г>(2) (3) Oeo ' ( 3) Oi0 ('1 5 ')Je - T J s - C 0 - д т - Р о1 - дт -ст0 дт P0, д т - (1-5)

При цьому загальна структура визначальних рівнянь моделі для 
потенціалу F0 =  L0 — Ts0 буде

OF0 _
So Qrp — 5 0(_/ , U, 60, Tj0 j ,

}  -  д p (2> -  BF
Vo(O) +  У  [ V 0 - (<70 -  - ^ - )  +  f 0] d (  = — g f  =  К І Т ,  V , е0, 7?0) ,

То

о-і3) -  % -  =  H k =  а-і3)* (Г , V, е0, ї/0) , Tj0 =  V 0 O  е0.
дт ді) о

На основі рівнянь моделі (1.6) записано відповідні лінійні фі­
зичні співвідношення для ізотропних матеріалів. Аналогічним чи­
ном конкретизуються залежності силових імпульсів V*, Р0̂  \ P0̂  
які є характеристиками інерційності поступальної і деформацій­
ної складової механічної форми руху, від характеристик руху и, і 0,
V 0 (g) є0.

У  другому розділі, виходячи з нелінійних співвідношень кла­
сичної теорії пружності побудована відповідна система рівнянь для 
пружних оболонок. Для отримання цих рівнянь шукані величини — 
вектор переміщень і вектор швидкості подаються у формі розкладу 
за тензорним базисом таким інваріантним наближенням

u(R0 +  Vt r v T )  =  Ф(п- 1}( г 07) • u ^ ( R 0,r ) ,

v (R0 +  rv,, т) =  ^ n- 1Vo-V) • £(П)(Я 0, г ), n =  l ,N .  (2 .1 )

Тут R0 =  Roi^1, ( 2, T0) —  радіус-вектор точок базової(серединної) 
поверхні в початковий момент момент часу; г01 =  7 9 °; —h <  7  <  h; 
э° —  одиничний базисний орт в напрямку нормалі до серединної по­
верхні; ^ 1 , ^ 2 —  криволінійні координати точок серединної поверхні
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у початковій конфігурації; 2h —  товщина оболонки. Вважається, 
що вектори u ,R 0,r<yy є безрозмірними, тобто нормовані за деяким 
характерним розміром, а час т —  нормований за характерним ча­
сом.

Якщо підставити вираз (2.1) у рівняння балансу енергії (1.1), 
що записується для елемента оболонки, який побудований для до­
вільно виділеної області д Х с0(т0) серединної (базової) поверхні, а 
також врахувати те, що dV0 =  (I +  ^ 7 ) ( 1  +  &27 )^7 ^Е0, Де &2 —  
головні кривини серединної поверхні, (IEc0 —  площа малого елементу 
серединної поверхні, отримаємо таку диференціальну 1-форму

d l 0 =  - Q ^  ■ d(v^)T +  q £ +1) • d(e!n+1))T +  q ' ; +1) ■ d(e^+1))T, (2.2)

(a  = 1 , 2 )

Тут
h

L0 =  J  ̂ 0(1 + ^ 7)(1 +  ^27)^7 ,
-h

Осереднені тензорні характеристики силового імпульсу Q0̂  і на­
пруженого стану оболонки як* можна трактувати як
узагальнені сили і які є спряженими до базових параметрів (уза­
гальнених координат) функції L0, задаються формулами

h

Qiii =  [ ( Я ®  ¢ (" - ! ) ) (1  +  *і7 )(1 +  *27) * „
-h

h

Q t +l) =  J Ф(п_1))(1 +  Лі7 )(1 +  k2l ) d l ,
-h
h

/
Я ф(?і-1)

(* . ® — 5 7 — ) ( 1  +  M O  +  h-t)di .
-h
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Приймалося, що узагальнені координати v̂ n\ {eL"+1'} ,  е7"+1' є 
незалежними параметрами. За умов потенціального опису локаль­
ної ситуації отримано систему рівнянь локального стану та відпо­
відну систему N  тензорних рівнянь руху, яка в межах точності на­
ближеного розв’язку відповідає рівнянню руху в тривимірній поста­
новці задачі і дозволяє визначати напружено-деформований 
стан при вибраній системі базисних функцій та заданих гранич­
них умовах через осереднені тензорні характеристики.

В роботі конкретизуються рівняння теорії оболонок для ліній­
ної теорії пружності, коли функція параметрів локальної ситуації 
L0 є функцією Лагранжа, а за базу розкладу у формулах (2.1) прий­
нято {г£^ }, тобто  можна записати

и =  u(1) +  T0 7 -U*2) +  (гоу<8>г0-у)-й(3)H---------------------------------------- [-(T07 ® ® T07) -u(iV). (2.3)
4-----------V-----------'

N-I

Аналізуються часткові випадки моделі. Зокрема, для першого 
наближення (N — 1) компоненти вектора переміщень u =  и ^н е 
залежать від координати 7 , а система рівнянь руху (за відсутності 
масових сил) набуває вигляду

V oa • 4ЇЇ +  <?0+7(1 + M )( l  +  k2h) -  <7 (̂1 -  Д)(1 -  k2h) =
=  2Л(1 — 1 /3  кгк2к2)Єо^ - ,

де V oa =  э =  1 ,2 );а*  =  э° • a f .  Індексами ” ± ” позначено 
граничні значення відповідних величин при 7  =  ±h.

Записано відповідні рівняння руху для тонких оболонок 
( & « 7  C l )  в декартовій системі координат відносно компонент тен­
зора переміщень. В наближенні N — ї такі рівняння відповідають 
безмоментній теорії оболонок. Поряд з цим необхідно відзначити, 
що вже в рамках цього наближення всі компоненти тензора напру­
жень є, в загальному випадку, відмінними від нуля. Досліджено 
рівняння моделі для другого наближення (N  =  2), за якого вектор 
переміщення и =  (u,v,w)  подається так

V =  щ +  U317, V — U2 +  u327, w =  U3 +  U37 7.
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Відзначається, що ефективність запропонованих розрахункових 
моделей теорії пружних оболонок вагомо залежить від вдалого ви­
бору базису розкладу.

Третій розділ присв’ячений математичній постановці задачі 
про побудову оптимального базису розкладу для забезпечення най­
більш адекватного переходу від тривимірних крайових задач для 
термопружних систем до їх двовимірних аналогів на малій базі на­
ближень. З цією метою пропонується узагальнення варіаційного 
підходу в задачах теплопровідності і термопружності оболонок і 
пластин при якому, на відміну від відомих в літературі прямих ме­
тодів (Рітца, Бубнова-Гальоркіна та ін.), приймається, що не тільки 
коефіцієнти розкладу, але і базисні функції, за якими здійснюється 
розклад, піддаються варіюванню.

В основі цього підходу є процедура розділення шуканих ве­
личин за моментними характеристиками їх зміни по товщині обо­
лонки. Моментні характеристики і коефіцієнти розкладу визна­
чаються з умов екстремуму функціоналу, який відповідає вихідній 
крайовій задачі в тривимірній постановці.

Для задач теплопровідності в лінійній постановці пропонуєть­
ся два варіанти побудови такого функціоналу. В першому випадку 
він будується з використанням інтегруючого оператора згортки 
при умові, що за шукані величини приймається тільки температура

Екстремалі цього функціоналу визначаються з розв’язку такої 
крайової задачі

Щ г \  =  і  /  л  /  сV T  • V T -  + 1:f j ‘ ) i v +

+ я „  /  т(т- -  2T;)ds]dfdT,
о о ( V) (3 .1 )

Д Г - і ~ = 0 , { а , / } , 7 ) € V, т >  0 ,
а от

(3.2)

—  +  H J T  -  T1), ( а , / 3 ,7 ) є £ ,  г >  0, (3.3)

Г | „„  =  0
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де T =  Т(а, /3,7, т ); Т* =  Т (а , /?, 7 , т — т ), Д —  оператор Лапласа; 
V  —  оператор Гамільтона; а —  коефіцієнт температуропровіднос­
ті; H0 —  відносний коефіцієнт тепловіддачі з поверхні (E), Tc -— 
температура зовнішнього середовища; п —  зовнішня нормаль до 
поверхні (S ).

Для побудови двовимірного наближення крайової задачі (3.2), 
(3.3) температура подається у вигляді

Т(а, Р, 7, т) =  tk(a,/3,T)ipk(l), (к =  0,р). (3.4)

Після підстановки (3.4) у функціонал (3.1) з необхідної умови ек­
стремуму одержуємо взаємозв’язану систему нелінійних рівнянь та 
граничні умови на функції розкладу <pk та коефіцієнти цього роз­
кладу —  функції tf~.

В другому варіанті функціонал будується на множині допусти­
мих функцій температури T і теплового потоку J

M[J,T\ = J f f  (&J- j *  + J- vr* -  f  §Jr* + wT*)dVdfdr+
0 0 ( V )

+  H0 f j j T ( i r - T ; ) d S d f d T .
° °  (E)

(3.5)
Тут J* =  J(ct, /3,7, r — f ) ,  A —  коефіцієнт теплопровідності, 
су —  коефіцієнт теплоємності, w —  густина потужності джерел те­
пла. Екстремалі цього функціоналу задовольняють співвідношення 
задачі теплопровідності, а саме, рівняння балансу тепла

-  -  дТ
V  • J +  с у —  -  W =  0, (3.6)

от

закон Ф ур’є
J +  AVT =  O, (3.7)

та крайові умови (3.3).
Подаючи базисні функції у вигляді

J ( a , ^ , 7 , r )  =  £п(а,Р,т)<рт (7), Т ( а , 0 , 7 , т )  =  tk{a , (3,т)грк(7),

Jm= f  J lmdI, f  7'Vm(7)^7 = 8T, (к,гп =  07р),
— /і —/і

(3.8)
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одержано систему співвідношень для побудови наближеного роз­
в’язку, який відповідає оптимальній зміні теплових характеристик 
за товщиною оболонки.

Аналогічний підхід застосовано для побудови оптимального 
базису розкладу для системи рівнянь динамічної термопружності 
оболонок постійної товщини. За вихідний функціонал береться 
функціонал типу Рейснера. Тут, для задовольнення початкових 
умов як на вектор переміщень и, так і на вектор швидкості v, не­
обхідно скористатися інтегруючим оператором згортки.

Вектори напружень і переміщень зображаються через свої мо- 
ментні характеристики такими формулами

£ ,(а , 0 ,7 ,т )  =  Afl(a,0,T)<pl(i); <т2(а, /?,7,т) =  М£(а,/3,т)<рЦ7); 
<?з(а,/3 , 7 ,т )  =  Mjfta, 0,т)у%(7 ); гГ(а,/3,7 , т) =  іїт(а,0,т)фт(7 );

/і I l

Щ  =  J  I kVidT, J  I hV k b y h  =  Sn, (к, т =  0 , N), і =  1,3.
-h -и

Отримано наближену систему рівнянь і відповідні граничні 
умови, що складають повну систему співвідношень розрахункової 
моделі термопружності оболонок, яка відповідає екстремальній змі­
ні моментних характеристик напружено-деформованого стану по 
товщині.

Розроблена методика ітераційної побудови наближених роз­
в’язків, отриманих нелінійних систем рівнянь для тонких оболонок.

Апробація запропонованого підходу ілюструється на модель­
ному прикладі нестаціонарної задачі теплопровідності для безмеж­
ної пластинки, яка поміщена в зовнішнє середовище постійної тем­
ператури за умов конвективного теплообміну з її бокових повер­
хонь. Використовувалося два варіанти побудови наближених роз­
в’язків, згідно з поданням їх у формі (3.4), (3.8). Числові експе­
рименти показали, що точність розв’язку суттєво залежить як від 
ширини базису (параметра р), так і від вибору вихідної системи 
функцій ірІ-іФк для ітераційного процесу. Зазначимо також, що най­
кращий за наближенням результат отримується, коли за функції 
iPki ФІ вибрано власні функції оператора вихідного рівняння. Пока­
зано, що з використанням множини базисних функцій для темпе­
ратури і теплового потоку, за одинакових інших умов, в першому
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наближенні отримується на 4% точніший результат, ніж при ана­
логічному поданню (3.4) тільки для температури.

В кінці розділу наведено розв’язок модельної стаціонарної за­
дачі теплопровідності для кільцевої термочутливої пластини. Пока­
зано, що запропонований ітераційний підхід може забезпечити ви­
соку точність розв’язку на малій базі наближень, використовуючи 
при цьому оптимальні функції розкладу по немалому геометрич­
ному параметру (вздовж радіусу кільця пластинки).

У  ч е т в е р т о м у  розділі дається математична постановка і 
методика побудови розв’язку задач про знаходження оптимальних 
за напруженнями режимів нагріву та силового навантаження тер­
мопружних оболонок обертання, які в границях заданих обмежень 
забезпечують низький рівень напружень. За вихідні співвідношен­
ня термопружності приймаються рівняння лінійної теорії оболонок 
на основі гіпотези Кірхгофа-Лява.

Обговорюється варіанти раціонального вибору функціональ­
них критеріїв оптимізації напруженого стану термопружних си­
стем. В загальному випадку за такий критерій оптимізації прийма­
ється функціональний критерій

При порівнянні напружень за енергетичною нормою густиною 
локального критерію оптимізації є енергія пружної деформації.

В задачах оптимізації, з метою забезпечення напруженого 
стану близького до заданого, за критерій оптимізації приймається 
функціонал середньквадратичного відхилення

Тут Sr, — тензори напружень базового розв’язку сг* та шу­
каного а.

Запропоновано варіанти узагальнення енергетичнпх критері­
їв (4.1), як шляхом введення моментних характеристик Vk локаль­
ного критерію W0.

K 0 =  I  WodV. (4.1)
Х і т . )

T l

K 0 =  J I (<x —  a*) ■ (<t — a*)dVdr. (4.2)

О А'(го)
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K =  I  IV0dV +  <pkVk, (к =  O^n), (4.3)
X(r„)

так і за допомогою введення функції IV7*, яка враховує локальний 
вплив зміни напруженого стану за координатами та часом

t I

I u  =  J  J [W0+ ^ ^ { V ® o 0y - ^ ĈS / ® V ® a 0 , . . . ) )d V d T .  (4.4) 

о Х ( т „ )

Тут ---  вагові коефіцієнти відповідних критеріїв.
Задачі оптимізації розв’язуються методами варіаційного чи­

слення з використанням множників Лагранжа та сингулярних фун­
кціоналів, які дозволяють враховувати обмеження на локальні зміни 
допустимих функцій. Зокрема, з метою пониження рівня напру­
жень в зонах градієнтного локального навантаження оболонок, оп- 
тимізація реалізується не по всій області оболонки, а лише на від­
повідних розрахункових підобластях. Показано, що екстремальні 
умови на границях цих підобластей відповідають умовам ненаван- 
тажених країв.

Ефективність запропонованих підходів ілюструється на двох 
модельних задачах про пониження рівня напружень при вузьких зо­
нах локального нагріву циліндричних оболонок за рахунок силового 
навантаження, прикладеного за межами цих зон. У першій задачі 
вважається, що оболонка нагрівається локальним постійним за то­
вщиною температурним полем, а в другій —  додаткове пониження 
рівня напружень забезпечується як за рахунок локального силового 
навантаження, так і екстремальних перепадів температури за то­
вщиною. Отримані результати числових досліджень показали, що 
в першій задачі для зон локального нагріву в межах від однієї че­
твертої до однієї восьмої радіусу оболонки має місце додаткове зни­
ження рівня осьових напружень в зоні високих температур майже 
вдвічі, в порівнянні з рівнем напружень при оптимальному нагріві 
ненавантажених оболонок. Разом з тим, зростають кільцеві напру­
ження в зоні низьких температур. У другому випадку за рахунок 
оптимального розподілу температури поля за товщиною вдається
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забезпечити додаткове зниження рівня осьових і кільцевих напру­
жень у всій області їх визначення. При цьому інтенсивність сило­
вого навантаження є на 30-35% меншою, ніж при нагріві постійним 
за товщиною температурним полем.

Оцінка ефективності використання узагальнених енергетич­
них критеріїв з моментними характеристиками (4.3) проводилась 
на прикладі осесиметричної задачі оптимізації для циліндричної 
оболонки кінцевої довжини з вільними від навантаження краями, 
при заданих значеннях температури на краях Т ( х 0) =  T0,
T ( ~ х 0) =  0 і в центральному перетині оболонки T(O) =  Т\0. Для 
таких умов нагріву в першому наближенні екстремальний розподіл 
температур описується формулою

г = 4 - (НІИИИї-* Ш  к=%
Показано, що оптимальні розв’язки, побудовані з використан­

ням інтегральних критеріїв (4.3), забезпечують нижчий рівень нап­
ружень в порівнянні з тими, які отримані без використання уза­
гальнених еНерГеТИЧНИХ Критеріїв (ifk — 0).

Методику застосування градієнтних критеріїв проілюстрова­
но на прикладі задачі про локальний нагрів довгої циліндричної 
оболонки при заданні додаткових обмежень на величину максималь­
них розтягуючих напружень на зовнішній поверхні оболонки. Чи­
слові дослідження показали, що застосування градієнтних критеріїв 
дозволяє одержати нижчий рівень напружень без зміни ширини 
зони локального нагріву в порівнянні з отриманими на основі міні­
мізації енергії пружної деформації (<*?* =  0).

В цьому розділі пропонується також методика визначення оп­
тимального (попереднього) силового навантаження оболонок обер­
тання з метою забезпечення низького рівня залишкових напру­
жень (деформацій) при їх зварюванні. За критерій оптимізації 
в цьому випадку приймається функціонал енергії пружної дефор­
мації. З розв’язку задачі оптимізації отримано систему інтеграль­
них обмежень на шуканий розподіл силового навантаження. Наве­
дено тестові приклади для циліндричної оболонки на яких показано, 
що за рахунок раціонального попереднього силового навантаження 
вдається майже вдвічі понизити рівень залишкових напружень.
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У  п’ятому розділі сформульовано математичну постановку 
і наведено розв ’язок задач про оптимізацію перехідних режимів 
періодичного в часі силового навантаження оболонок обертання. За 
функціональний критерій оптимальності приймається середньоква- 
дратичне відхилення напруженого стану оболонок при перехідному 
режимі від напруженого стану, що відповідає квазіусталеному ре­
жиму коливань.

Вважається, що оболонка обертання перебуває під впливом 
квазіперіодичного в часі силового навантаження, що визначається 
заданою частотою  со та змінними в часі інтенсивностями Jp =  
{рі,рп,гпі}, ( і =  1,2). Тут PiiPni ті — компоненти зовнішнього 
силового і моментного навантаження, які зумовлені нормальними 
і дотичними зусиллями на поверхнях 7  =  ±h.  Приймається, що 
на проміжку часу 0 <  т <  тн величини є шуканими фун­
кціями, як координат так і часу, а для т >  тн —  заданими функціями 
координат.

Вихідною системою рівнянь для визначення напружено-де- 
формованого стану є динамічні рівняння моделі оболонки Кірхгофа- 
Лява. При цьому функції силового навантаження, які задаються у 
формі

підпорядковані ізопериметричним за часом додатковим обмежен­
ням ’’ моментного” типу

Th

I  J Tmf pd^dT =  fp\ (m =  M 0 .

0 (So)

Задача оптимізації полягає в тому, щоб на протязі часу (0 ,тн] 
за допомогою функцій керування р,-,рп, т і забезпечити вихід на за­
даний режим силового навантаження, при якому напружений стан 
оболонки обертання був би оптимально близьким до напруженого 
стану, що відповідає квазіусталеному режиму коливань. Тут під 
квазіусталеним режимом силового навантаження на проміжку 
(0 , тн] розуміється такий режим, при якому зміна в часі амплітуди 
силового навантаження є малою в межах періоду коливань.
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Методика побудови оптимального розв’язку ілюструється на 
прикладі задачі для довгої циліндричної оболонки радіусу R і тов­
щиною 2h. Оболонка зі стану спокою (при т =  0) навантажується 
рівномірно розподіленим по поверхні нормальним силовим наванта­
женням Інтенсивності Pn =  P n \ r ) e ,WT. Функція Рп\т) на проміж­
ку часу (0 , тн] характеризує змінну в часі амплітуду силового наван­
таження при перехідному режимі і для т >  тн досягає постійного 
значення Pno. !Знайдено розподіл оптимального силового наванта­
ження, яке за критерієм (4.2) забезпечує низький рівень динаміч­
них ефектів при перехідному режимі. Проведені числові дослід­
ження для конкретних параметрів оболонки і умов навантаження 
показали, що напруження на перехідному режимі навантаження 
( 0  <  т <  тн) не перевершують за рівнем аналогічних на етапі 
усталеного навантаження. Функції керування в початковий і кінце­
вий момент перехідного режиму допускають стрибок і, за інтенси­
вністю в процесі виходу на усталений режим коливань можуть пере­
вищувати заданий рівень при т > тп. Побудову функцій керування 
в класі неперервних функцій на всьому проміжку часу ( 0  <  т <  оо) 
можна реалізувати за допомогою ізопериметричних умов (5.1).

Наведена вище схема оптимізації перехідних режимів сило­
вого навантаження оболонок обертання може бути використана при 
розв ’язуванні спорідненого класу задач про коливання пружних тіл, 
що взаємодіють з акустичним середовищем. Методика розв ’язу­
вання ілюструється на прикладі задачі побудови оптимального за 
напруженнями виходу на квазіусталений режим коливань пружного 
шару, який поміщений в акустичне середовище. Приймається, що 
в площині z =  Z0, яка паралельна до поверхні шару Z =  0, на про­
тязі часу 0  <  т  <  т н д іє  зондуючий імпульс, потенціал якого може 
бути зображений у вигляді д(т) cos ujt6(z — z0). За критерій оп­
тимізації приймається умова мінімуму функціоналу квадратичного 
відхилення напружень на границі z =  0 для динамічного і квазіуста- 
леного режимів при таких обмеженнях на функцію керування

Th

Jq(T)dT =  q0, q( O) =  ^ .
О
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Відзначимо, що при побудові розрахункової моделі було вико­
ристано методику Я.С.Підстригана, яка дозволила контактну за­
дачу для системи пружний шар-акустичне середовише звести до 
крайової задачі для шару з узагальненими граничними умовами.

В кінці розділу пропонується методика оптимізації заданої 
тривалості зондуючого імпульсу в системі пружний шар-акустичне 
середовище з метою забезпечення максимальної енергії ехо-сигна- 
лу. Розв’язок задачі побудовано з використанням функціоналу оп­
тимального наближення і досліджено для випадку плоского нор­
мального до поверхні зондуючого імпульсу. За критерій оптиміза­
ції в даному випадку приймалась умова мінімуму різниці енергій па­
даючої і відбитої хвиль на границі акустичне середовище-пружний 
шар при заданому обмеженні на сумарну величину тиску падаючої 
хвилі.

Шостий розділ присв’ячений використанню запропонованих 
вище підходів до постановки і методики розв’язування конкрет­
них модельних задач розрахунку і оптимізації теплових режимів 
і схем зварювання елементів тонкостінних конструкцій стосовно до 
науково-технічної проблеми ремонту трубопроводів під тиском.

В інл<енерній практиці при ремонті трубопроводів, зокрема, 
нафтопроводів високого тиску, виникає необхідність відновлення 
несучої здатності стінки труби шляхом заварювання окремих не- 
наскрізних локальних дефектів, або шляхом приварювання накла­
дних елементів у вигляді латок, муфт, трійникових з ’єднань. В 
цьому зв ’язку при розробці розрахункових схем першочерговим 
завданням є встановлення допустимих теплових режимів електро­
зварювання в залежності від геометричних параметрів локального 
дефекту, величини тиску в трубопроводі, характеристик матеріалу, 
з якого він виготовлений та його діаметру. Для ефективного ви­
користання накладних елементів важливим є питання про встано­
влення оптимальих розмірів таких елементів, режимів і схем при­
варювання їх до трубопроводу.

Запропоновано математична модель розрахунку раціональної 
послідовності накладання ділянок зварного шва (схем зварювання) 
тонкостінних оболонок з метою оптимізації залишкового напруже­
ного стану. При цьому, враховується, що залишкові деформації,які 
виникають в межах кожної завареної на даному етапі ділянки зумо­
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влені як явищами усадки в процесі охолодження, так і впливом не- 
пружних деформацій, які виникли в зоні зварного з ’єднання на по­
передніх етапах зварювання.

В розрахунковій моделі приймається припущення про те, що 
в межах кожної ділянки зварний шов накладається практично одно­
часно. Тому залишкова деформація в межах ділянки заварювання 
вважається однорідною.

Отримано рекурентне співвідношення для визначення зали­
шкових деформацій при заданій схемі зварювання

4 і’' =  4 і" '  +  ( с ,  +
eg"> = 0, eg"» = о, e°r>'=rt(x).

Тут е°-*̂  —  залишкові деформації в оболонці на к-тому етапі зва­
рювання; е00-  —  деформації викликані усадкою матеріалу; e°jk~^
—  додаткові непружні деформації, зумовлені заварюванням попе­
редніх ділянок; S(Lk) —  характеристична функція області форму­
вання залишкових деформацій; X  —  схема зварювання, яка харак­
теризується параметрами розташування ділянок послідовного за­
варювання вздовж осі шва; к — I , n, п — задана кількість ділянок 
заварювання.

Задача оптимізації полягає в тому, щоб знайти схему зварю­
вання, яка забезпечувала б розподіл залишкових зварних напру­
жень (деформацій) близький до заданого. За критерій оптимізації 
приймається локальна міра середньоквадратичного відхилення шу­
каних напружень від заданих. В запропонованій методиці розв ’я­
зування задач оптимізації використано метод динамічного програ­
мування.

Проведені числові розрахунки для тонких пластин і циліндрич­
них оболонок показали, що оптимальні схеми заварювання дозво­
ляють суттєво понизити рівень залишкових напружень і дефор­
мацій та забезпечити найбільш рівномірний їх розподіл в зоні звар­
ного з ’єднання. Виконані, спільно з Інститутом електрозварювання 
ім. Є. О. Патона HAH України експериментальні дослідження під­
твердили ефективність запропонованих схем зварювання, які знай­
шли застосування при ремонті навантажених нафтопроводів.

( е л )
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З метою встановлення допустимих теплових режимів заварю­
вання нерухомим джерелом тепла локальних ненаскрізних дефектів 
(каверн) нафтопроводів під тиском сформулювана і розв’язана від­
повідна модельна крайова задача теплопровідності з врахуванням 
температурної залежності характеристик матеріалу. Проведено 
числові дослідження розподілу температур як по товщині труби, 
так і на її  поверхні зі сторони дії джерела тепла в залежності від 
його інтенсивності. Побудовано графіки розподілу ізотерм, які да­
ють можливість за вибраним критерієм міцності визначити ефек­
тивні геометричні характеристики області в зоні каверни.

В аналогічній постановці сформульована і розв’язана модель­
на задача про поширення тепла при зварюванні накладних елемен­
тів рухомим джерелом нагріву , яке рухається з постійною швид­
кістю. Встановлено час виходу на квазіусталений режим нагріву, 
яким лімітується тривалість неперервного приварювання накладно­
го елемента.

Запропоновано методику побудови розрахункових режимів за­
варки каверн нафтопроводів під тиском. З цією метою дослід­
жується напружений стан трубопроводу з каверною під внутрішн- 
нім тиском на основі суперпозиції розв’язків двох модельних за­
дач для циліндричної оболонки під внутрішнім тиском та відпо­
відних розмірів шарнірно опертої круглої пластини під дією нор­
мального силового навантаження. При розрахунку трубопроводу 
на міцність температурними напруженнями від зварювання нехту- 
валось, оскільки це йшло в запас міцності матеріалу.

При виборі критерія міцності приймалось, що для температур 
вищих від певного критичного рівня (Т > T*) границя міцності і 
границя текучості матеріалу дорівнюють нулеві, а в інтервалі тем­
ператур Tc <  T  <  Т* ці границі дорівнюють значенню величин 
відповідних напружень при T  =  T*, тобто задаються у вигляді фун­
кцій стрибка.

Прикладні результати теоретичних досліджень, які розгля­
нуті в даному розділі використані при розробці, спільно з Інститу­
том електрозварювання ім. Є. 0 . Патона ПАН України і галузевим 
інститутом Міннафтопрому, нормативних документів на техноло­
гію ремонту нафтопроводів під тиском, впровадження якої у вироб­
ництво забезпечило значний економічний ефект.
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ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ TA ВИСНОВКИ

Запропоновано ітераційно-моментний підхід до побудови ма­
тематичних моделей термопружних систем, які враховують ефекти 
локально-градієнтного і високошвидкісного деформування. Побудо­
вано систему рівнянь термопружності, в яких враховується градієн- 
тність характеристик тензора деформації та інерційність дефор­
маційної форми руху. Одержані співвідношення є базовими для 
аналізу термопружного стану тонкостінних елементів конструкцій 
в умовах інтенсивного нагріву і силового навантаження з метою 
кількісної оцінки їх параметрів міцності та надійності.

Запропоновано методику варіаційно-моментної побудови дво­
вимірних математичних моделей задач теплопровідності та тер­
мопружності пластин і оболонок, яка базується на використанні 
варіаційного формулювання задач в тривимірній постановці та кон­
структивній побудові відповідного даній крайовій задачі оптималь­
ного базису розкладу шуканих функцій. На модельних прикладах 
показано, іцо варіаційно-моментний підхід та ітераційна методика 
побудови наближених розв’язків з використанням оптимальних ба­
зисних функцій забезпечують високу точність розв’язку на малій 
базі наближень. Одержані загальні результати можуть бути ви­
користані при розгляді споріднених крайових задач математичної 
фізики.

Побудовано вихідні співвідношення нелінійної теорії пружних 
оболонок з використанням подання шуканих функцій рядом Ф ур’є 
за тензорним базисом. Отримані таким чином наближені дво­
вимірні моделі дають можливість послідовно, починаючи з першої 
ітерації, визначати всі компоненти тензора напружень.

Сформульвано математичну постановку та розроблено ме­
тодику розв ’язування задач оптимізації напружено-деформованого 
стану термопружних оболонок на основі узагальнених енергетич­
них критеріїв. Побудовано оптимальні схеми нагріву циліндричних 
оболонок. Проведений числовий аналіз отриманих результатів по­
казав, що використання запропонованих критеріїв забезпечує до­
даткове пониження рівня напружень в порівнянні з тими, що ма­
ють місце при використанні відомих в літературі енергетичних кри­
теріїв.
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Показано, що для розв ’язування задач оптимізації напруже­
ного стану оболонок обертання при наявності декількох розрахун­
кових зон локального нагріву та силового навантаження, з метою 
одержання максимально низького рівня напружень, доцільно про­
водити оптимізацію не по всій області оболонки, а тільки в окремих 
розрахункових підобластях.

Запропоновано методику побудови оптимальних за напружен­
нями перехідних режимів періодичного в часі силового наванта­
ження оболонок і пластин, які забезпечують суттєве пониження 
динамічних ефектів. Одержані в цьому напрямку загальні резуль­
тати можуть бути використані також при розв’язуванні обернених 
крайових задач про взаємодію пружних систем з акустичним сере­
довищем.

Сформульовано математичну постановку і розроблено мето­
дику розв’язування конкретних модельних задач розрахунку і опти­
мізації теплових режимів і схем зварювання тонкостінних елемен­
тів конструкцій стосовно до науково-технічної проблеми ремонту 
трубопроводів під тиском. На основі кількісної оцінки напружено- 
деформованого стану тонкої пластинки і циліндричної оболонки та 
проведених спільно з ІЕЗ ім. Є. 0 . Патона HAH України цільових 
експериментів показано, що оптимальні схеми заварювання дозво­
ляють суттєво понизити рівень залишкових напружень і дефор­
мацій та забезпечити найбільш рівомірний їх розподіл в зоні звар­
ного з ’єднання.

Розроблено методику розрахунку оптимального попереднього 
силового навантаження з метою забезпечення умов близьких до 
бездеформаційного зварювання тонкостінних елементів конструк­
цій.

Прикладні результати теоретичних досліджень, отримані на 
основі запропонованих розрахункових та оптимізайійних схем, 
використано при розробці галузевих нормативних документів для 
обгрунтування безпечної і якісної технології зварювання при ре­
монті нафтопроводів під тиском, яка впроваджена у виробництво.
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Zozulyak Yu.D. Mathematical modelling and optimization in ther­
mal mechanics of elastic shells using iterative-moment approach.

The thesis presented for Doctor degree, speciality 01.02.04 - de­
formable solid mechanics, Pidstryhach Institute for Applied Problems 
of Mechanics and Mathematics, NAS of Ukraine, Lviv, 1997.

The scientific works (67 positions) are being defended in which the 
iterative-moment approach to the construction of mathematical mod­
els of thermo-elastic systems, describing the effects of locally-gradient 
and high-speed deformation has been proposed and developed. The 
initial relations of nonlinear theory of shells using the method of ex­
pansion of the sought functions into Furie series by tensor functions 
have been formulated. Two-dimensional models, corresponding to the 
optimal basic functions for non-homogeneous bundary-value problems 
and thermoelastic shells have been constructed and tested on the basis
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of the proposed variational-moment approach. Methods of optimiza­
tion of transient regimes of periodical in time force loading, providing 
low levels of dynamic effects in the shells of rotation have been pro­
posed. Mathematical statement has been formulated and the methods 
of the solution of the problems of stress optimization in thermoelastic 
shells using generalized energy criteria have been proposed. Theoretical 
principles and mathematical methods of the residual stress control by 
means of rational choice of welding schemes and the preliminary force 
loading of the thin-walled shells and plates have been worked out. Op­
timal by stress regimes of thermomechanic loading of cylindrical shells 
have been investigated. The results of the work have practical value 
in application to the problem of strengthening, reliability and life time 
improvement of the elements of construction.

Зозуляк Ю. Д. Математическое моделирование и оптимизация 
в термомеханике упругих оболочек с использованием итерационно- 
моментного подхода.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико- 
математических наук по специальности 01.02.04.-механика дефор­
мируемого твердого тела, Институт прикладных проблем механики 
и математики им. Я. С. Подстригача HAH Украины, Львов, 1997.

Защищается 67 научных работ, в которых предложен и разра­
ботан итерационно-моментный подход к построению математиче­
ских моделей термоупругих систем, описывающих эффекты локаль­
но-градиентного и высокоскоростного деформирования. Сформу­
лированы исходные соотношения нелинейной теории оболочек с ис­
пользованием метода разложения искомых величин в ряды Фурье 
по тензорным функциям. На основании предложенного вариацион- 
но-моментного подхода построены и аппробированы двухмерные 
модели, соответствующие оптимальным базисным функциям для 
неоднородных краевых задач термоупругих оболочек. Предложена 
методика оптимизации переходных режимов периодического во 
времени силового нагружения, обеспечивающих низкие уровни ди­
намических эффектов в оболочках вращения. Сформулирована ма­
тематическая постановка и предложена методика решения задач 
оптимизации напряжений в термоупругих оболочках с использо­
ванием обобщенных энергетических критериев. Разработаны тео­
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ретические основы и математические методы регулирования оста­
точных напряжений за счет рационального выбора схем сварки и 
предварительного силового нагружения тонкостенных оболочек и 
пластин. Исследованы оптимальные по напряжениям режимы тер­
момеханического нагружения цилиндрических оболочек. Резуль­
таты работы имеют теоретическое и практическое значение при­
менительно к проблеме повышения прочности, надежности и дол­
говечности тонкостенных элементов конструкций.

Ключові слова: інерційні термопружні системи, матема­
тичні моделі, оболонки, локально-градієнтне і високошвидкісне де­
формування, критерії оптимізації, оптимальний базис, оптимальні 
напруження, регулювання залишкових напружень.
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