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З а г а л ь н а  х а р а к т е р и с т и к а  р о б о т и

А ктуальн ість  т е м и . Одним з центральних об’єктів у загальній тео­

рії аналітичних функцій є клас цілих функцій, з яким так чи інакше має 

оправу кожен математик. У сучасних дослідженнях з теорії цілих фун­

кцій можна виділити дві основні тенденції: з одного боку, доводяться 

результати, що стосуються всього класу цілих функцій, а з іншого, ви­

діляється той чи інший їх підклас і вивчаються його властивості. До 

таких підкласів належить клас цілих функцій /  скінченного порядку. 

Як і у загальному класі, так і у його підкласах (зокрема, у класі фун­

кцій скінченного порядку), основні задачі стосуються двох проблем: 

вивчення зв’язку між зростанням функції /  і поводженням її нулів, а 

також м ін і зростанням функціі /  та спаданням коефіцієнтів її розви­

нення в степеневий ряд.

Стосовно першої проблеми, у 1914 році Ж . Полірон показав, що у 

випадку, якщо всі нулі функції /  від’ємні, рахуюча функція її нулів 

n(t) ~  A t fl (t —► сю), де Д Є (0, +оо) і р неціле число, то для будь-якого 

<5 > 0 рівномірно відносно 0 Є [-7Г-М, іг-<$] виконується співвідношення

In/(T-Cie) ~  - Й -e 'O V  (г -► ос),
KlU яр

де In f ( z )  однозначна в кут» {z : | arg г) < тг -  <5} вітка многозначної 

функції L n f( z )  така, що In /(0 ) =  0. Ним також доведено, що коли,/ 

має нецілий порядок р, всі її нулі від’ємні і
7Г / \

1,1 ^ ~  Я п ^ гП А  е  0̂, + ° ° )’



то n(t) ~  A t p (t —► оо). Значно простіше доведення останнього TBejv 

дження дав Е. Тітчмарш у 1927 році.

Теореми, в яких за відомою асимптотикою n(t) робиться висновок 

про асимптотику In f ( z )  називають теоремами типу Валірона, а теоре­

ми, де за відомою асимптотикою ln |/(z ) | на промені робиться висно­

вок про асимі* готику n(t), -  теоремами типу Валірона -  Тітчмарша. 

В.М. Логвиненко (1973 р.) довів теореми типу Валірона і Валірона-Тіт- 

чмарша для цілих функцій нецілого порядку р в термінах двочленної 

асимптотики.

Зв’язок між зростаням функції /  та спаданням коефіцієнтів ап її 

розвинення в степеневий ряд розглядав Е. Ліндельоф. У 1903 році 

він знайшов необхідні та достатні умови на поведінку коефіцієнтів ап 

для виконання співвідношення InМ /(г) =  (1 +  о(1))агр (г —► +оо), де 

М /(г) =  іпах{|/(г)| : |г| =  г}, Q < р,а < +оо.

Цей результат при р — 1 був перевідкритий М.В. Говоровим та

Н.М. Чорних. M.M. Шеремета (1990 р.) посилив результат Е. Лінде- 

льофа на випадок двочленної асимптотики. Він показав, що для того, 

щоб

InM /(r) = агр +  ст\гр' + о(гРі) (г -+ +оо),‘

де 0 < рі < р < +оо,0 < а < +оо і сті Є К, необхідно і досить, щоб для 

будь-якого є > 0 виконувалась нерівність

In |u„|  <  - -  In —  +  (cr, +  £) ( — 'j
l>  ‘ ‘ p o  \ t > °  J

/р

( 7 1  >  n j ( e ) )
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та існувала зростаюча до +оо послідовність (пд.) натуральних чисел 

така, що nk+\ — n* =  о (к —► +оо) і

In І о. ,,t І > In —  +  (<7, -  є) ( — )  (£ Є N).
ер<т \ р а  )

В останнє тридцятиріччя, окрім класу цілих функцій скінченного 

порядку, вивчається клас цілих функцій так званого скінченного лога­

рифмічного порядку

In In М/(г)
Pr =  Iun stip —  , ----  < оо.

г-лаа  In ln r

До цього часу були відомі лише формули для знаходження ре через 

коефіцієнти розвинення в степеневий ряд. Про теореми типу Валірона 

та Валірона-Тітчмарша для функцій даного класу в літературі мова не

йшла.

Отже, актуальною стала задача про встановлення аналогів теорем 

В.М.Логвиненка та М.М.!Перемети для цілих функцій скінченного ло­

гарифмічного порядку. Цій проблемі присвячена дана дисертаційна 

робота.

М ета роботи полягає у доведенні теорем типу Валірона та Валірона- 

Тітчмарша для цілих функцій скінченного логарифмічного порядку, а 

також у встановленні аналогів теорем Е. Ліндельофа та М.М. ІПереме- 

ти для функції! згаданого класу.

5 і:ІНЄ ІМ- В - СтЄ(|), ;шк. 
і A H  України



Наукова новизна- В роботі:

1. Отримано аналоги теорем типу Валірона та Валірона-Тітчмарша 

для цілих функцій скінченного логарифмічного порядку, коли лі­

чильна функція нулів має двочленну асимптотику логарифмічного 

вигляду.

2. Встановлено критерії регулярності асимптотики цілих функцій скін­

ченного логарифмічного порядку. Ці критерії є аналогами теорем 

Е. Ліндельофа та М.М. Шеремети.. У випадку двочленної асимптоти­

ки In М/(г)  побудовано приклади функцій, які показують істотність 

обмежень на зростання другого члена цієї асимптотики.

Всі отримані результати є новими.

Теоретична і практична ЦІННІСТЬ. Результати дисертації є пев­

ним внеском у теорію цілих функцій. Вони можуть знайти своє за­

стосування як у теоретичних, так і у  практичних питаннях.

Основні положення дисертації, що виносяться на захист:

1. Доведення теорем типу Валірона та Валірона-Тітчмарша для цілих 

функцій скінченного логарифмічного порядку.

2. Встановлення критеріїв регулярності асимптотики цілих функцій 

скінченного логарифмічного порядку.

3. Побудова прикладів функцій, що показують істотність обмеження 

на зростання другого члена асимптотики.

М етоди д о сп д ж ен ь . При доведенні наведених в роботі результатів 

використовувались методи загальної теорії цілих функцій, а також де­

які прийоми з Праць В.М. Догвиненка та М.М. Шеремети.
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Апробація р оботи . Результати роботи доповідались на Міжнарод­

ній математичній конференції, присвяченій пам’яті Ганса Гана (10-13 

жовтня 1994 p., Чернівці), Четвертій Міжнародній науковій конферен­

ції ім. академіка М. Кравчука (Київ, 11-13 травня 1995 p.), а також на
*

Львівському міському семінарі з теорії аналітичних функцій (керівник
♦

проф. Гольдберг А.А., 1996, 1997 р.) та Харківському міжвузівському
(•..і'

семінарі з теорії функцій (керівник проф. Ронкін Л.І., 1997 p.).

Публікації. Основні результати дисертації опубліковані в працях [1] 

[5], список яких подано в кінці автореферату.

О собистий внесок дисертанта. У статті [3] М.М. Шереметі нале­

жить постановка задачі і загальне керівництво над іі розв’язуванням, 

а результати належать автору дисертації та M.D. Заболоцькому в од­

наковій мірі. Результати роботи [4] отримані дисертантом у співав­

торстві з M.D. Заболоцьким. Dti інші результати отримані автором 

самостійно.

С т р у к т у р а  т а  об’єм д и сер тац ії. Дисертація складається зі всту­

пу, двох розділів, які загалом містять 9 параграфів, та  списку літе­

ратури із 21 назви. Загальний обсяг роботи 99 сторінок.

Автор дисертації висловлює щиру подяку М.М. ІІІере.меті, вважаючи 

його також своїм науковим керівником.
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В и к л а д  о с н о в н и х  р е з у л ь т а т і в  р о б о т и

У першому розділі дисертаційної роботи розглядається залежність 

між асимптотикою логарифма цілої функції скінченного логарифміч­

ного порядку та двочленною асимптотикою іі рахуючої функції.

У §2 розділу 1 даної роботи доведено теореми типу Валірона та Ва­

лірона -  Тітчмарша ь термінах многочленної асимптотики для цілих 

функцій скінченного логарифмічного порядку, тобто доведено наступ­

ні теореми

Теорема 1.2.1. Нехай 2 < < / < р < д + 1 < о о ,  Д Є (0, -foo) , A 1 Є IR, а 

у?і~ інтегрована на кожному скінченному проміжку з Н+ функція така, 

що при деякому т > 1 

ґ'іТ
J  |^ ,(* )Г « к « о  (Г(1пТ)т(« - а))  , Г —» +оо. (1)

Тоді, якщо р = 0, всі нулі Функції /  від’ємні і

n(<) =s Д Inp t +  Ді In® t +  (t > 1),

то для будь-яких в Є [-їг, тг] справедлива рівність

In / ( іеів) ж - А _  In"+1 г +  -A i7  In'»+1 г +  М(Д Inp г +  Д , In’ г)+
P + I g + 1

+  ̂ ( т  ~ ^ 2)  (ДР1п,̂ -1'г +  Дід1п,_1»-) +  ^і(г) , * =  ге'в,

Ac

=е о(1п,_1 г)
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при г —> оо зовні деякої винятковоі множини E(f ) .  Ця виняткова, мно­

жина E( f )  складається з не більш як зліченного об’єднання 

прямокутників {z ; х'п <Лег < х" , [Ітг | < уп) таких, що х" < О, 

Е к к я К '  ~ х 'п) = ° (й ) і suP{уп : К |  < Я} =  о(Я) при R - Y  оо. Як­

що, крім того, умова (1) виконується для деякого m > 1, то рівномірно 

відносно в

<-іТ
I  № i(reie)| dx = о(Г(1пГ)т ( ,- ,)) , Г -Ч + о о .

Т еорем а 1.2.2. Нехай числа р, q, Д і A1 такі ж, як і в теоремі 1.2.1, 

функція /  Afae лише від’ємні нулі і

In |/(г е і9)| =  - А -  1пр+1 г +  4 ½  1п,+ 1 г+
P  -Г 1 7 + 1

+ \ ( т - 0 2 )  (ДР,пР_1г +  Д 19,П,_1г) +  ^ ( г е ,в) 

для значень в — 0 і в =  п, де ф2 ЛЛЯ деякого m > 1 задовольняє умову 

[  |^2( х ) Г ^  =  о (г(1пГ )т ( ,"1))  , T -Y +оо. (2)
JT< \x\< 2T  4 7

Тоді

n(() =  AJnp t +  A 1 In’ t +  yj2(t) (t > I),

де

<p2(t) =  o(ln’ t)

при t -Y оо зовні деякої множини нульової лінійної щільності, тобто 

множини E  C [0, +оо) тако ї, що mes (Е  П [0, t]) =  o(t) , t - y '+ o o . Якщо
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умова (2) справедлива для деякого т  >  1, то

J t

,2 7 ’
/  І 1 Й (0 Г Л  -  O(TWn4T)  , T -Y о о .

У §1 першого розділу доведено леми, необхідні для доведення наве­

дених теорем. В §3 подано зауваження, що стосуються випадків, коли 

числа р і q не зв’язані умовами теорем 1.2.1 і 1.2.2, тобто вказано мо­

жливість отримати різні аналоги теорем типу Валірона та  Валірона 

Тітчмарша. Також у §3 показано, що коли у теоремі 1.2.2 обмежитися 

двочленною асимптотикою In |/ |  лише на додатному промені (або на 

довільному промені argz = ір,ірф —я), то двочленної асимптотики для 

n (t) не отримується. ,Дану теорему можна вважати аналогом Теореми 

М.М.Тян:

Т еорем а 1.3.1. Нехай ціла функція f  має нульовий порядок і лише 

від ’ємні нулі, я

У §4 розглядається питання про ’’величину” виняткової множини у 

теоремі типу Валірона (доведено, що зона є CfJ-множиною). Також у 

цьому параграфі доведено, що для виконання асимптотичної рівності 

вигляду n(t.) = A  Inp t +  Ai In'* t + <pі (t) достатньо наявності двочленної 

асимптотики In | / |  лише на промені arg г =  -Jr, тобто на промені, де 

розташовані нулі / .

In | /(г ) |  =  -A lnp+1 r  +  A7 ln,+ 1 r  +  0(1пр- '  r) , г -» оо, 
р + 1 у + 1

де —1 < q < р. Тоді для n (t) точною є оцінка

п(*) = л,пр‘ + 0 ( іж ) ’ ^ +00-

10



Т еорем а 1.4.2. Hexniip1 q, Д ,A 1 такі, як в теоремі 1.2.1, функція f  

маг від'ємні нулі і

А А.

повні множини нульової лінійноі щільності.

Результати першого розділу узагальнюють та посилюють результа­

ти Ж . Валірона, В.М. Логвиненка, М.М. Тян.

У другому розділі даної роботи розглядається зв’язок між зростан­

ням логарифма максимума модуля цілоі функції скінченного логариф­

мічного порядку та спаданням коефіцієнтів а„ її степеневого розвине­

ння в ряд Тейлора (20 = 0).

Метою другого розділу є встановлення аналогів теорем Е. Ліндельо- 

фа та М.М. Шеремети для функцій скінченного логарифмічного поряд­

ку.

11

In | / ( - г ) |  -  - = -  In" + 1 Г+ — і -  In’ + 1»—
' ' р + 1  Ї + 1

-  у ( Д р І ! і р - І г +  Д , 7 Іп, - І г) +  V ( - r )  , Г > 0 ,

J |^ ( 0 Г Л  =  о (г(1пГ)т(*“ І)) , T -Y +оо.
т

Т о д і

n ( t ) =  Д Inp t +  Д і In4 1 4 -<p(t) ,

ip (t) =  0(1114 t) , t —f OO ,

Д(‘

Де



У §1 другого розділу наведено допоміжні результати, необхідні для 

доведення подальших теорем. В §2, зокрема, знайдено формули для 

знаходження величини типу та нижгього типу цілої функції /  логариф­

мічного порядку рі =  1+р через коефіцієнти її розвинення у степеневий 

ряд. Також у цьому параграфі доведено аналог теореми Е. Ліндельо- 

фа, тобто знайдено необхідні та достатні умови на коефіцієнти ап для 

виконання співвідношення

In М /{г) =  (1 +  о(1))Г1пр+1 г (г -+ +сю, 0 < T < +оо) (3)

для будь-якої цілої функції скінченного логарифмічного порядку:

Т еорем а 2.2.2. Для того, щоб для цілої функції' /  логарифмічного 

порядку рі =  1+ р, 0 < р < +оо, виконувалось співвідношення (3), необ­

хідно та досить, щоб для будь-якого є € (0; Т) виконувалась нерівність

та існувала зростаюча послідовність (rik) натуральних чисел така, що 

Пк+і -  пк =  o(nfc+1) (к - t o o )  і

У §3 вводиться поняття типу та нижнього типу другого члена асим­

птотики цілої функції скінченного логарифмічного порядку та вивча­

ються їх властивості.

/ \ P

'"^ -їтйрм гЬ ) |,г ' и

/ \
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Нехай О <  р <  +оо,рі < P і О < T < +оо. Величина

т* =  inf{r Є K : (3r„(r))(V r > r0) { \ n Mf (r) < Т1ир+1 г +  r  In"1 + ' г}}

г, =  sup{r Є M : (3r0(r))(V r > r0){ ln M /(r) >  T ln p+L г +  r l n Pl+1 г}}

нижнім типом другого члена асимптотики цілої функції /  логарифмі­

чного порядку рі =  1 +  р.

Покладемо також

Справедливі наступні теореми:

Теорема 2.3.1. Якщо р\ > -1 ,  то справедлива рівність т* =  Ґ ;

Т еорем а 2.3.2. Якщо р { > т а х { -1 ,-р }  і х„ =  |nn_ i /a n| f  +оо 

(п  - 4  Cd), ТО Tt  =  t t .

У цьому параграфі також побудовано приклади цілих функцій що 

показують істотність умов рі > —1 та р\ > шах{ — 1 ,— р} в теоре­

мах 2.3.1 та. 2.3.2.

13

називається типом, а

t* =  i n f | t  Є IR ; (Зн0(<))(Уп > «о)

£ - г^ ( щ і ) ' +‘ (т(ГVlo) ’ }}

t ,  = sup |<  Є K : (3»0(t))(Vn > »о)



В §4 доводиться теорема, котра опису? необхідні та достатні умови 

існування регулярної двочленної асимптотики In Mf(r)  у випадку, коли 

P > Pi > max{ — І , - р}:

Т еорема 2.4.1. Нехай 0 < р < +оо, шах{ —1,—р} < рі <!" р, 

0 < T < +оо і T Є К. Для того, щоб виконувалося співвідношення

необхідно і досить, щоб для кожного є > 0 виконувіктсь нерівність

та існувала зростаюча послідовність (п*.) натуральних чисел така, що

У заключному параграфі другого розділу розглядається питання 

про регулярну двочленну асимптотику In М /(г) для випадку р =  1 та

ведливими у випадку р\ > — 1.» Якщо ж р\ =  -1 , то приклад функції

1пА//(г) =  rI 1п1+рг +  (т +  о(1)) In1+1,1 г (г -* +оо),

/ \ Ч1 /  \

І"КІ- “',г(тоТгі) +(т + еЧї(їTF)) ' <" - ’“т

Пк+і -  Пк =  O L tJ f  j  (к -Y +оо)

10'-*1 а - ” т  (тггЬ )' + (г - е) (тїїТй) ' “ € ">■

Pi =  -1 . Якщо р — 1, то теореми 2.3.1, 2.3.2, 2.4.1 залишаються сира-

fo(z)  =  ] П  exp { - j » 2 +  т І г ’\  

14



для якої In Mf„(r) > In2 г+т+1п(4тг—1), а отже, t* =  т, т* > г+1п(47г —1), 

показує суттєвіеть умови р\ > -1  у згаданих теоремах.

Проте, аналоги теореми Шеремети можна отримати і у цьому випад­

ку, якщо другим член асимптотики зростає швидше, ніж In In г. Сфор­

мулюємо один з варіантів таких теорем (р =  1):

Т еорем а 2.5.1. Нехай 0 < T  < +оо,0 < q < 1 і т Є R. Для того, щоб

необхідно і досить, щоб для будь-якого е > 0 виконувалась нерівність

та існувала зростаюча послідовність (п-к) натуральних чисел така, що

У дисертаційній роботі доведено теореми типу Валірона та Валі- 

рона-Тітчмарша для класу цілих функцій скінченного логарифмічного 

порядку, коли лічильна функція нулів має двочленну асимптотику ло­

гарифмічного вигляду. Встановлено, що з асимптотики Ih | / |  на всій

15

1пМ/(г) — T ln2 г +  (1 +  о(1))т1пІ+<,1пг (г -4 +оо)

In |а„| < +  (г +  є)1п1+1,п (п > г»о(є))

fifc+i -  пк =  о Гіп4* nfc+i)  (fc-ю о )

In IanfcI > - “  +  ( r - £ ) l n 1+ , nfc ( к е  N).

Висновки

і



дійсній осі IR, або на від’ємному промені функції /  з від’ємними ну­

лями, можна отримати двочленну асимптотику для рахуючої функції 

n(t) її нулів, а коли обмежитися асимптотикою In | / |  лише на додатному 

промені (або на довільному промені argz =  ір, ір ф —7г), то двочленної 

асимптотики логарифмічного вигляду для «(£) не отримуємо. Встано­

влені критерії регулярності асимптотики In Mf (r)  для функцій згада­

ного класу, що є аналогами теорем Е. Ліндельофа та M. M. Шеремети. 

Побудовано приклади функцій, Які показують істотність обмежень на 

зростання другого члена у випадку двочленної асимптотики In М/(г).
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