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1. ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ ,.

Актуальність роботи. Розвиток MaTeMarn1Cr' - 

го програмування, застосування його в різних галузях, як! 3F 

зані з вибором одного з можливих варіантів дії (прв нитйенн 

проблем управління 1 шанування виробничих процесів, в захіяча." 

геометричного проектування та Інших), сприяло появі вел®: : 

кількості праць, до присвячені задачам оптимізацІТ на комбін?- 

торних множинах.

Різним аспектам розв'язання цих проблем присвячені роботе 

ряду провідних наукових центрів 1 дослідників. Ceipen них в перо)' 

чергу - В.О. йіелічев, В.І. Щураетьав, Н .І. Ковальов, B.R. Jfece- 

тьєв, І.М. Ляеєнко, B.C. Михалевнч, В.О. Перепелиця, J JS.Cepri- 

єнко, В.Г. Стояв, B.C. Таиаев, EL3. lap, В.О. Труйін, С.В. Яков­

лев та Інші.

Подальший розвиток теорії та методів геометричного проекту­

вання дозволянь зробити висновок про важливість і назрілість 

розробок ноних підходів Ta методів до розв'язання завач onrml- 

заціТ комбінаторного типу 1 в цілому теорії комбінаторної огав- 

мізацІТ.

Наявність специфіки у шрокого Kiaqr задач геометричного 

проектування дозволяє застосовувати формалізацію 1 розв'язання 

Ix за допомогою загальних моделей та математичних методів евкяі- 

дової комбінаторної оптимізації. Комбінаторні задачґ геометрич­

ного проектування мають ряд специфічних властивостей, аналіз і 

використання яких дозволяє розробляти ефективні методи їх роз­

в'язання. Вивчення таких задач відбувається по двох взаємопов'я­

заних напрямах.

По-перше, це створення формального математичного апарату 

евклідоних комбінаторних задач геометричного проектування на ос­

нові теорії евкліданих комбінаторик множин, комбінаторних мно-
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гогранників, властивостей ріаних класів цільових функцій на цих 

ісіохинах та виявлення властивостей задач на основі єдиного під­

ходу до їх дослідження.

По-друге, це розробка методів розв'язання евклідових комбі­

наторних задач геометричного проектування з урахуванням специфі­

ки кожної задачі. Дисертація є узагальненням і подальшим розвит­

ком. результатів в області теорії геометричного проектування, а 

саме - комбінаторних задач, що там виникають, засновником якої є 

члеа-кор. HAH України Стоян Ю.Г.

Робота виконувалась на кафедрі прикладної математики Хар­

ківського Інституту радіоелектроніки (XIPE). згідно з індивіду­

альний планом докторантсько7 підготовки та угодою про науково- 

технічне співробітництво XIPE й Інституту проблем машинобудуван­

ня AH України .¢305 від 12.10.87 р. у відповідності до науково- 

дослідній робіт за програмою AH України 1.12.5 (1990-1993рр.) 

"Проблеми автоматизації проектування технічних систем" по д/б 

темі "Математичне моделювання складних технічних систем модуль­

ного типу", що виконується за рішенням Президії AH України від 

8.1.90, протокол Jfcl, §3 (ЯРЮ190000Э448); за програмою Фонду 

фундаментальних досліджень KM України 1/304, (1992-1993рр., шифр 

"Конвалія") "Створення і впровадження нових методів спільного 

перетворення складної аналітичної та геометричної інформації в 

математичному і комп'ютерному моделюванні" (д/б етапу "Дослід­

ження алгебро-тапсшогічних властивостей евклідових множин після 

їх занурення в арифметичний евклідовий простір" ДРЮІ92ШЗІ204.); 

за планом НДР Полтавського технічного університет а по д/б темі 

"Ро̂іобка теорії, моделей, методів та алгоритмів евклідової ком­

бінаторної сіптимізації" (1995-1996pp.* ДРЮ196Ц006063).

Ступінь дослідження матеріалу. В 

роботах Ю.Г. Стояна закладені основи теорії евклідових кдабіна-
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торних множин. В працях Ю.Г. Стояка, С.В. ЯкоЕянва та Ix утніз 

започаткована теорія оцінки мінімумів та одержання достатніх 

умов мінімумів для опуклин функцій на евклідоних комбінаторних 

множинах, а також розглянуто застосування до різній задач гео­

метричного проектування.

Мета робота. Систематичне вивчення евклідоних ком­

бінаторних задач оптимізації, грунтуючись' на проведенні дослід­

жень по теорії евклідових комбінаторних множин і многогранник!в-, 

знаходження і обгрунтування екстремальних властивостей цих за­

дач; побудові на цій основі теорії та математичних методів роз­

в'язання евклідових комбінаторних задач різних класів; застосу­

ванні результатів в геометричному проектуванні.

Основні завдання роботи:

1) дослідження властивостей евклідових комбінаторних множин пе­

реставлень і поліперевтавлень, загальної множини розміщень, мно­

жини сполучень з повтореннями; 2) класифікація евклідових комбі­

наторних задач оптимізації; дослідження властивостей лінійних 

задач оптимізації на евклідових комбінаторних множинах, побудова 

методів 1 алгоритмів Ix розв'язку; 3) дослідження нелінійних, б 

тему числі опуклих, цільових функцій та задач оптимізації з та­

кими функціями на евклідових комбінаторних множинах; 4) застосу­

вання одержаних властивостей, методів і алгоритмів до розв'язу­

вання деяких евклідових комбінаторних задач геометричного проек­

тування.

Методи к.а дослідження. Використані резуль­

тати, методика та підходи, шо склалися: в рамках теорій геомет­

ричного проектування, математичного програмування, поліедральнсі 

комбінаторіки та математичної кібернетики.

Достовірні сть всіх матеріалів дисертації під­

тверджується коректністю математичних доведень всіх тверджені.
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с-t гем їзсткозих та граничних еипздкіз тверджень з раніше відо­

мими.

Наукова новизна результатів ди- 

с'ертаційної роботи. Розроблена теорія і методи

ексдідояоі комбінаторної оптимізації, а саме:

Проведена класифікація еакдідових комбінаторних задач опти- 

«1заціІ.

Досліджені евклідові комбінаторні множини, які утворхасть 

припустимі області цих задач, та введені до розгляду комбінатор- 

Ht чнсгогранники. Отримано опис комбінаторних многогранник!в для 

загальних переставно! та поліпереставної множин, множини сполу­

чень з повтореннями, загальної множини розміщень у вигляді сис­

тем лінійних нерівностей. Одержано критерії вершини, грані будь- 

якої вимірності, суміжності вершин та граней, інші властивості 

опуклих оболонок евклідових комбінаторних множин, зокрема збіг 

множини вершин відповідних комбінаторних многогранникі в з за­

гальним множинами переставлень та поліпереставлень.

Одержано розкладання евклідових комбінаторних множин по па­

ралельних площинах та інших множинах. Вивчені властивості цих 

розкладень: потужність та склад множин, спосіб утворення тощо.

Сформульовані та доведені екстрашльні властивості цільових 

функцій різних класів при оптимізації Ix на евклідових комбіна­

торних множинах. Розроблено методику одержання розв'язку задачі 

оптимізації лінійної функції без додаткових обмежень, яку засто­

совано для отримання екстремалей у випадку множини сполучень з 

повтореннями, загальних множин поліпереставлень та розміщень.

Для евклідових комбінаторних множин запропоновано методики 

одержання оцінок мінімумів недиференційовних опуклих функцій і 

обгрунтування достатніх умов мінімуму. Щ оцінки 1 достатні умо­

ви виписані у випадку загальних множин розміщень та поліперес-

-  8  -



тавзєнь, мнсжиш сполучень з повтореннями.

Запропоновано підходи до розв'язання лінійних задач на ев­

клідових комбінаторних множинах з додатковій® оСМеженнямк. В 

рамках пього підходу побудовано наближені розв'язки таких задач 

на загальній множині переставлень. Проілюстровано методику одер­

жання у цьому випадку апріорної оцінки точності розв'язку.

Запропоновано 1 обгрунтовано метеш розв'язку задач безумов­

ної евклідової комбінаторної оптимізації на множинах, які збі­

гаються з множинами вершин своєї опуклої оболонки (поліперестав- 

ної, переставної множин тощо), задач безумовної сптшізації уг­

нутих функцій на довільних евклідовнх комбінаторних множинах.

Теорія і методи евклідової комбінаторної аптшізації засто­

совані до розв'язати ряду задан геометричного проектування.

Теоретична цінність розробленої теорії 

евклідових комбінаторних шожин та їх опуклих оболонок полягає в 

створенні апарату математичного модедшання у вигляді е-задач та 

обгрунтуванні теоретичних підвалин ефективних методів їх розв'я­

зування. Розкладання евклідових комбінаторних многан та їх влас­

тивості цінні як теоретичне підгрунтя дексмпозиціАшк методів 

розв'язку е-задач. Теоретичне значення екстремальних властивос­

тей досліджених класів цільових функцій - в одержанні необхід­

них, а також достатніх умов їх мінімумів на е-икиюнах.

Практичну цінність мають: математична мо­

дель оптимізаційних комбінаторних задач геометричного цроектува- 

ння у вигляді е-задачі, класифікація е-задал оптимізації, шо мо­

же бути використане як загальна схема для постановки задач, ви­

бору методів їх розв'язування. Для розв'язування задач розміщен­

ня об'єктів практичну цінність мають методи наближеного розв'яз­

ку задач на евклідових комбінаторних множинах. Точні методи 

розв'язання лінійних та нелінійних задач безумовних е-задач цін­
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ні як інструмент розв'язання практичних задач з різних галузей, > 

математичні моделі яких можуть бути побудовані на основі розроб­

леної теорії. Розроблена теорія і методи евклідово! комбінатор­

ної антам} зал! ї с основою для практичної побудови математичних 

моделей, математичного і програмного забезпечення при розв'язан­

ні задач комбінаторної оптимізаціТ.

Рівень реалізації і впроваджен- 

н я. Матеріали дисертації застосовуються в навчальному процесі 

Полтавського технічного університету та використовані при вико­

нанні д/б теми "Розробка теорії, моделей, методів та алгоритмів 

внклідової комбінаторної оішмізації", ДРЮ1961ШЮЄЗ.

Апробація роботи. Основні результати роботи 

яшовідалися, зокрема, на: наукових конференціях професорів, ви­

кладачів, наукових співробітників, аспірантів і студентів Пол­

тавського інженерно-будівельного Інституту (Полтавського техніч­

ного університету) (Полтава, 1936-1996); всесоюзній науковій 

конференції "Математичне забезпечення раціонального розкрою в 

системах автоматизованого проектування" (Уфа, 1987); всесоюзній 

конференції "Математичне та імітаційне моделювання в системах 

проектування і керування* (Чернігів, 1990); Xl всесоюзній аколі 

"Системи програмного забезпечення розв'язання задач оптимального 

планування" (Кострома, 1990); Xll ютференді ї "Системи програм­

ного забезпечення розв'язання економічних задач" (Нарва-йиєссу, 

1332); Всеукраїнській науковій конференції "Розробка та застосу­

вання математичних методів -в науково-технічних дослідженнях*

;Львів, 1995); П'ятій міжнародній науковій конференції ім. ак. 

«.Кравчука (Київ, 1996р.), семінарі "Математичні методи геомет­

ричного проектування" при Науковій раді AH України по проблемі 

'1Kiбернетика" (Харків, 1937,1992-1995), Інших.

П у б s 1 к а ц і ї. По темі дисертації опубліковано 59
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праць, в тему числі учбовий посібник, а також в співавторстві зі . 

Ю.Г.Стоянсм - монографія.

Особистий внесок. Всі основні результати, що 

викладені в дисертації та виносяться на захист, одержані автором 

особисто і надруковані в працях без співавторів. В працях, яо 

опубліковані у співавторстві, такі матеріали дисертації одержані 

особисто автором. В Cl] автору дисертації належать такі матеріа­

ли, терше опубліковані в цій монографії: означення евклідових 

комбінаторних множин на основі поняття мультимножиш; доведення 

теорем 2.13, 2.14; формулювання 1 доведення лет 2.26, теореми 

2.27; всі результати пункт/ 2.4 "Властивості мншсини сполучень з 

повтореннями", що не друкувалися раніше; обгрунтування теореми 

3.1; теорема 3.3 і її доведення; формулювання і доведення тео­

реми 3.6; доведення лай 3.29 та теорем 3.31, 3.33 , 3.37; лема 

3.40, наслідки 3.41 -3.43 (обгрунтування); лама 3.44; теорема 

3.45; формулювання і обгрунтування теореми 3.46; доведення тео­

реми 3.47; формулювання і доведення леми 3.48, Teopaj 3.4S, 

3.50; доведення теореми 3.51, леми 3.52; розв'язання задачі зна­

ходження (3.159) при E=E(G1H); теорема 3.53; доведення теореми 

3.54; лема 3.55; теореми 3.56 , 3.57; доведення теореми 3.60.

В £3] автору дисертації належить побудова математичних мо­

делей задач, що розглядаються, а також викладений метод їх роз­

в'язання і його обгрунтування, проведені чисельні гкспер®(ента.

В C12] - ідея застосування до викладеної математичної моделі ме­

тоду віток та меж, а також пошрення на переставну множину мето­

дології одержання оцінки та достатньої умови мінімуму опуклої 

недиференційовної функції, застосування їх при побудові алгорит­

му методу. В £14] - всі результати, що відносяться до загальк 

множини розміщень та II опуклої оболонки.

Структура та обсяг дисертації. Гї

-  9  -



-  10  -

сертація складається з вступу, cam розділів, -висновку, додатку

- 221 сторінка машинописного тексту, списку літератури з 178 

найменувань, 4 табл., II рис., всього - 242 сторінки.

2. ЗМІСТ РОБОТИ 

У першому розділі здійснена постановка основної задачі оп- 

тамізації на комбінаторній множині, наведено означення евклідо- 

вих комбінаторних множин та їх конкретних реалізацій. Нехай а - 

комбінаторна множина, q - елемент з Q, a |Q| - кількість елемен­

тів Q, F - функціонал на множині й. Основною задаче» комбінатор­

ної оптимізації назвемо задачу знаходження екстремуму 1 екстре­

малі .

F(q*) = extrF(q) q* = arg extr F(q). (I)
QsQ qeQ “

Розв'язком задачі (I) назвемо пару <F(q*>,q*>.

Позначимо Jn= U ....n}, нехай J^= JnU(O), Jg= в. Нехай k,

r>, ц - натуральні константи, gj, в| - дійсні числа yJeJ^i yIejn* 

а 0=(¾... 9ц> - мультсагаожина з основою S(G)=Ce1,...,Sn), пер­

винною специфікацією CGMil1,...,Hn), црі yIeJn , H1 •*■...+Ttn-Ti, 

ц>к. He порушуючи загальності, можна вважати, що іц<к yi*Jn- За­

значимо, «о по означенню основи мультшножини e ^ j  Vjxj, І,JeJfj 

та гкп<пк. Розглянемо упорядковану к-вибірку

e = ^ i 1* Sj2.....9і>с> (2)

з G, де gj «6 , vj.teJ^. Множина E, елементами
J *

якої s k-вибірки B=Ce1, .... Ik), 6=(^, ..., Ik) вигляду (2) з

G, називається евклідовою комбінаторною множиною, якцо.з умови

BJcJk: Bj-ISj, випливає іив. Для стислості викладу будемо далі

називати евгжідову комбінаторну множину е-южбівахорюю множиною

або просто е-шспнав.
Множина переставлень без повторення з k різних дійсних чи-



сел - це множина упорядкованих k-вибірок вигляду (2 ) з 8 пр» 

умові, що ті=пек. Позначимо II Pk(G). Инсвина переставлень з пов­

торенням! з k дійсних чисел, з яких п різні - це множина упоряд­

кованих k-вибірск вигляду (2) з G при умові, до к=ц. Позначимо 

і» сукупність Pkn(G). Pkk(G)=Pk (G), тому множину Ptal(G) названо 

загальне» множиною переставлень. Розглянено упорядковане розбит­

тя множини Jk на s инсиган K1, ..., Kgi які задовольняють умовк 

Kj<-iKj=e, К,-е, VjtJeJs. Позначимо через H множину елементів ви­

гляду ж=(я(1 ),...,л(к))=(я*,...,я8), де л‘ VjeJ8 - довільне пе­

реставлення елементів множини Kj. Нехай трк, ¢=(¾,...^)* teo-

жину P^r><G,H)={tgJĉ 1^....S„(kO  і vjkeH) назвемо загальне» полі -

переставне® множиною. Елементи дів! множини назвою пая !перес­

тавленнями (з повтореними). Поряд з познаяеннш P^n(SfH) фгдемо 

використовувати також P(G1H). Множина k-розмі«ень без повторення 

з п різних дійсних чисел - це множина упорядкованих Іс-вибірск 

вигляду (2) SG, коли L G X i n), (тобто G - мнокша) та ij=n, 

Q=S(G). Позначимо цю множину розміщень A^(B). Msozbhs. 

к-розмішень з повтореннями з п різних дійсних чисел - це мшиина 

упорядкованих k-вибірск вигляду (2) з В, кажи (Mg1. .... Вц>* 

S(G)={e1 ,...,eh), C G M k n), тобто ^nk. Позначаю яю множину

Jjj(B). Нехай 6=(9!....B4). 8 ( 6 ) = 4 ¾ , . С8М % ,... ,Un) ’

де Hj<k VjeJn. Сукупність усіх упорядкованих k-нвбірок вигляду 

(2) з G назвемо загальне» мнезжине» k-розміщень 1 позначимо 

A^n(G). ОСКІЛЬКИ елементи CB] задовольняють умови Tlj<k VieJn, то 

В кожному еЛЄМеНТІ Ajjn(G) не більже Tlj елементів ej«S(B). Якао ж 

H j < k vIfeJn . в жодному елементі A^n(B) не мае k однакових чисєі 

•j, IcJn (на відміну від *£(8 ), де е п елементів, во скитаться 
з однакових чисел в(, Ще ігц, тобто при Ц|*1 y Î Jn

Ajjn(B)=Afj(G), а при Hj*k Viej 1̂ A(Jen)n(B)=Xjj(B). От пояснюється 

наявність слова "загальна*' в назві A^(G). Розглянено множину
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к-спсйучень з повтореннями з п різких дійсних чисел, . ясво 

S(0)={8i,... .Bn), [G3={kn). Елементами множини 

к-спсигучень з повторениями с всі к-ви5ірки з G вигляду

Є=' 9Ч '9|2.....V '  (3>

де S j еБ, v SjiItcOll vJ,teJk. He втрачаючи загальності, мож-
J

ка ssaxarii, що для будь-якого елементу е вигляду (3) з множини 

k-сполучень з повтореннями виконуються нерівності

Si1 O i 2 ^ - - O i k. (4)

Множина всіх підпорядкованих умові (4) k-вибірок е вигляду (3) 

задовольняє означення е-множини. Позначимо IT Ck(G).

Нехай E - евклідова комбінаторна множина, а е в зображенні 

(2) - елемент Е. Тоді відображення 1 JE-^f=Rk називають занурен­
ням E в арифметичний евклідовий простір, якщо f ставить E у вза­

ємно однозначну відповідність мнсжикі Ef за таким правилом: для

e=(9j )«Е. x=f(e), X=(X1)...,Xfê eEf маємо X ^ g j vJeJtc-
J

Зауважимо, що E також є е-множиною. Поряд з відображенням f роз­

глянемо також відображення що переводить E в Ef =Pk за пра-
N

вилом: для е=(д( ,...,д )̂«Е, x*fH(e), х=(х1(....Xk) маємо XjrIj

vJ--Jii.. При необхідності одночасно розглядати множини Ef та Ef
N

будемо використовувати позначення E^. Образи е-множин після їх

занурення в Rk позначимо так:: E|c(G)=f(Pk(G)), Екп<Б>=*<ркп<в»-

Ek(G) = f (JSk(S))t Ek(G)=-RAk(G)), E®n(G,HM(Pj^(GtH))t Ekn(G)=

=f(Akn(G)), ^(G)-f(Cj(G)>.

Введення поняття е-множиш дозволяє виділити з множини за-

лзя, що описуються задачею (1), Ti, в яких як Q розглядаються
е-множини E (або їх підмножини). А саме, визначити

F(g*) = extr F(g); g* = arg extr F(g). (5)
9*E 9 ¾

Введення відображень f та дає можливість замінити роз-
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в'язок задачі (5) розв'язком такої задачі t знайти

Ф(х*) = extr Ф(х); х* = arg extr Ф(х), (6 )

де Ф(х) - функція k змінних, що означена на щ якз.

відповідає функціоналу F(g), ge£. Під відповідністю функції Ф(х) 

функціоналу F(g>, ge£, x=<p(g) розуміється: Е(д)=Ф(ф<д)) vg<£.

Тут ф - це f або f^. Функція Ф(х) може бути означена на

Якщо в задачі (6) функція Ф(х) задана у вигляді єдиного 

аналітичного виразу, то природно вважати, що Еф - область озна­

чення цього виразу при XeRk або !! частина.

Означення. Задачу (6) назвемо евклідовою задачею комбіна­

торної оптимізації або коротко е-задачею.

Часто буває зручно задачу (6) зображати в такому вигляді; 

знайти Ф(х*)=вх1ґ Ф(х); x*=arg extr Ф(х) при обмеженнях

xeS  xeS
^ 1(X) < 0 VjeJp; V 1(X)=O VjeJs; (7)

де r,s - цілі невід'ємні константи, Jq = 0, а Ey=Rk, у1: Eljf-R1 

vieJr+s такі, ЩО Ê 1= {X I XeEy , V i(X)O VjeJr; уі+г(х)=0 vi«Js>. 

Іноді зручно наступне зображення задачі (6): знайти 

Н(У*) = extr Н(у); у* = erg extr Н(у) (8)

xeS  хеЕФ
при обмеженнях

ф‘(у)<0 V j e J r ^  фг+‘(у) =  O V i e J s ;  О )  •

де X=(Xlt--^Xk), y=(x1,...,xk, Iju l ,...,у е̂й", m - натуральна 

стала (лйк), а Н(у), <р'(у) vj«Jr+s - функції ш змінних. Обмеження

(7), (9) назвемо додатковими для е-задачі. Е-задачу в зображенні

(8)-(9) при iitek назвемо повністю комбінаторною, а при m>k - част­

ково комбінаторною. Змінні SJk4il, •••• 9* назвемо неперервними, а 

X1 ,...,Xk - комбінаторними. Якщо r+s=0, , то (8)-(9) назвемо ев- 

клідовою безумовною задаче» комбінаторної оптимізації, у против­

ному разі - умовною е-задачею. Якщо функції Н(у), ф‘(у) vjejі -*-¾
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лінійні, то (8)-(9) назвемо, лінійною е-задачею. Аналогічно по 

вигляну цільової функції і (або) вигляду додаткових ойіехень бу­

демо називати е-задаяу (8)-(9) відповідно е-задачею опухлої, уг­

нутої, недиферекційовної оптимізації тощо.

Е-задзчі (8)-(9) - частковий випадок такої е-задачі: знайти

Н(у*> = extr Н(у) = sxtr H(x,z), (10)
y*Y xeV 2ez

у* = arg extr Н<у) = arg extr H(x,z), (II) 
а-Y x ^ .z^ Z

де Y=E41XZt YcRm, E9Cflk , ZcRt , t+k=m, nek.

Велика кількість задач оптимізації в геометричному проекту­

ванні зводиться до задач евклідової кшбінаторної оптимізації.

Як відомо з праць Ю.Г. Стояна, основною задачею геометрично­

го проектування називається знаходження такого значення змінної 

інформації u**U та відповідного для и* просторового образу S*, що 

індукується в просторі Rk інформацією g*=P(g(u*))t щоб заданий 

функціонал *(w) на області допустимих розв'язків WcX досягав ек­

стремуму, тобто *(«*)= extr *(W}= extr K ( C tU) .

U-UcHu

Основна задача геометричного проектування у вигляді (10), 

(II) називається основною задачею евклідової ксмб і нагарної опти­

мізації в гесметричнсму проектуванні. Задачі (10), (II) можуть 

розглядатися окремо.

у другщу -розділі розглядаються основні властивості евклі­

дових комбінаторних множин переставлень 1 поліпереставлень та 

відповідних комбінаторних многогранник!в.

За означенням Pfen(G) в точках XeEjtfj(G) справедлива рівність

ill** * Ji9* * (І2)

He порушуючи загальності, можна вважати, цо елементи муль- 

тшножини G упорядковані так: g{ < g j+1 ^ • Розглянемо-
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многогранник Dkn(G), що означається системою, нерівностей: __

f I Xj < S s.;
J=I J J=I J (I?)

J 1x̂ j aJ*+ ' a f ° r  vJpr- у,<ч

Теорема 2.4. Ekp(G)=Vk, де Vk - множина вершин ILn(G). 

Назвемо IIkn(G) загальним переставним многогранником. Oirpet.:: 

випадки Ilkn(G) розглядалися різними авторами раніше. Tat.. 

вивчався випадок, коли G - множина невід'ємних чисел д.,>.. .>ц>; 

(многогранник Hk(G)), коли G - множина» а обмеження д̂З відсут­

нє. Тобто, розглядалися випадки опукло! оболонки Uk(G) мноишк 

Ek(G)=f(Pk(G)). Досліджувалася множина Pk(G) і !! опукла оболон­

ка IIk(G), де G - множина цілих чисел. Розглянемо властивості 

rW G>> почавши з опису m-граней цього многогранника. Н?-2*

Теорема 2.5. Нехай (Mg1 ,...,Sn)> S(G)^e1,...,Sn), ССЬ{ті3,

• * * і &}^*-^SriJ kCf0 *

• • •

а) Нехай F - ія-грань многогранника Okn(G), що означається 

системою
1«!

I Xj < J s i t̂ocJk; (14)
і«ш 1 1=1

I x i = I 9j- (15)
1=1 і=1

Тоді існують такі ПІДМНСЖИНИ «^...С Ю ^^, для яких нерівності 

(14) перетворюються B рівності при будь-ЯК OMV XFf", DtfH ЦЬОМУ F - 

множина розв'язків системи, одержаної з (34), (15) заміною ь 

(14) нерівностей рівностями для tt=uc при

б) Якщо ДЛЯ ПІДМНОКИН WjC...CWx=Jk нерінності в (14), (Ib) 

замінити piHHOCTaffi, то множина F розв'язків отриманої системи є 

m-гранню Ekn(B)J к * dim F*k-(x+2( iwe l-lwe_jl-l)> 1 підсумову­

вання провадиться по всіх індексах в ^, для ксиного з яких 

знайдеться таке J^Jn , kj_1<l«„_11 та IqeKkj (вважаємо, яо
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Itdgi=CO .
S теореми 2.5 вкшшовае, що множина розв'язків системи 

іші k k п
.ItfXj < .2,9( vu»cJk; J iXj =.^9j. Є і-гранню, І«Щ_2, !¢(0),

E тому і тільки в таму випадку, кали кожний з цих 

розв'язків перетворюс в рівності нерівності системи лише для 

підмкажин ш,, W2 ,...,Uk. ^ ,  що мгкть властивість

ї*м с &і2 с «• • с ̂ k.» j с J^ * (16)

Ie один наслідок з теореми 2.5 полягає б тому, що якао

X=Cxi.....хк) - вершина IIkn(G), то справедливо

І° 1  .«р с . . .с .... ,а*"* > с {а* , . . . ,а*}=Jfc , (17 )

'til V - J i 8* а8)

і навпаки, якщо виконуються (17), (18), то х - вершина Hkn(G). 

Теорема 2.8. Вершинами IIkn(G), суміжними з вершиною 9=(9^,

•••*9вк>» є УСЯКІ вершини, які одержані з g переставленням ком­

понент, рівних Є;, ej+1 1 тільки вони.

Теорема 2.11. Множина Ekn(G) симетрична відносно до всякої 

(к-2)-плошини, яка описується системою рівнянь (12) та Xj-Xj=O, 

i*j і,JeJk.

Означеиня. Назвемо дві і-грані sj, SA (k-I )-многстранника 

H суміжними, якщо вони перерізаються по (і-І)-грані S i-1 цього 

«ііогогранника, тобто

Sj П sj = Si"1, і « Jk^. (19)

Нехай є дві і-грані Sj та , K J ^ 2 Ilk(G). Тоді за нас­

лідкам з теореми 2.5 існує jTi_1 Для Sj та fi|={u)j)

для s|. Ш множини задовольняють умову (16).

Й* "1 = Qj U (20)

Теорема 2.12. Для того, щоб дві і-грані Sj та S2 многогран­

ника H£(G) були суміжними, необхідно 1 достатньо, щоб множина 

Пі_1 в зображенні (20) визначала (і-1 )-грань S i - 1 i«Jk_2-
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Tecroevia 2.14. Кожна нерівність системи (ІЗ) для̂П̂іЗ) по­

роджує множину Dj(»j,...,<*|), що містить не більше у-паралель­

них між собою (к-2)-тющин, які означаються системою рівнянь, що 

складається з (12) і рівняння

І ха = І  О» . (21)
J=I J J^TpJ

де eJ’ pJejK* eV j *  pt^j 4cJLflj* tf jejS* iH - I -
Теорба 2.15. Нехай D = U  U 0|(в,, «.), це “=(“і>

1=1 а х
«р. Тоді 10^(^)/2 - і.

Назвемо (к-2)-площину (12), (20), з множиш Dj (с*̂, . .. j) 

(k-2>-площиною кратності х., якщо є рівно х і-ш б ір ак  з G, ао по­

роджує El, (S ) ,  таких, що суми елементів них вибірок рінні між CQ- 
і

бою t дорівнять £ д- .
J=I J

Теоірша 2.16. Сума кратностей (к-2}-площин вигляду (12),

(21), що породжені: а) будь-якою нерівністю і-І спілки нерівнос­

тей системи (13), дері акає (*), і« ;  б) усіма нерівностями
ь 2

І-І СПІЛКИ -  ( j )  , в )  усіма нерівностями спілок і

vieJk-l " !0*' • щ0 06 f̂ficяюється за формуло» !D*l = (^)/2 - 1.

Теорема 2.17. Кожна (к-2)-плоіщіна Hî Oj (<*.,, .... <*.) крат­

ності Xj містить точно (k-i)M!xj точок, множини Ejc у *в^ _ 1  

VJcsOt, де t=:Dj(«*1.....O i j ) ! .

Позначимо E(Hj)^ek - підмножику тих точек з Ek, які лежать 

на (к-2)-площші Hj, IsJlĉ , J*^. Наступна теорема установлює 

розклад множини Ek по будь-якій сім'ї {Н̂ VJeJ^=Dj(^1, Otj) 

паралельних (к-2)-площин H^, Viejfĉ , vjsj*.

Теорема 2.18. Ek = U E(Hjj) ^ « J ^ .

Розглянемо опуклу оболонку Ekn(GtH) I^n(G,H)=ccnvE*n(G,H). 

Далі будемо використовувати також позначення E(GtH)=Ekn(GvH) та 

H(GtH)=IIkn(GtH). Нехай G *cQ - к;-елементна мультимяожинз (кі=

= IKjI yi«Js), до утворена елементами G ....,¾1 з номерами з
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К К К •
шашни Ki, K1 ♦...-MC-=If. Упорядкуємо елементи G l: gJ   ̂ j? ' 

К, * n  - a I-I i-I i A г
...^¾ . Покладемо n ;={( T k ,)+1, ( S к Л+2....E k i ) vjej

1 f L  J > 1  J j=l J s
Теорема 2.19. П(0,Н) назначається системою

-  18 -

kІ К

A i xJ ' k  ' " J *  ‘

J - *

і (22) 
1“ I К: і

• у»‘сн; vi*j«, .
2 ixj < J i  9J S

Назвемо спілкою (!,їм*!) нерівностей системи (22) сукуп­

ність негрішостей цієї системи з фіксованими значеннями пари чи­

сел і.ішЧ VtaicHJ VieJs. HexaBG '=(¾',...,¾'}. S(S *5={е|....
X- *

8^>, [Q ']={р|,...,р >̂, р|+...+P1I1 =kj. H(G1H) назвемо загаль­

ним полі переставним многогранником. Нехай Mj е Cjj -вимірним мно­

гогранником viej під добутком H1 ,...,M4 розуміють множину

• Mj=(xeR -1 5 і x=(x1,...,xs), X ^ M j vieJs>. Позначимо п(
 ̂ K K K -

КІЛЬКІСТЬ елементів ОСНОВИ мультимножини G '=(921, .... Эу,'}.
S K і

Теорема 2.21. Ш0.Н) з • П.. _ (G *).
— ------------ -- I= IlcInI
Теорема 2.22. Е(б,Н) збігається з множиною вершин n(G,H).

Теорема 2.23. Вершина g(Jt)«vertn(G,H) е суміжною до вершини

іР
g(o)«vertn(G,H) тоді 1 тільки тоді, коли д(о) утворюється з 

переставленням двох нерівних одна одній компонент - gj' та д ^

J S 1- I  • 4 ’

Твердження 2.24. Точки E(GtH) належать (к-2)-сфері WcRk1 що 

списується системою з рівняння ( 12) 1

,I1txI ~ Х*)2 55 • <23>

де оОчисшшвться за формулами t *  = ( g j + . . .  + g^) /  к,

г2, = .2 1(в( - t*) відпаді дно.

Теорема 2.25. Точки множини E(GtH) девать на еліптичному 

циліндрі з (k-2 )-основою, який задається рівнянням



Теорема 2 .27 . Точки E(G1H) ї тільки реши задовольняють сис­

теми обмежень: (2 2 )-(2 3 ); (22) та s рівнянь (VieJ ) (24).
K K- к K K

Теорема 2 .2 8 . Нехай G '= {д ,' ........... д ^ '}, де g j * > ...^gfc' .
K • к~

VjfeJ s , S(G i M e j .........е̂У, де е|>— >enj ’ v teJs ; ГВ ij= tP i .........

Pn->< р] - Pn = k I- viejS 5 kCf0, kI = pj. k2 = pI * P2*"** 

kn=Pl+-”4 i-k і viejS-

а) Нехай F -  m-грань H(C1H). Тоді знайдуться так! підашши- 
нк е=ы^сЦс...сш^ _m =N- VjcJ s , п ц * ...-Hiis=Tll дія яких нерівності

з (22) перетворюються у рівності при будь-якому хєГ. При цьому F
-  множина розв'язків системи, одержаної з  (22) заміною нерівнос­

тей рІВНОСТЯМЗІ-ДЛЯ V*«JS-

б) Якщо для пі даною® =N- y i«Js  нерівності в

(22) замінити рішостяьш, то мнгжинг F розв'язків одержаної сис­

теми є m-гранкю II(GjH), де яяпь + . . .+®8 , a W j= *j4q j-2( 1ы„ I-

-to;^ _і 1-3 )>, 1 підсумовування провадиться по всіх індексах

C :e J . , для кожного з яких знайдеться таке js J_  , що 
і і

І та І . K k j (вважаємо, шс IWqI=O). v *«Js -

Теорема 2 .29 . Множина E(G1H) симетрична відносно усякої г і -

перплощини з набору
X j  -  X m  =  O 1 V j , B W i-=Nj V i e J s  . (25)

Теорема 2.30. «новина E(G1H) симетрична відносно всякої

(k-1-lfil )-шощини, яка описується системою з Ifil рівнянь: 
k i K

S x i = I g J  vi«rt=je 1 будь-якого з рівнянь набору (25).
J*fy J J=I

- 19 -
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ю tT- (jjs“')' kr- п ‘ {і * = * ' - * :>2)1/г-



У третьому правілі досліджені властивості загально! мнажи- 
ни розміщень. Позначимо n^n(G)=convE^n(6) і назвемо загальним 

многогранником розміщень. Нехай елементи G упорядковані так:

B1 < ... < Sn • (26)

Теорема 3.1. ECL(G) задається системою ноті властей
іїП |«| •

i i 9J 5 , і”' ‘ ІЛ ->і ~ч - <»>

Тьорема 3.3. Точка XeIinn(G) т- Берлина HnĴ (G) тоді і тільки 

тоді, коли ! ї координати є переставленнями чисел , ...,

Ss- Sn-r+l* Ц-г+2* * - V  Де r,s«j£, S+r*k.

Теорема 3.4. Множина вершин I ^ 1(G) збігається з Ej^1(G) 

Теорема 3.S. йкао JMJk -  веряина роанішень D̂ n(G )l то всі 

суміжні э нею вершини одержуються або переставленням в х компо­

нент 9 , , gj+1 C9 j*9 j * i » ,e J8_i* або заміно* компо­

ненти Ss V V r v 1) Ha Sn-T (9s+i>. *е відповідно 9s-gT1_r (Vr-l* 
-S84..), в+г=І<.

Кожна нерівність системи (2?) породжує МНОЖИНУ

яка містить не більше (,^,) паралельних між собою 

гіпершодин вигляду
!«л І

.1 *, = . (28)
'» 1=3. f

НЭ ЯКИХ лежать ТОЧКИ МНОЖИНИ E^n(G)1 де (X1 ............ Xk) ^ .  ^ J t, ,

Pj5̂ j  при ' ptJ* ' ’ «=<“ 1 . •••*

Якшо d^ Y = I If D'“ !<ei ’ • "*  1W '  то ,0к , Д і ( і - і ) ( і»і:)>
ДЄ Otjw|><=Jk. Назвемо гіперплощину (28) з Djbj,(O1,...,

а|ы!) гіперплощиною кратності х, якао існує рівно х !«!-вибірок 
з G (яка породжує E^n(G)) таких, що суми компонентів цих вибірок 

рівні між собою і дорівняють сумі Сума кратностей

гіперплажш вигляду (28), які породжені: а) будь-якою нерівністю 

'при Iwi=Cmst) системи (27) дорівнює (,JJ1); б) всіма нерівнос­

тями при одному і тому ж і«и - (,2 | >(,аі>; ®> всіма нерівностями
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к
I  (|” |)<|£|>. Якщо t ^ " 1 -  кількість точок Ejjn(G), ясі нале­

жать гіпергаоиині Н̂ и|«0,и)(« і......“)»і> кратності x'J*', ro t^ *1 =

= X1J ti )»П jijZffi*' . vecJ*. vJejV  де **,0і»І(“і... “і-і51* Не“

хай Е ^ " 1 )<=Е̂ п(в> -  піджавш а тих точок з <п (G), як! лежать

на гіперплодані H j"1 будь-якої с ім 'ї  {Н*“ ! , y1W t> = 0 1„ i (e i ..........

“ ,„ ,)  паралельних гіпершющині Hju l 1 mĉ .  f e i 0 Il* ) <“і> •••>

e Iui51- t
Теорема 3 .6 . E^(G ) = ^ ( ¾ - ' ) ,

Наслідок 3 .7 . Якщо то EttĴ (G)= V Ekq( G ') , де G'={g.;.

• ••• 3k>cC. a <*=i$(G')i.
Розглянуті підходи до розкладення Ejjn(G) по множинах, які г

об'зднанні дають Ejjn(G). Справедливе співвідношення: EjL(G)=

* u  (Ek,  (G )̂NEk e(G *)), де G? -  му ль гимн ожина, S(G *)={e( , .  
i f  H j O i л ' п ?  > * -

n-^k

. . . , B n. ^ ,  [С*]={лі+1........ ^ п -іЬ  « С (п -і)/ 2 ] ,  C l -  ціла частин,-

-  21 -

числа, n*=lS(G*)l=n-2i, *>Т=іЄТ,агтІі+1**' +T1n-i ’ v’eJ£ ; »(GT: ~
ліпі

підмножина множини Eke .(G*), кожний елемент яко! не містить чи-
4 K

сел, що доріBHKBTTb eu i ,

Теорема 3 .8 .  Ejjn (G) симетрична відносяо будь-якої гіпер плс-

дини вигляду Xi -X j=O , і , J ^ c. K b

Теорема 3 .9 .  Точки мнажяш ^ j 1 (G) і тільки ваш  лзаать еа

перерізі многограйшлса ICl1(B) і еліпсоїда
п-І п -ґ  ГЧР >. л-1 п—1 Tl—і
Л X xIxJ ' іЛ 9і) Л хі * K S ,sI9J = °*I = I  J = I  J  4 = 1  > і= 1  і= 1  J =  (+ 1  J

Четвертий -розділ црисвячено дослідженню властивостей множи­

ни сполучень. Нехай Ib tg 1 ..........g , , } ,  S (G )=Ie1 , . . . ,  з п>, CG]={kn>,

тобто rpmk, д ^ . - . я ц ,  ^ < . . .< 8 , , .  Позначимо ConvSk (G)=Qk (G) та 

назвемо многогранником сполучень з  повтореннями.

Теорема 4 . 1 .  Точки у } »  Cyj l ............. У|к>вЯ^ я е  « і J  31 « і



«kj^-ui)=^ yJejI-I- vieJk*i- 1 т!яьки *“ s вєр- 
знаки многогранника, во описується системою

*1 < *1» xI * *U1* yfejIc-I* Ч: * еп - (29)
Теорема 4.3. Точка x=(xj, належить Qk(G) тоді J

гільки тоді, кош вона задовольняє систему (29).

Наслідок 4.4. Многогранник Ok(B) е k-амплексом, якщо г»2.

Досліджено деякі комбінагорно-тополог1чн5 властивості Qk(G).

Теорема 4.8. Множина точок х*( X1,... ̂xkMlk е і-гранню

Sk(G) тоді І тільки тоді, коли вона є розв'язком системи будь-

тких k-і рівнянь, з набору:

xI=eI* XJ=XJ*1 yj4 - l *  xV = V  (30)
Згідно з критерієм і-грані SiCQk(G) (теорема 4.8), Si є

розв'язком системи з k-і рівнянь набору (ЗО) з номерами з множи­

ни Q1=KP1, P2* •••• рк-і** pJejM . • û k "і,Je^ - I■

Причому S1 взаємно однозначно визначається множиною Q i.

Теорема 4.18. Дві і-грані s|, S^d^(G) O-JkVl) суміжні то­

ді 1 тільки тоді, коли {,снує (і-І)-грань Si-1 ■= Q^(G), така, що 

я | и ^  = П1*1 .

Теорема 4.24. Множина Sk(B) лежить на сім'! {H(i,J)>^, 

(fejIc*!* vsHnpe lel, i=k*l; vaO(5(n^*n) при IeJkN(D) парааель-

• них гіперплошн вигляду

{H(l,J»j? = (X^k I x ^ j ,  JeJn) ; (ЗІ)

{H(k*l-T,J))‘P°*5<n̂ +n> = (X-Pk I Xt-Xt^1 = вя-в_,
(32)

IKq, e.qeJp}, T^Jk l.

(H(k*l,J)}•££ = (X-RkIX1 = gJ, J«Jn>. (33)

Якв>0 ^ -eJfaI-eJ1 i<J* tO Дві відпо­
відні гіпергшошни (32) пристагггь. Назвемо гіперплощину H(i,J) 

•=!£+1“», "reJk-!. будь-якої сім'ї (32) гіперплощиною кратності х, 

якщо S(G)^te1....Bn) така, що існує рівно х рівних різниць em- ’
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-eq, iftsq, jn,q*Jn. Нехай H(i,j) - гіперплощина з сімей (31)-(33). 

Якао позначити (x«(S^(S)nH( і ,j))}*s£(G,H( і ,j)), тс з теореми 

4.24 випливає: Syj(G) = U^(G,H( і ,j)) v=n при і=і.

i=k*l; v-0,5(rr*n) при I«J^\{1>. Будемо розглядати Н< і, j> вигля­

ду (32) кратності х такс* ж х гіперплоявн кратності 1, кожна з 
яких відповідає своїй парі чисел Ba, eq. Якщо H(i,j) - гіперпло- 

!Яина сім'ї (32) кратності 1, то lS*(G,H(r, j».. G 5 X B 5 ) -  де 

к+1-т=і. Якщо Н( і, іхт-хт+1=вм-в̂, мл«0,},

(і=к+1-т) сім'ї (32) має кратність х , то 1^(6,Н< і, j)) і* 

-Іт І̂7ггд у>хІ̂ -ПiI n W r’ де підсумовування ведеться по тих 

х доданках, для яких а -̂ее̂ -̂е ,̂ ®<q; m,qeJn. Справедливо:

lS^(G,H(l,j>>l«(k4)s lS^(G,M(fc»l,J)>I-(n^dTi)s lS^(G,H(l,j))l* 

*iS^(G,H(k*l,j))l} VjeJn v Po^flHyTl 1 розкладання Sk(G) по Ін­

ших сім'ях паралельних плодан, їх структура, опис і властивості.

Теорема 4.33. Точки Sk(G) належать гіпергранж набору вкла­

дених і дотичних по k-і гіпергранях многогранник!з Qk,(G*),
пі

i«J0, п*=п-2і, Gg=G0; G f - C ^ . ....

Зп-(л + j. i«j_, f = C0,5(n—1)3, де С-3 - ціла частина
^  ' V - ^ V l + i '  т т
числа; тобто Sk(G)= U tod Qk (В*).

^  і =O n *  1

Справедливо: ^(G)= .U^[S^.(G*)\?,(G*)] , 8^(0)=^^,(8*,

HU,t+1 }) U Sk (б?,Н(к-»1,п-т)))1 де Ske(Gt) - множина елементів 
"і 1 "і 

з ^,(G*). КОЖНИЙ 3 ЯКИХ не МІСТИТЬ чисел, рівних e j+1, en _j . 

п і

В п'ятому розпілі на основі єдино! методології дається роз­

в'язок лінійних безумовних е-задач для загальних множин поліпе- 

рестазлень та розміщень, множини сполучень з повтореннями. Побу­

довані і обгрунтовані методи наближеного розв'язання діяійнгк
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з--зают з додаткове® лінійним обмеженнями. На прикладі розгля- 

!іутл методика одержання апріорної оцінки точності наближеного 

розв'язку. Нехай Р*(01а . . . .  P^eEjc(Jk) ,  таке, що

сй, > ••* > > 0 *  cTjs^1 > > **к ’ (34>

Теорема 5.3. MtHlnyM функції

♦ ( * ) =  Z c iX, ,  (35)
Isl

43 t * n(G) досягається В ТОЧЦІ Х*=(Х*.........X^JegJjn(G) , де Xp =Qj

'mjS5 хэ sV-T+і ylejTt а 0eV 4V  та SaJk задовольняють 

,1 1), елементи U - умову (26), р та з - умову

r  + s  = k ; r.seJfc • (38)

Теорема 5 .6 . Для функції J  c J xJ t cJ epl yjeJk ‘ якщо стала

визначається системою нерівностей

J 1c^ l - J  > O v te jSi J 1c^ j * 0 v tH - S -  (37)

S1 - найменшій, a Bn - найбільший елемент S(G), точка х*=(х“,

. . . , X k) ,  де x*=*j VjeJs ; х*=«^ VjeJkVJs , с мінімаллю на sJj(G). 
Ki

Нехай й сО - крвлеыоггна мультшсазша, утворена елаиен-

тами з  номерам! з множиш Ki , ^ ♦ ..,♦ к д = * , к J=IKi ) .
і |(

Теорема 5 .9 . Дія функції £ сjXj, CjeR1 yJeJk, яйцо викону-

эться умови е ^...ж  q , VqeJs , ( « ? ........ >, k1+. . . *

1 К Ч
+ks=k, елемента Q 4 упорядковані згідно нерівностей

д£ч < < ... < дЦч V0^is , (38)

обчислюється за формулою

Hj - «  I *j> ♦ 1 . 2  kj> vI-eJ8 , (39)
,ЯІ **

"очка х*=(х*, ... ,<7, Де x*q = 9j4 , vJ-Jkq. vQ-Js , є мінімаллю

за S(GfH).

Як наслідки з теорем 5 .3 , 5 .6 , 5.9 одержан! мінімаді * ( х ) -
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= 2 C iV ( X i) відповідно ва Ek (В), Sk(E), E(BtH).
J=I J J ли n

Розглянуто знаходження екстремалі лінійної е-задач: 

у = arg min І  с(у. (40;
у*"1 .=2

при обмеження,4'

X s  (X1 .... XkJeEcPk (41.

та при додаткових обмеженнях

J 10IjMf < Ь\ yJejT * <«2>

де У=<Уі....V  Мк+і*-”*Цг>*й** XjSyj *, г - натуральні

числа, а Qj j , bJ (  Cj - дійсні числа vi«Jy,, «*.

Запропоновано метеш наближеного розв'язування е-задачі

(40)-(42), якій! складається з трьох етапів. Першій полягає в 

розв'язуванні задачі лінійного програмування Ш )«  знайти роз­

в'язок у задачі (40) при додаткових обмеженнях (42) та умові 

х « (MfW Е. (43)

Перші k координат у межуть не бути «гемеятсм Е. Тему на 

другому етапі (назвемо його ксибінггорнт округленням) буду же 

по у точку SrW n1 у якої перві k коордашат є евементои Е. Ss 

третьому етзпі формується у‘«Я*, яка мас ознаку течки у0 та за­

довольняє (42), Тобто вабвда-ешй розв'язок задач* (40>-(42).

Теорема 5.12. Якщо викладена* триетапним методам здійснн̂- 

ти розв'язування задачі (40) при обмежешях

х=(хі, ..., Xjj^B.H)=^ , (44)

та додаткових обмеженнях (42), які мають внгляг

2 Xj = 2 Sji. <45

де IwiI=Ipjl, pjcĵ . , Nj - задається (39), I«JS.

або які одержуються з (45) заміною VteJ=Jp знаків - на знаки >. 

або <, а також якаю на первому етапі допоміжну задачу ЛП, яка 

одержується заміною обмежешя (44) на х«П(Б,Н), розв'язувати
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способом, що лає вершину у допустимої області, і якщо у існує, 

то вона дає точний розв'язок задачі (40), (42), (44).

Аналогічна теорема доведена для Efcn(G). Розглянуто розв'я­

зування лінійної е-задачі: знайти (40) при обмеженнях (44) і до­

даткових обмеженнях (42). А саме, визначити X=(X1 ....,

W efil
,к+1 , на якій досягається

*k.l. = or̂  V l (46;

(47)

- VieJa. (48)ПІ: —1

при обмеженнях (44) та при додаткових обмеженнях 
Kifll . - 1  

s " " іх
і  І  x r  V t  +  d i i r  <  x W I  y j e j O -х=1 t=0 7іяіЛ і Ч

s К|*

х і і  * ®*<>1>

.I1W  VjeJnij, vl e V <l>, VXeJs, (49)

= S i lcI - *  + VJeV { 1 } ’ v^ j 8 - (50>

Ti» = . (51)

Тут Ki ^>1 , Rtf , q, s ,  k -  натуральні, а Ci ^  d jj  - дійсні сталі

Il Ж » * '  cIJefIJ* cIla0' vjfcjIT,1 VieJq-
Ki Ki “ К:
S1 < 9? < ••• < 9k • (52)

k :І Ki

j V j =J i Sj ' YieJs'’
IK1I Ki і

*Л | ^ 1 9J vwchH  V|eJ»-

(53)

(54)
J^u

Теорема 5.16. Нехай 7=(22,... ,Zk, 2^,,..,2^ ( 2 1,...,2^ ,

. . . , z £  , . . - , z £  *»•<. та zx < 4  • y x e jS*
1 s ■ x. . x. i/ XI" I x 1“  I K j x 

Тоді з? справедливості В 2 обмеження X z I  ̂ Z S r .  “ eHI . KeJs>
J=I J J=I J

яке належить ( х , і « х і)-спілці системи (54), випливає справедли­

вість B ТІЙ же ТОЧЦІ 2 І решти Обмежень З ЦІЄЇ Ж (Х,|м*|)-СПІЛКИ.



Комбінаторне (полшереставне) округлення моле бути таким 

(перший спосіб). Зафіксуємо х« Js. Викреслимо з набору Xx=

Аналогічно вводиться переставне округлення. Реалізація третього 

етапу описана в роботі. Видається за додільне теоретично дати, ап­

ріорні' оцінку еїдносної точності розв'язку задачі (46) при обме­

женнях (44), (47), (48). Нагадаємо, що х£+1 та xj*+1 - відповідно 

точний та наближений розв'язки цієї задачі. Оцінимо величину

Теорема 5.21. Якщо задача знаходження (46) при обмеженнях 

(44), (47), (48) розв'язується описаним наближеним триетапним ме­

тодом і на першому етапі використовується метод розв'язування 

задачі ЛП (46)-(48), (53), (54), який дає вершину допустимої об­

ласті , а на другому етапі - перший спосіб полі переставного ск­

руглення для формування точки х°, то відносна точність Cq роз­

в'язку, що визначається за формулою (55), задовольняє умову

*{хГцх.... .Xyn x ^ 114- I -••• ........

г > частини координат х t (52) пару різних чисел х*=дЛ- Анало-К* * о
__  'Tl

гічно діоти, формуємо координати

>2 , . . . . ¾  +к . . . , ¾ ; 0 } точки х °і х ^ °= ?!\
*qm х '<?»*>• qm_x 1 1 ieX

_ - ~л ~Х . ЛХ _______Позначимо невикреслені числа набору X5v так: х £ і . . .«х^ , а числа,

що залишилися, з  (52) як: д̂ < ... ĝp . Нехай =% ;
I ^ і

^Jk , OIj ^otj, P i=iS j ,  y i * j ,  Так вчинимо для всіх

eO = (xk+l “ xk+l} / хк+1‘ (55)

--------„ ,  — ---------——  ---------д  —  * —  -----------------------^  - -------^

2 . 1  < * - 1 * 1  -  9 j )  ♦ .  2  | % - j * l  -  9 j )  -  . 2  *„  ̂ 1=1 x 1 i= j+l 1 1=1 і 
eO 4 -----------k------ 1 aj----------------------*

3 ti=l9 ‘ + I l  J i cdij ‘  C,J>1
, , m -s, якщо я -*<s;

де г = Я І П ( т ,в * ) ,  Л=ШОХ(т,в ) - y ;  T=  ̂

•s  □  I  *  ,  ЯКЩО m - K ^ s ,

m*=trin{k,2M>i *= 2  Kjm x? Ms £  mi> e *=rain{m*,s ш х  (ш4- 1 ) > ;
X = Iie Jq ІШІА i=l ' j« Jq I
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s  , якщо «*<*;
0= s-w, якщо m*-«* yeffjS-Is ®*n y4ejSs *•••*

0 , ЯКЩО '
.J^ 4  I

<л ; " , . ' - J 3 ; .........eJ^bS(G  ) » * * J8 . Ie1* . .  . ^ e=Ic. еяеиаши

аультюлюжини 0=(¾,...,¾} задовольняють умову S1iJ--^gk-

В зв'язку з труднощами реалізації третьего етапу розглянемо 

(на прикладі повністю комбінаторної е-задачі на Ejcn(G)) методо­

логію розв'язування таких задал, яка характерна тим, що після 

комбінаторного округлення додаткові обмеження не порушуються. 

Тобто при m=k розглянемо задачу визначення (40) при обмеженнях 

(41), де E=Ekn(Q), та додаткових обмеженнях (42). На першому 

етапі розв'язується задача (40) при обмеженнях (ІЗ) і таких;

^ 1aIJxI < bJ - eJ VjeJr* <56>

ЯКІ одержуються з (42). Тут Oj vjejT вибирається так, щоб при 

переставному округленні з розв'язку задачі (40), (ІЗ), (56) - 
* '* р

точка х - формувалась х , яка задовольняє і (42). Наступна тео­

рема дає приклад вибору Oj VjeJp .

Теорема 5.22. Якщо 0J=0J0 . °J1V g k-Si) .S1iaIjl -. aJ2V ^ '  

~Si>®*!a£jl» де ъъЪ,' vJejr. Qjj - коефіцієнти J-ro обмеження і 
тігКк.га̂}, Ui1 - кількість лінійно незалеж­

них оСмежень в (42); розв'язок х задачі (40) при (ІЗ), (56) оде­

ржано методом ЛП, що дає вершину допустимої області; переставне 

округлення х першим способом дає уР, то хР задовольняє (42).

Розглянута методологія може бути застосована для лінійних 

е-задач (як частково, так і повністю комбінаторних), коли х«Є, 

E-iE^G), E(G1H), S*(G),.. .}, 1 для E відома опукла оболонка - 

система лінійних обмежень та введене комбінаторне округлення.

В востому розділі досліджуються нелінійні безумовні е-зада- 

. Розглянуті властивості і розв'язок е-задачі: знайти
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к-1 к
и in 2  T C i- I z iTXrJ  ;-Де с  Q -  Дійси1_ ст а я Ь . Реэгдя- 

ZeElc(Jk) j=l q=j+l ^  J v

нуто методологію одержання оцінок мінімумів, взагалі кажучи, не- 

диференційовних опуклих та сильно опуклих функцій на е-мнохина:: 

та їх  конкретних реалізаціях. Доведено достатні умови мінімумі? 

в ш х задачах на загальних множинах полі переставлень та розмі­

щень, а також на множині сполучень з  повтореннями.

Нехай ф{х) -  скінченна опукла функція, яка задана на опук­

лій замкненій мнаошЗ X=Ric. Нахай р(у> = (р ,(у ).........Pk(U)) -  суб-

градієнт функції ф(х ) в точці у.

Лена 6 .8 .  Яюцо E=X, то; I )  VyeintX rain $ ( х »  о (у)~(р(у),у)+
k хеЕ

♦min 2 P i(у )Х і, 2) щоб точка yeEcintX була мінімаллв на множені 
х«Е і=1 1 1 k

E функції <р(х), достатньо виконання min £  Р і(у )Х і= (р (у ),у ).
х « €  і= 1  '  1

Teopaia 6 .1 0 . Якщо s£(G>eX, то: l)vy«intX  min ф(х)^ф(у>- 
8 к . X̂ G>

-(p(y).y>+e-i £  Pi (U) + Bn I  Pi (У ), 2 ) щоб yeS&GJeintX була 1 І=1 1 '* І=8*1 1 П
мінімалдю на S ( B )  функції * ( х ) ,  Достатньо виконання (р(у),у> = 

s п k
“Єї І  Рі(У>*Єп I  Pi(U). Де є. -  най^ешвй, а CL, — вайгЗіЕьаай

i I = I  1 п  i = s s + l  1 • А  t  ■

елементи S(B )1 a SeJ^ аиадхшться з  2^ > O v̂ eMs ;

J 1W a')<0

Одержано наслідок для яафершаійсшсї ¢(¾) на XsS^(G).

Теорема 6 .1 2 .  Якщо E(GtH)=X, т о : I )  ^ t n t X  min <р(х) > 
ъ x*£(8fH)

s ^  у
s*< y )-(p (y ). y b  I  2  P « °б y«£<e,«)cintx  була м ін і-Xsl J=I «• j J
малдю на E(GtH) функції * ( х ) ,  достатньо внксвання (р (у ).у )-

S  k N  К »  X X
= І  2  P х<«>Яі • де kj+ ...-йс̂ =*:, «v )*¾, (N̂ ) приX=I Jel otJ
vxej у вигляді (39) задавааьняЕггь р  х (у)>р x ( y » . . . s p  у (у ) ,  а

“1 “2 X
K-

елементи G 1 v i« Js  упорядковані згідно з  (38).
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Одержане наслідок для диференційонної ф(х) на Х=€(0,Н). 

Теорема 6.18. Якщо E^n(G)=X, то: I) VueintX min ф(х) >

к
>ф(у)-(р(у),a)+.I1^ . (y>9j + ._|+i% . « 2 ) щоб увЕ̂п(Б)с

сіпгХ була мінімалли на Ekn(GtH) функції ф(х), достатньо вико- 
s к

кання (р(у),у)=.ІіРр.(у)д .̂_|+,Рр.Су)вп̂с+і. де (P1,... ,Pk)*

«Er,(J k. ;  заДОЕОЛіНЯЕ P9 (у )»ри  (у )>  . . .  >Ре ( у »  0 >ре ( у ) > . . . >  
pI 2 ps s * l

iPp. (У), а елементи G упорядковані з г і д н о  з (26).

Як відомо, функцію ці(х), яка задана на X, називають сильно 

опуклою, якщо існує стаза р>0, така, що vx.yeX, таких, що 

tX,y]-X,i vote[Q,i3 виконується $/(«Х + (1 - °Оу) < ву(Х) + (1 - 

о>у(у>— а.(і-и)р»х-у«“; р називають параметром сильної опуклос­

ті . Бехай уи) - сильно опукла функція на опуга̂й замкненій мно- 

жині X, EcX; w точка, що доставляє мінімум *(х) на X:

w = (W1.....wk) = arg яііп *(х). (57)
х«Х

Теорема 6.23. Якщо Sk(O)CX1 то min *(х) > y(w) ♦ pfkg2 ♦
XeSk(B)

k r s k -W
-г X wI ~ 2eI X w i -2eT, 2 Wi] , де w означагться (57), стала g -

J J -JcI J=S+I  J
g = min I g i I ,  (58)

i t j Ti

SeJĵ - СПІ BB і дношшнями vtsjS! I1V i * 0 vtcjR-S= а

E1, ^  - відповідно найменший та найбільший елементи S(G). 

Теорема 6.24. Якщо E(GtH)=X, то

min *(х) > *(х) ♦ р[ 2 д£ + 2 w? - 2 2 J4W п а4 ] < 
X^E(GtH) Ч=1эд» і=1 1 q£l І=1 «Ч q-i+1-*

w означається (57), (^1, ..., >*пЧ> задовольняє

< . . .  <

J s , («J.....- нерівності W ^  W ^  ... > W ^ ,



Kn
елементи G 4 - (38), kj+...+ks=k, a Nj yi«Js задається (39).

Далі вважаеко, що у(х) - ще й дгференційсвна на X.

Teooewa 6.27. Якщо S^(G)=X, то: I) VxeX яііп *»<у)>¥(х)~
y^S^(G)

" 2 ̂ х ^Ц +р S x^+pkep+a, J j -2pX:)*e | -2px •.
i=l dxi 1 I=I1 1ISD dxi ') ni=s+D •>

2) щоб x«5^(G) була мінімаллю y(x) на 5*(G>, достатньо виконання

I 1K ^ f  -  * « . )  - ь  , 1 / ¾ ; =  -  « о  ■

- 31 -

системою-Pkg21 де g визначається (58), 3«J^ _______

| ( ^ W  ‘ 2pxS-J*!)=0 vt^  1 ( ¾ ¾  - 2plW ) *  4 ^ i

іільашй елементи !

1)ухеХ Sn іг» й 
к y*E(G,H>

J=D S-J+1 * * J^D s+j
S1, en - відповідно найменший та найбільший елементи S(G).

Теорема 6.28. Якщо Е(8,Н)<=Х, то: 1)ух«Х min у(у}эд(х) -

-ХЧг1 * і  *  p X A  *  " І Д  -  I ,  l x{4 (yrL - 2рх J g J j j ,  2 ) щоб1=1 uaI 1=1 1 1=1 і q=l ^=D ох q «у J
J J

XeE(GjH) була мінімаллю у(х) на E(G,H), достатньо виконання

J 1 д а  • -  <*■
j  J

.... 9,,)-^( Jfj) задовольняє (59), Vq-Jgl («£....JeEfc. (N^) -

нерівності

елементи G ' -(38), kj+.^.+k8=kt a Nj yj«Js задається (39).

Нехай

д* = ста яііп «х - о»2. (60)
Xet(GtH)

Теорема 6.31. Якщо E(GtH)=X, то іиіп у(х)> м(*)+«д*-«а2,
XeE(GtH)

де w задовольняє (57), а д* - (60).

Теорема 6.34. Якщо Е(8 ,Н)<=Х, то: I) vx«X

у-Е(8 ,Н>¥<а> > ¥(Х) " &  ,V*< X ) ' 2 + р,9 *~сі2,

2) щоб точка х«Є(8 ,Н) була мінімаялю функції у(х) на множині



£'3;Ч,\ достатньо виконання умови

Ivv(X)I2 = 2рід*-с«, (61)

:е д* означається (60), а

с = х - -4 д ̂у(х). (62)
If

Одержані оцінка 1 достатня умова мінімуму у(х) для E^n(G). 

Результати шостого розділу дають універсальний підхід до 

линки глобальних екстремумів на е-множинах опуклих та сильно 

опуклих функцій,дають можливість доводити глобальність і оціню- 

-■ :тл похибку одержуваного розв'язку в алгоритмах локальної опти- 

мізації на е-множинах, а також можуть бути використані при пра­

ктичній реалізації різних комбінаторних методів оптимізації.

Нехай у(х) - угнута функція Rk-R*. a M - опуклий много­

гранник, vertM - множина його вершин, f (x )  - функція і :
vertM^R1 та f(x)=y(x) vxevertH. Для будь-якої функції frvertM^R1 

існує опукла функція ip-.vertM̂ fi1 , така, до q>(x)=f(x) vx«vertM 

Vf: vertM* 1 advert!+*1; *(x)*f(x) vx*vertM. (63) 

Розглянемо задачу знаходження

min W (X ) (64)
x«M

де M - опуклий невироджений многогранник, для якого відомі: кри­

терії вершини, ребра, суміжності вершин, а також розв'язок задач 

оптаїїзації ва ньому лінійних функцій.

Відзначимо, оо якщо Існує (64), то

erg піп *(x)«vertM. (65)
х«Н

Розглянемо шіп f(x) • Згідно з (63), (65) ця задача екві- 
x*vertM

валентна (64). Розглянемо метод II розв'язку. На першому етапі 

IIO критерію вершини виберемо довільну XevertM- Обчислимо f(x). 

'і-'-стасувавши критерій суміжності вершин И, перейдемо до 

сусідньої з меншим значенням функції f(x). Продовжимо це до 

іржання xa«vertM, такої, що f(x)>f(x°)*f° vx, суміжних з х°.
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Перенесемо початок координат б х®. Другий етап мете®’ складасг - 

ся з декількох кроків, на кожному з яких треба дослідити розв'я­

зок однієї чи декількох задач JBI на М. Позначимо ці задачі Zj ,, 

де і - номер кроку, J - номер задачі на кроці і з Множини 

J=U,2, ..., Мі} всіх номерів задач на цьому кроці. Геометричне 

розв'язування ZjJ означає знаходження хî evertM, найбільп відда­

леної зі сторони, протилежній Xй, від деякої гіперплошинв 

cfx^ sc^ j + c ĵ Xn=O, X=(Xl l - - ^ X k ) ,  C ^W 1 vTW^, (66)

тобто для точки Xlj має виконуватися співвідношення

siffi с(х°) sign c(x‘J) < O- (67)

Таким чином, якщо покласти с(х°)<0, для знаходження xiJ,

або визначення, що х’̂ав, необхідно знайти

org шах с(х) (68)
хвМ

і перевірити c(xIJ)>0,ino еквівалентно (67). На першому кроці 

методу розглядається тільки одна задача 2^, для якої (66) є гі- 

перплощиноа, до проходить через к ТОЧОК: Ĵall=XeSs* VuteJjc, де X®

- довільна фіксована точка, яка належить ребру H під номером я,

, яке виходить з х°. Ребро легко вибрати за дсошсг® крите­

рію ребра і таких ребер, «о виходять з уР' рівно к, так як H не- 
вироджений. xffl, якщо вона обмежена. шзвачаеться ж розв'язок 

задачі *m=max,*. цри y(xx®)>f®. У випадку необмеженості х, яка
XeRi

задовольняє останню нерівність, х® обирається довільно велике®.

Теорема 6.36. Якщо задача Z11 не має розв'язку, то точка X0 

дає розв'язок задачі (64).

Якщо Z11 має розв'язок х11, то переходимо На другий крок, 

поклавши ^stiirKf0,+(х11)}» Опишемо q-й крек (q>l). Розглянемо 

розв'язки x(q_1)J задач, якщо вони є, папередньго кроку, J*J- 

Для кожної точки x(q-1)j сформуємо множину задач Zj=(Zqt)^1 ви­

гляду (68) так. Для задачі z ^ Z j  (67) проводиться через к точок
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Jf84j1 1"6*½ 3 мнсшши (Umqjt як2 визначається як:
у^пкцт(о-Ш V)BeJOt де y0(q-l)4x(p-l)jt а x«>qj (якщо вша

обмежена) - розв'язок задачі: XbcU= гох х при *(хут<4-1'J»f4-1.
XeR1

У вішалку необмеженості х, яка задовольняє останню нерівність,

J-irqJ вибирають довільно великою. На кроці q сформовано, і просто

розв'язуються задачі з множини Z= U Z , вигляду (68) щш (67).
>  J J

Tеорема 6.37. Якщо ні одна з задач множини Z не має роз­

в'язку, то f1*-1 є розв'язком задачі (64).

Якщо хоча C одна з задач множини Z має розв'зок, то fq= 

=Hiinifq-1, BI in f(xt*t^^)>, де - розв'язок задачі

Zjjt̂ zj. Після цього переходять на наступний крок другого етапу 

методу. Доведено скінченність методу. Розглянутий метод дозволяє 

розв'язувати е-задач і на Е<Яг з довільною цільовою функцією 

якщо E має властивість vertcorwEeE. Коли vertconvEef для 

застосування цього методу цільова функція fsE-R1 пгшинна мати 

властивість f(x)«i>(x) vx«E, де ч>(*) - угнута на X функція, 

EcXcRk.

Б сьомому розділі побудовані моделі ряду задач геометрично­

го проектування у вигляді е-задач, що дало можливість застосува­

ти для Ix розв'язання обгрунтовані раніше методи. He зроблено 

для задач: розкраю напіннескінченної смута на прямокутники одна­

кової ширини; розміщення прямокутників однакової довжини в на­

пі ннескінч енній смузі; мінімізації зваженої довжини зв'язуючої 

сітки при лінійному розташуванні прямокутних елементів; задачі 

про з'єднання елементів; кольорового упаковування прямокутників 

однакової ширини в напі внескінченній смузі •
Розглянемо методологію побудови математичної моделі у. виг­

ляді е-задачі на прикладі останньої з названих запал» Бехай є
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набір р прямокутник!в шириною h. дсвкизама.с̂,_.— , гц s різних 

кольорів (s<k) і смуга ширшою Hq, яка розділена на q смужок ши­

риною h кожна. Смужка і шириною h може мати m| зон заборони, 

i«Jq. Задані відстані від початку полоси шириною Hq до початку і 

кінця зони заборони j в смужці і шириною h: Су та d y  відповід­

но, 0<Cjj<djj, JeJmj, î Jq- Заданий розподіл набору прямокутни­

ків з довжинами O1....Qp на набори, в яких прямокутники тільки

одного кольору, позначимо їх довжини а ,̂... ,с̂ , XeJs , P i + . . . +

+Ps=P- Необхідно упакувати заданий набір прямокутників так, щоб 

мінімізувати довжину зайнятої частини смуги ширино» Hq, задо­

вольнивши обмеження: в смужці і після зони заборони j до наступ­

ної (якщо вона є) розташовано прямокутників кольору х; І) не 

більше 2)рівно Qjj^, JeJm., *eJq, xeJ8, (Qj^kOc). Припус­

тимо, що виконується а також, що зони заборони роз­

ташовані так, що djm <х* yNJq, де х* - мінімальна довжина зай­

нятої частини смуги шириною Hq..

Для побудови математичної моделі поставленої задачі припус­

тимо, що - макамальна кількість прямокутників кольору х, 

XeJs, яка може бути упакована після зони заборони j (до наступ­

ало задаються рівнши Q1 ^ в залежності від умов задачі. Пожа-
IR- ' « Г

то припустімо, що крім Pk заданих прямокутників кольору х упакс-

ноі, якщо вш а ще е) в смужці І ;  J e J  , i s j_ .
% І “

Ki ■- визначаються з системі
K- ■

xij* < ®ij*; < °К>1) “ di j ;

Кі>+1 .
I 1  4  > С і ( > 1 >  -  d S j* i e j Q-x e j S '

(69)

чимо ^  = Iex , X e J s , Ta Ic1* ... +Icx=Ic. Якщо Icx^ux , X e J s ,

.. Значення величин



svsTbca sje Jcx-Px прямокутник І в нульової довжини. Тоді можна вва- 

хйти, що після зони заборони j (до наступної, якщо вона ще є) в 

‘ЛіуЖЦІ І упаковується різко Xĵ  ПРЯМОКУТНИКІВ КОЛЬОРУ X, XeJs,

, З урахуванням цього позначимо довжину пршокутни-

:<1з, що упаковуються, через g-(, !«Ĵ . Позначимо 8 мультимножику,
K-*

Sc складається з елементів gj, ieĵ . BMg1.....% > = ^  » •>»*

.... S13, Sf3). де через д*\ позначена так, що

етксауються нерівності (52), довжина прямокутника кольору 

ікий упаковується. Нехай E(G1H), як і раніше, - загальна полі- 

дерестазна множина, сформована з дійсних чисел, які складають 

:,г/ль?имважику чисел G1 за допомогою мнохиші переставлень Н. По­

будуємо множину. E(G1H) для задачі, що розглядається.

Розглянемо упорядковане розбиття множини Jk на s множин K1, 

.... K3, К4пКj=0, К,-*» vi,j*Js, Icx=IKxI, XeJs. Нехай Kv=ITjji. 

TiJv+I• Tjjv+Ki^-IIVJeJro., Vj«Jq> VXeJs, де величини JTjjx 

обчислиться за формулами (49)-(51), а сталі Ki * визначаються з 

системи (69). Позначимо HcElc(Jk) - множину переставлень зі= (Jt1,

• - •. Hjc), a ~ елемент переставлення - номер з множини Jk

прямокутника кольору х ,  XeJs, що стоїть серед прямокутників цьо-

*го кольору на місці t+1, teK^-l, в смужці і, i*Jq, після зони

заборони J, J-Ja , перед наступною (якщо вона є). Числа ж_ + 
■і * і Jxvt

vi*Jq, X=Const, x«Js - це елементи деякого переставлення

^«Ej^d^). Якщо, не обмежуючи загальності подальших міркувань, в

мультимножині Ibtg1, д̂} на місцях з номерами з множини Kx 
розташувати прямокутники кольору х , тоді математична модель за­
дачі махе бути подана у вигляді: знайти елемент я*«н, щоб на

icIelX*1
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a  <  C K J * 1 >  ■  d i j *  y J e j Btr I 1
I B i j

Viejqt де - величина, на сдиницг більша максимальної сумар­

ної кількості прямокутників кольору х, xeJs . які можна постазгго 

в смужку і, IeJql до зони заборони j та в смужки з номерами, ио 

е меншими за і. Вони обчислпсться за формулами (49)-(51 і .  П і с л я  

занурення множини H в Rk одержуємо е-задачу (46) при обмеженнях 

(44), (47)-(51). Метод її наближеного розв'язування та апріорна 

оцінка відносної точності розглянуто в п'ятому роздШ.

З ТЗД ГП У ІМ П І

В дисертації розроблена теорія і методи енклідово! комбіна­

торної оптимізації як перакктиЕЯйй апарат в математичній кібер­

нетиці .

Дослідження грунтувалося на проведеній класифікації евклі­

дових комбінаторних задач аптааїзації І дослідженнях Ix власти­
востей у двох напрямах: етклідові комбінаторні мнсжиш? та цільо­

ві функції.

Введені до розгляду та досліджені конкретні реалізації ев- 

клідоних комбінаторних множин, які утщяигь дапуслмі чЗлзг? 1 

хек задая, та комбінаторві ішягаграввгка. Be розроблене дат за­

гальних̂ множин переставлень, поліпереставлень та розміщень, мно­

жини сполучень з повтореннями. ПрЕ цьому стримано спис комбіна­

торних многогранник'в для названих евклідових комбінаторних мно­

жин у вигляді систем лінійних обмежень. Одержано критерії вет- 

шші, грані довільної вимірності, суміжності вершин та граней. 
Сформульовані і доведені інші властивості опуклих оболонок ев­

клідових комбінаторних множин, зокрема збіг множини вершин за­

гальних многогранник! в переставлень і поліпереставлень з загаль­

ними множинами переставлень та пол 1 переставлень відповідно.

Розроблено методику розкладання евклідових комбінаторних
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множіві по паралельних площинах та Інших множинах. Одержано І до­

сліджено розкладання множин переставлень, розміщень, сполучень 

по паралельних площинах, а множин розміщень та сполучень - по 

наборах відповідних вкладених комбінаторних многогранник!в.

Досліджено екстремальні властивості функцій різних класів в 

зв'язку з оптимізацією їх на евклідових комбінаторних множинах, 

розроблено методику розв'язання задач оптшізації лінійних функ­

цій без додаткових обмежень на цих множинах, яку застосовано для 

отримання екстремалей у випадку множини сполучень з повторення­

ми, загальних множин поліпереставлень та розміщень.

Для евклідових комбінаторних множин та їх конкретних реалі­

зацій розглянуто методику одержання оцінок мінімумів недиферен- 

ційовних опуклих, а також сильно опуклих функцій, і методику от- 

римання і обгрунтування достатніх умов мінімуму цих функцій на 

евклідових комбінаторних множинах. Ш оцінки 1 достатні умови 

наведені і обгрунтовані у випадку загальних множин розміщень та 

поліпереставлень, множини сполучень з повтореннями.

Досліджені розкладання евклідових комбінаторних множин 1 

одержані оцінки та достатні умови мінімумів опуклих і сильно 

опуклих функцій закладають основ)' застосування комбінаторних ме­

тодів аптимізації до евклідових комбінаторних задач.

Запропоновано і досліджено підходи до розв'язання лінійних 

задач на евклідових комбінаторних множинах з додатковими обме­
женнями. В рамках цього підходу побудовано наближені розв'язки 
таких задач на загальній множині переставлень. Проілюстровано 

методику одержання у цьому випадку апріорної оцінки точності 

розв'язку.

Обгрунтовано запропонований метод розв'язання задач без­

мовної евклідової комбінаторної оптимізації на множинах, які 

: M гаються з множинами веряин своєї опуклої оболонки (псшіперес-
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тавної, переставної множин тощо), а таксе задал безумовної спта- 

мізації угнутих функцій на довільних евклідових комбінатора 

множинах.

Розроблені в дисертації теорія і методи евклідсзої комбіна­

торної оптимізації застосовані до розв'язання ряду задач геомет­

ричного проектування, зокрема задачі розкрою напівнескінчзнкоІ 

смуга на прямокутники однакової ширини, задачі розмізення прямо­

кутників однакової довжини в напіннескінченкій смузі, задачі мі­

німізації зваженої довжини зв'язуючої сітки при лінійному розта­

шуванні прямокутній елементів, задачі упаковування різнокольоро­

вих прямокутників однакової шрини в напівнескінченній смузі та 

інших.
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