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Загальна характеристика роботи.

Актуальність теми. Перші роботи з диференціальних рівнянь 

із правою багатозначної! частиной (диференціальні включення) бу­

ли опубліковані в 30-х роках у працях Zaremba S., Marchound А., 

але в той час їм не було знайдено ніяких застосувань. Лише у 60 - 

і роки з початком досліджень у галузі оптимального керування, 

виявилась зацікавленість до диференціальних включень у роботах 

Wazewski Т. та Филипова О.Ф.. Це стало поштовхом до досліджен­

ня властивостей диференціальних включень та розвитку теорії ба­

гатозначних відображень. Разом з аналізом окремих траєкторій, 

великий інтерес викликає задача побудуви множини досяжності ( 

переріз пучка розв’язків диференціального включення ), що дає 

змогу оцінити граничні точки, в які може об’єкт.

Але побудова множини досяжності викликає неабияки труднощі, 

які обусловлені великою розмірністю досліджуваної системи, а та­

кож в більшості випадків її нелінійністю. Застосування до розв’зку 

цієї проблеми загальновідомих методів не ефективно через великий 

обсяг обчислень.

Одначе, в багатьох задачах досить знати не саму множину до­

сяжності, а деяке її наближення з малою похибкою. В зв’язку з 

цим актуальною є задача розробки методів побудови наближень 

до множини досяжності.

На цей час існує багато, робіт присвячєнних методам апрокси­

мації множин досяжності (Черноусько Ф.Л., Константинов Г.Н., 

Сидоренко Г.В., Овсеевич А.И., Сейсов Ю.Б.).

Останніми роками для дослідження поведінки диференціайьі^нх
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включень широке розповсюдження дістали методи усереднення.

Дисертаційна робота присвячена розробці методів побудуван­

ня асимптотичних оцінок пучків розв’язків диференціальних вклю­

чень за допомогою методу усереднення.

Мета роботи. Мета дисертаційної работи полягає в розробці 

та обгрунтуванні методу усереднення для диференціальних включень 

і крайових задач принципу максимума з розривною правою части­

ною.

Метод дослідження. При дослідженні вище згаданних задач 

були використані результати та поняття теорії диференціальних 

включень, теорії множин, теорії багатозначних відображень, ма­

тематичної теорії оптимального керування, теорії асимптотичних 

методів.

Наукова новизна. У дисертації одержані та обгрунтовані на­

ступні результати:

- запропоновано та обгрунтовано алгоритм побудови асимпто­

тичних оцінок розв’язків диференціальних включень стандартного 

вигляду, коли середнє правої частини не існує;

- обгрунтовано алгоритм усереднення диференціальних включень 

стандартного вигляду на нескінченом проміжку при різних умовах 

стійкості;

- запропоновано та обгрунтовано алгоритм усереднення крайо­

вих задач принципу максимума із розривною правою частиною;

- досліджена можливість застосування методу усереднення до 

еліпсоїдальних апроксимацій множини досяжності.

Практична значимість. Теоретичні результати роботи роз­
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ширюють можливість застосування метода усереднення до дифе­

ренціальних включень та крайових задач принципу максимума з 

розривною правою частиною.

Апробація роботи. Основні результати дисертації доповіда­

лись на: Межнародній конференції ’’Нелинейные дифференциаль­

ные уравнения ” ( Kiev, August 21-27, 1995 ); другій науковій кон­

ференції ’’Небеснівські читання” ( Одеса, 15-16 лютого 1995 p.); 

конференції ’’Нелинейные краевые задачи математической физи­

ки и их приложения” ( Чернівці, 1995); конференції ’’Нелинейные 

краевые задачи математической физики и их приложения” ( Каме- 

нецьк - Подільскнй, 1996).

Публікації. Основні результати дисертації були надруковані у 

роботах[1-7].

Структура та обсяг дисертації. Дисертаційна робота 

складається із вступу, трьох розділів та списку літератури, що 

налічує 84 найменування. Загальний обсяг роботи складає 110 

сторінок.

Зміст дисертації

У першому розділі дисертації запропоновано та обгрунтовано 

алгоритм побудови асимптотичних оцінок розв’язків диференціаль­

них включень стандартного вигляду, коли середнє правої частини 

не існує.

Розглянуто диференціальне включення стандартного вигляду 

xeeX ( t ,  і) , х(0) =  х°, (1)

де X  : R 1 х R" —> сотр(Ип) - багатозначне відображення , 

Comp(Rn) - простір непорожніх компактних підмножин простора
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R n, є > О - малий параметр, t Є [O1Le-1], L > 0 - стала.

У методі усереднення поряд з включенням (1) розглядается на­

ступне усереднене включення:

СєеХ (С ), C(O) =  X0, (2)

де
1 т

X (і) =  Iim - J x (t,x)dt. (3)
о

Інтеграл у виразі (3) розуміємо у значенні Аумана, а збіжність 

розуміємо у значенні метрики Хаусдорфа.

Але границя (3) існує не завжди. Припустимо, що існують такі 

багатозначні відображення Х~(:г), Х +(х), для яких

Iim P \Х (і), і  I  X(t,x)dt
I  -V(X) \ ї ї

T

т \

і 0
I Ь J  х  (t x̂)dtI х+(х)

о,
( (4)

=  0 ,
о

де /3(-, •) - відхилення множин по Хаусдорфу,

/З (Л, В) =  sup р (а, В ) ,

Поряд з включенням (1) розглянемо слідуючі включення :

і~ Є єХ~(х~), х~(0) — х°, (5)

х+ Є єХ +(х+), х+(0) = х°. (6)

ТЕОРЕМА 1. Нехай багатозначне відображення X (t,x) означе­

но у області Q = {t > 0, х Є D  C R"} т.а виконуються наступні 

умови :
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1) багатозначне відображення X (t, х) - неперервне по х, вимірне 

по t, існують додатні сталі M  , А такі, що X (t,x ) C Sm(0), 

h (X (¢, х'), X (t, х")) < Л|| X1 - х" || при майже усіх t.

2) Множини Х~ (х),Х+[х) - опуклі, компактні і задовольняють 

умові Ліпшіца по х із' сталою А та обмежені сталой M  і 

рівномірно відносно х Є D  виконується умова (4).

3) Для всіх X0 Є D 1 C D розв’язкі включень (5) т а  (6) при t > 0 

лежать разом із деяким р-окілом в області D .

Тоді для будь-яких і] > 0 і L > 0 ісуег таке є0 > 0, що при 

£ Є (о, є°] т а  t 6 [O1Le"1] виконуються наступні твердження :

1. Для кожного розв’язку x~(t) включення (5) існує розв’язок 

x(t) включення (1) такій, що

||аГ(*)-х(*) И < г).

2. Для кожного розв’язку x[t) включення (1) існує розв’язок 

х+(t) включення (6) такий, що

Il X { t) - X + [t) Il < Т ).

У другому параграфі першого розділу дисертації розглянуто 

схему побудови асимптотичних оцінок розв’язків лінійних дифе­

ренціальних включень, коли середнє правої частини не існує.

Розглянемо лінійне диференціальне включення

x(t) є £■( A[t)x{t) + U(t) ), 

5
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х(0) = х°, t Є [0, Le 1J1

де а; Є R", U : R n —> comp /rRJ п - багатозначне відображення ,

L > 0 - стала.

Розглянуто випадок, коли не існує границя

T

>Т,
I i r a i  (8)

0

Нехай існують такі множини U~ и £/+, для яких

\hnp(u-,^Ju(t)dt^ =0,:

(9)

=  0 .

Далі розглянемо разом з включенням (7) наступні включення

C- Є є ( (t) + U ) , (10)

C(O) = х°, t Є [0,1,6-1]

С+ єє(л<;+(г) + гУ+ ), (її)

C+(O) = X0, t є [0, Le"1].

де

1 т

Л = T-^oT I  A^ dL (12)
0

Доведені теореми аналогічні Теореме 1.

У третьому параграфі досліджена можливість застосування ме­

тода усереднення до еліпсоїдальних апроксимаций множини досяж­

ності. Нехай рух деякого об’єкта описується лінійною системою
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диференціальних включеннь :

^€ e [A (t)x (t) + B{t)U], (13)

X(O) Є E0 =  {хтМх < 1}, U =  {uTNu < 1} , t Є [0, Le-1],

де X Є Rn, и Є Rm, L > 0 - const, A{t),M - матриці вимірності 

п х п, B(t) матрица вимірності п х m, N  матрица вимірності 

m х m; M ,N  - симметричні, додатньо означені матриці.

Нехай існують наступні границі :

Множина V - опукла та компактна. Далі припускаємо, що V - 

зліпс з деякою матрицею N  : vTNv < 1. Позначимо через K(t,e)

- переріз пучка розв’язків (множина досяжності) дифереціального 

включення (13), А’о(т) - множина досяжності системи (15). Ви­

користовуючи роботи Черноусько Ф.Л. по апроксимації множин 

досяжності та метод усереднення, побудовано та обгрунтовано ал­

горитм асимптотико - еліпсоїдальні апроксимації множини K(t, є) 

за допомогою побудування еліпсоїдальних оцінок для К0(т). Роз­

глянуто випадок, коли множина V не існує, але існують множини 

V- та Vr+.

I
A =  j  j  A(t)dt, 

I T
V =  Hm - jB {t)U dt.

(14)

Розглянемо разом з (13) наступну усередненну

^  ~ AC + V, C(O) Є £°, 

т = єі, т Є [0. L], у Є V.

(15)
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У другому розділі роботы обгрунтован алгоритм усереднення
H

диференціальних включень стандартного вигляду на нескінченому 

проміжку при різних умовах стійкості.

Перший параграф містить основни означення та результати з 

теорії стійкості розв’язків. У другому параграфі розглянуто диф- 

ференціальне включення (1). Розглянемо усередненне включення(2)

ТЕОРЕМА 2. Нехай багатозначне відображення X (t,x) озна­

чене в області Q = {t > 0, а: £ D  CL R"} т а  виконуються

Hacmrjnni умови :

1) багатозначне відображення X (t,x) - неперервне по х, вимірне 

по t, існують додатні сталі M u X  такі, що

X (t,x ) C Sm(O)j h ( X{t,x '),X{t,x") ) < А|| х' - х" || 

майже для всіх t;

2) У будь-якій точці х області D рівномірно відносно t існує 

границя (3);

3) Розв’язки включеннл (2) означені для усіх і > 0 т а  разом з 

деякім р - окілом належать D;

4) розв’язок C,(t) включення (2) слабо асимптотично стійкий.

Тоді для усіх т) > 0 існують такі є0 > 0 т а  а > 0, що при 

Є Є (о,є0], I x(to) — х° І < о існує розв’язок x(t) дифференціального 

включення (1) для якого при t > 0 виконується наступна оцінка :

Il *(0 - CW Il < V-

У теоремі можливо замінити умову 4) наступной:
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4’) розв’язок £(<) включення (2) асимптотично стійкий;

Тоді твердження теореми приймає наступний вигляд:

для усіх 7] > 0 існують такі є0 > 0 т а  о > 0, що при є Є 

(о,є°], І х(іо) — І < °  для усіх розв’язків x(t) дифференціального 

включення (I) и t > 0 виконується наступна оцінка :

Il *(*) — С(0 Il < V-

Окремо розглянут випадок, коли границя (3) не існує.

У третьому розділі запропоновано та обгрунтовано алгоритм 

усереднення крайових задач принципу максимума з розривною пра­

вою частиной, застосован перехід до збуренного диференціального 

включення;

У першому параграфі третього розділу розглянута лінійна за­

дача оптимального керування наступного вигляду:

г/т
—  = е [A(f)a-+ b(t)ui], (16)

х(0) =  х0, U1 Є Ui, де Ui = {и Є R 1 І |и| < 1 },

Jfu1] =  Ф(х(Т)) —¥ min,

де х Є Ft71Jiii Є R-1J A(t) Є M nxn - неперервна по t, b(t) - неперерв­

ний вектор - функція, £ > 0 - параметр, T =  Le~l , L - стала.

Так як оптимальне керування має вигляд sign(ip(t), b(t)), то пра­

ва частина дифференціальної системи принципу максимума ро­

зривна. У цьому випадку застосування метода усереднення до 

одержанної крайової задачи вимагає виконання жорстких умов, 

які важко перевірити.
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Розглянемо разом з задачей (16), ще наступну збурену задачу:

(17)

X0-(O) =  х0, иа Є Ua =  {w I ||u|| < 1}

J[ua] = Ф (Xir(T)) -> min,

де X iri Uir G R  і

Ba(t) =
b2(t)

: c E n—i

, bn(t) J

Розглянемо крайову задачу принципа максимуму для збуреної 

задачи (17)

ха =  є[ A(t)xa + Ba(t)u°(t.,ip,a)\,

гр =  -eAT(t)tp, (18)

ха(0) = X0, ф(Т) = - ^ Ф (х Д Г ) ) ,

де u°(t,ijj,cr) - оптимальне керування, має наступний вигляд:

Крайова задача (18) має неперервну праву частину. Розглянемо 

усередненну крайову задачу

uo(t) = WM*))
M  b(t))> + *Цф\\

_  ________ ■ Уф і

/ P M t f ’ г
2 , т і .
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C =S є ( AC, + v(rp, a)],

іp = -EA1Ip, (19)

C(O) = X0, ?(Т) =  - ^Ф (С (Т )) ,

Де

T т

A = l̂irn ^  j  A(t)dt, v(ip, a) = l̂irn ^  j  B„(t)u°(t, ip, a)dt.

ТЕОРЕМА 3. Нехай виконуються наступні умови:

1) Матриця Л(і) і вектор b(t) неперервни по t.

2) Функція Ф(х) - неперервно дифференційована т а  строго опу­

кла.

Тоді для кожного r/ > 0 існує є° > 0 таке, що для кожного 

є Є (о, є0] и t Є [0, Ьє~1] для розв’язку x(t) задачи (16) и розв’язку 

C(t) задачи (19) вірна наступна оцінка:

INO - ¢(011 < V-

У другому параграфі третього розділу розглянута нелінійна за­

дача оптимального керування наступного вигляду:

i  = e[f{t,x)+A(x)v{t,u)], ^

х(0) = X q, и E U  C Comp(Rm), t 6 [0, Le-I],

J[u] = Ф(х(Т)) -» пііп,

де х Є Kn,и Є R m, А(х) Є M nxm - матриця, f(t,x),<p(t,u) - вектор

- функції, є > 0 - малий параметр, T =  Le~l , L > 0 - стала.

Il



Далі використовуючи необхідні умови оптимальності у формі 

принципу максимума JI.С. Понтрягина, запишемо крайову задачу

Через нелінійний характер системи задачі (20) крайова задача прин­

ципу максимума (21) звичайно має розривну праву частину, тому 

для застосування до неї метода усереднення необхідно виконання 

жорстких, важко перевіряемих умов теореми усереднення.

Розглянемо замість задачі (20) збуренну задачу, строго опуклу 

за керуванням

Запишемо для задачі (22) крайову задачу принципу максимуму

х =  є [f(t, X) + A(x)z0(t, X, ¢)],

■ ф = - £ірт j f £ { t , x )  +  § £ ( x ) z 0( t , x , i p )  , (21)

х(0) = X0, ф(Т) =  - ¾ № ) )

zo{t, х, ф) =  argmaxH(t,x,rp,z),
ZfcZ

H(t,x,ip,z) = єхр1 [f(t, х) + A(x)z].

Xff — £ [/(̂ > Xa) -|- A[Xff)Zff\ ,

хс(0) = х0, Є Zff(t) =  (coTiv Z(t))a , Z(t) = o(f, U), 

J[Zff\ = 0(Xff(T)) -> m in .

(22)

Xf f  Є [ / ( ¢ ,  Xf f ) -(- A ( x д-)Z , X f f } Ipf f ) ]  ,

V v  =  - є Ф І  % ( t , X f f )  +  ^ r [ X f f ) z 0„ { t , X f f , i p f f )  , ( 23 )

Xff( O ) = X 0, i( T) =  - f K ( T ) ) ,

Z°(t,x,rp)  =  a rg m ax H ( t ,x ,  ip,z).

12
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Із властивостей опорних функцій для строго опуклих множин 

виходить, що z°(f, Xtr, фа) неперервна по Xtr, вимірна по t та має не­

перервні похідні по Xtr, Xptr. Застосовуючи до крайової задачи метод 

усереднення отримаємо

C =  £ [7 (0  + A(C)wo(C.^)],

■ф =  - е ф і  [ ^ (C )  + ^ ( С ) ио(С> VO) і (24)

C(O)=X0, ЩТ) = - ^ (C (T )) ,

де

T T

1 (х ) =  I b i  ^ J f ( t , x ) d t ,  W0(C1Vj) j ;  J 2I i t , C,rp)dt.0 °° о

Л е м а  . Нехай до.на задача оптимального керування (20) і для 

неї виконані наступні умови:

1) Функція f(t,x) - неперервно диференційовна по х. вимірна по

. df ■ ■ 
t, лгпшгцева по х.

Q І

2) Функція лгпшгцева п'о х.

3) Функція <p(t,u) - вимірна по t, неперервна по и, ліпшгцева по 

и.

4) Функція Ф(х) - неперервно диференційовна.

Тоді для всіх т] > 0 и L > 0 існує таке є0 > 0, що для є Є (о, є0], 

t Є [0,£є-1] існує розв’язок С(і) задачі(24).

ТЕОРЕМА 4. Нехай виконуються умови леми т а  крім того 

крайова задача (24) має єдиний розв’язок.

Тоді для всіх і) > 0 и L > 0 існує таке E0 >  0, що для є Є (о, є0] 

справедлива наступна оцінка:

13



Il Ф* - Ф(С(Т)) Il < T1, (25)

де Ф* - оптимальне значення критерія якості у задачі (20). 
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