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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

АКТУАЛЬНІСТЬ ТЕМИ. У роботі досліджено задач! найкращої одно­

часної апроксимаці I Kl лькох елементі в нормованого простору X 

образами деякої опуклої пі дмножини лі ні йного нормованого просто­

ру У при Bi дображенні 11 дові льними лі ні «ними неперервними опера­

торами , шр ді югь з V в X.

Основна задача, що розглядається в роботі . полягає в наступ­

ному.

Нехай Pj f J-TTT. Yii , і -TTm. -опуклі на X неперервні функції, Q1,

j -ТГГ.- вгнуті на X неперервні функції, Aj . Bj , J=TTT, Ci . і -TTm.-

лінійні неперервні оператори, шр діигьз У в Х ,  Xj . yt, j -ТГГ. Zi .

і-ТТш.- фіксовані елементи простору X. U -опукла множина простору

V, F - { u: u є U. JilCCiU - Z1J s о. і - TTm >.

Ставиться задача відшукання величини

Г P1 .X i .A 1F. J-ІТГ I PjC A iU - X 1)
a = E 1 _  - inf Btax -і--і--- . CU

I g ^ y 1-BjF. J=ITT J U6F .SiSi Я )с BjU ~ У))

яка розглядається в ролі міри . шр характеризує найкраще одноча­

сне наближення елементі в х} . у} опуклими множинами AjF,BjFtJ-TTT.

Припускається . що SjCBjU - у}^>0 для всіх j -ТГГ . u « F. а у 

випадку, коли серед функцій Q1. J-ТГГ. є відмінні від афінних, то. 

крім того, max P1CA1U - х ,)*0  для всіх u «  F.
і Si Si 1 ' '

Перша задача, яка вкладається в описану више схему постановки 

задачі BI дшукання величини C1) , була розглянута П. Л. Чебишовим .

г г k і
Вона полягає у відшуканні серед усіх поліномів виду tr> E A.kt

ке*

такого . максимум модуля якого на сегменті t-1; 11 має найменше 

значення.

Згодом було дос лі даено .велику кількість задач подібного роду, 

моли окр функції наближались за допомогою адеебраїчних. триго
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нометричних полі комі в , раді опальних функці й й Метриках рі зних 

просторі в С. Lt . L2 , Lp і т. п .

Внаслі док цих дослі джень була сформульойана 61 льш загальна 

задача наближення фі псованого елемента х^х ф! «сованою опуклою 

множиною А з X , тобто задача в! дшукак я величини

ЕСх.А)- inf Bx-Utl . 12)
U  ел

Величина C2) вивчалась багатьма авторами. Основні результа­

ти цих досліджень підсумовані, зокрема, у монографіях Н.І.Ахієзе- 

ра , В.К.Дзядика , М.П. Корнійчука, П .-Ж.Лорана , 0 . І. Степанця,

В .М.Тихомирова та ін .

У випадку, коли У-Х, F-U . 1-1 * Q1Cu)-!, A,u-u для всіх и«Х, 

величину а ” будемо позначати через ECpftXitO). Ота®, в цьому ви­

падку

a*- EXp1, X , .U)- inf PiCu-X.). СЗ)
u C U

Ясно . що при р,Си)-8иЦ для всіх u ® X , U-A . X4-х величи­

на ECP1, Xt , U) дорівнює величині ECх.А ), тобто задача відшукання 

величини C2) вкладається в схему постановім задачі відшукання 

величини C1).

Величина СЗ) має сенс іе лише тоді, коли функція р ,С .) є нор­

мою. а й в  більш загальних ситуаціях. Так. функція р ,С .) може бу­

ти пі внормою. несиметричною нормою, несиметричною пі внормою. суб- 

лі ні йною, опуклою функці єю Tosp. В цих випадках задачу Bi дшукання 

величини СЗ) будемо називати відповідно задачею найкращого за пів- 

нормою . несиметричною нормою, несиметричною пі внормою, сублі HI я- 

ною, пуклою фугасці єю наближення елемента х, опуклою множиною U .

Задача найкращого за пі бнормою наближення фі псованого елемен­

та опуклою множиною розглядалася, наприклад. П. -Ж. Лораном . за 

несиметричною нормою-М.Г. Крейном і А.А.Нудельманом, несиметричною 

пі внормою - М.П.Корні йчуком, сублі НІ йною функці єю- В.Ф. Лем’яновим

-  2 -



- з -

I 0. М. Рубі новим, опуклою функці єю - В. 0. Гнатюгсом І В. С. Щирбою.

Вишр йшлося про задачі наближення єдиного елемента. Ці задачі 

можна розглядати як часткові випадки задачі одночасного наближен­

ня Kl лыазх елементі в . Др задач одночасного наближення кі лькох 

елементі в можна Bi днести задачу Штейнера, задачу Bi дшукання чеби- 

шовського центра системи точок, задачу одночасного наближення 

фушсці Я I 1 х похі дних, основні результати дослі дження яюаі отри­

мано 0 . 1. Степанцем , та І нші.

Важливий клас задач в теорі і наближень утворюють задачі апро- 

ксимаці і з обмеженнями. Початок ці й проблематиці також покладе­

но знаменитими працями П.Л. Чебишова про многочлени і раціональні 

функці 1 , що найменше Bi дхиляюгься Bi д нуля.

Результати дослі джень , щр стосуються апроксимаці і полі номами 

зі зв'язками , висвітлені , зокрема , у монографіях Н.І .Ахієзера,

В. 1C. Дзядика , В .М.Тихомирова..

Задачі найкрашрго наближення з додатковими обмеженнями типу 

нерівностей розглядались Є .Г.Гольштейном , В.*.Дзм’ яновим І

О.М. Рубіновим , М.П.Корнійчуком , А.О.Лігуном . В. Г.Дрроніним . 

П. -Ж. Лораном та і ншими..

Зрозумі ло, щр вищезгадані задачі можна розглядати як часткові 

випадки задачі Bi дшукання величини C1) .

Тому розгляд задачі BI дшукання величини C1) дозволяє з єдиної 

точки зору подивитись на результати дослі джень цих задач наближе­

ння.

Крім гого, Існують важливі проблеми апроксимаційного характе­

ру , котрі вищезгаданими постановками не охоплюються і разом з 

тим зводяться до відшукання величини Cl). Серед них, зокрема, за­

дача дискретного раці онального наближення , узагальнена проблема 

моментів а моментами із многогранників , задача про розв-язність



проблеми монентних нерівностей , апроксішаційна задача з додатко­

вими обмеженнями . узагальнена задача дробово-опукло-вгнутої 

Mt ні мі заці і в просторі Rn тощо.

МЕТА РОБОТИ. З'ясування питань існування екстремального еле­

мента для величини Q1) , встановлення спі вві дношень двої CTOCTi та 

критері і в екстремальної послі довності 1 екстремального елемента 

для ці єі величини, конкретизаці я отриманих результат! в на важливі 

часткові випадки, побудова чисельних методів розв'язування задачі 

Bi дшукання величини C1) . застосування результаті в дослі дження 

цієї задачі для дослідження та побудови чисельного методу розв'я­

зування узагальненої проблеми моменті в з моментами і з многогран- 

никі в.

МЕТОЛИ ДОСЛІДКЕННЯ. Умови існування екстремального елемента 

для величини C1) , спі вві дношення двої стості та критері 1 екстре­

мальної послідовності і екстремального елемента для цієї величини 

вдалось встановити , базушись на теоремах Bi дді льності та теоре­

мах двої стості в задачах спуклої оптимі заці і .

Побудовані в роботі чи ельні методи розв’язування задач найк­

раща! одночасної дробово! .чпроксимаці І ю лькох елементі в опуклими 

множинами грунтуються на і деях метод! B Cl чної площини Келлі, зве­

дення Cшляхом заміни змінних) розв'язування задачі дробово-ліній­

ного програмування до розв'язування задачі лінійного програмуван­

ня Чарнса і Купера, апроксимаці і мнояошн та функці оналу мі ні ні - 

заці і сублі ні йного функці оналу на опуклому компакт! В. Ф. Дзм 'яко­

ва, 0. М. РубІ нова.

Результати дослі дження узагальненої проблеми моменті в отрима­

но шляхом конкретизаці! результаті в дослі дження задач! Bi дшукання 

величини C1) -
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ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ . ЩО ВИНОСЯТЬСЯ НА ЗАХИСТ:

1. Встановлено теореми існування екстремального елемента для 

величини Cl).

2. Для величини Cl) встановлені спі вві дношення двої стості. кри- 

тері I екстремальної послі довності та екстремального елемента . 

Побудовано задачу, двоїсту до задачі відшукання величини Cl) , 

доведено теореми двої стості. Отримані результати конкретизова­

но на важливі часткові випадки задач) найкращої одночасн о ! 

дробової алроксимац! І кі льквх елементі в опуклими множинами .

5. Побудовано збіжні чисельні методи розв’язування задач найкра­

що! одночасно! дробової апроксимаці і кі лькох елементі в опукли­

ми множинами . Отримано двосторонні оці нки , шр дозволяють в 

окремих випадках відшукувати величини найкращрго наближення 

з наперед заданою точні стю.

4. Встановлено співвідношення двоїстості для узагальненої пробле­

ми момент! в з моментами І з многогранник! в та побудовано чи­

сельний метод П розв'язування.

НАУКОВА НОВИЗНА. Отримані результати є новими 1 вперше опуб- 

Xl ковані в роботах , перелік яких наведено в кінці авто реферату.

ПРАКТИЧНЕ ЗНАЧЕННЯ . Результати дисертаці йної роботи можуть 

знайти застосування для подальшого розвитку теорі І наближення, 

Bi дшукання величин найкращого наближення з наперед заданою точ­

ні стю , розв’язування задач математичного програмування та задач 

оптимального керування.

АПРОВАЦІЯ РОБОТИ. Основні результати роботи допові дались на :

- монференці і •• Екстремальні задачі теорі і наближення і ! у 

засто-ування" C м.Київ. 1990 p .) ;
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- Всеукраї нські я школі - сем! нарі Нелі Hl ЯНІ граничні задачі 

математично! фізики та їх застосування" Cm. Чернівці, 1995р.) ;

- 3.4.5- я Міжнародних конференціях імені академіка М.Кравчу­

ка CM.Киї В. 1994,1995,1996 рр.);

- семінарі відділу теорії функція Інституту математики HAH УК- 

раї ни йҐ мері внидтвом доктора фі зико-математичних наук , 

професора О. І. Степанця Cm. Киї в, 1996 р ,) ;

- науковому сем! нарі факультету Kl бернетики Киї вського наці о- 

нального університету під керівництвом доктора фізико-мате­

матичних наук , професора В. П. Макарова Cm. Киї в. 1996 p .) .

ПУБЛ! КАЦІ І . З теми дисертаці! опублі ковано 20 праць. І х список 

подано в авторефераті.

СТРУКТУРА TA ОБСЯГ РОБОТИ. Дисертаці я складається зі вступу . 

трьох розд! лі в , що мають 15 параграфі в, списку лі твратури , що 

містить 83 найменування. Обсяг роботи складає 146 сторінок маши­

нописного тексту.

ОСНОВНИЙ ЗМІCT ДИСЕРТАЦІ І

Для викладу отриманих з роботі результаті в введемо тазе поз­

начення : X*.У*-простори, спряжені з просторами X.Y: р*. g*. h*- 

функції, спряжені з функціями Pi . Oj- K  • йош dora 3*. dom К ~  

ефентивні множини фуіпеці й р* . З* » 9 PjCx) . aOiCx).

з КДх^субдиферениіали функцій P 1 . O1. K  в точці х; А*. В*. C*- 

опера-ори , спряжені э операторами A1, Bj . C 1 відповідно, JeITT,

і-т ;й  ; з, - { с<t>\r\6',k\n) : V  -  Cp1 . - - - . ^ у  ........ Jrl ) , в -
<<5.........<5m) . \ - U 1 , . . . X 1) . H - CfI4......... ^m) . ^ e d o m p * .  r^

♦    1 •
C l o m g j l  A1̂ O j - I X  E A 1-I, «сіош 1\ . -ITffi); F^-асюштоти-

І =*

чния конус множини F; P1J. х) -sup{ р(х): C s dom p*>-асимптотичний



функціонал функції Bj -J-TTT. х«Х. gj0DCx)-inf { rCx) : /-«doro g*> - 

асимптотичний функціонал функції Oj . J -=ITT, х«Х.

Елементом найкращого одночасного за функціями Pj та Oj набли­

ження елементів Xjt Yj опуклими множинами AjF , Bi F. J - I T T . або 

просто екстремальним елементом для величини Cl) будемо називати 

елемент u*eF такий . що

.  f p .  X ,. A.F. J - I T T  ■) P C A .U *- X .j
с( "  E = max -»— S ---—  .

I S j , Yj , Bj F .  J - T T T J  * S iS i  Oj CBj U ~ Yi )

У вступі подається стислий огляд дослі джень,1 близьких до теми 

дисертаці і , обгрунтовується актуальні сть дисертаці йної теми . а 

також викладаються основні результати , шр виносяться на захист.

Перший розділ дисертаційної роботи присвячений питанням іс­

нування екстремального елемента, питанням двої стості та ісритері ям 

екстремальної послідовності і екстремального елемента для величи­

ни одночасної апроксимаці І кі лькох елементі в опуклими множинами.

В § 1 розглянуто постановку задачі Bi дшукання величини C1) та 

екві валентну форму запису ці Cl задачі.

В 8 2 наведено умови існування екстремального елемента для 

величини Cl). Тут доводяться такі твердження.

Т е о р е м а  2 . 1.Яісшр F-замкнена локально компактна множина,

PjCAjCuo4Ie ) “ Xj)

I1J L  .SfSi о7с в ^ ї і г = - у ^ °  * *

для деякого U0 в F І всі х е в Fe. еЮ  , то екстремальний елемент 

для величини Cl) існує.

Н а с л і  д о к 2 .1 . Якщо F- замкнена локально компактна мно­

жина і
PjCAjUk - Xj )

Iim max B T H u T r Y T *  + ®к-»+® і Si 51 OjVBj Uk ys^

для будь-якої ПОСЛІДОВНОСТІ (Uk)k*  , Uk в F І » Ilk » -* ♦ ® , то 

екстремальний елемент для величини Cl) існує.

-  7 -



T e o p e x a  2 .2 . Ягёцр F-Зашшйа локально компактна множина 

I для будь-якого в в Fcp . 0<О, існує J шр Oi JiBjе)=0, 

ало ж pjooCAje)>0, або існує j c t l , . , . ,  І > , щр oie,CBj8)>0

P1J  A. e) .
I —-- !— >a , то екстремальний елемент для величини Cl) існує.

«і J  В, в)
Т е о р е м а  2.3.ЯКЩЭ F-замкиена локально компактна множина, 

a* - cid нченна величина і для будь-якого е *  Fa  , е "  O1 та

J-KI.........I) gjooCBJe)'40, то екстремальний елемект для величини Cl)

і снує тоді і ті льки тоді , коли 1 снує точка й «  F . для якої

PjCAj U - X j ) PicoCAjB)

а * max --- ---  s inf шах -------.
*5151 OjCBjU - у} ) .  е ,S  і A- QiooCBi в)

Зрозуміло, що з теорем 2 .1  та 2 .2  легко випливає розглянуте ,

зокрема , в монографії М.П. Корнійчука CI .e .20.211 твердження про 

те , шр для задачі відшукання величини C2) будь-який еюнченнови- 

мі рний пі дпрості р і , бі льш загально, будь-яка замкнена локально

компактна множина А простору X с множиною існування Cтобто такою

множиною, що для всі х XeX і снує елемект найсрашого наближення ).

Відправним пунктом при розв’ язуванні задач апроксимації час­

то виступають спі вві дношет ія двої стості , які зводять задачу най­

кращого наближення в лі ні ячому нормованому просторі до двої стої 

чалячі в спряженому просторі .

В о 3 для задач) Bi дшукання величніш C1) в терні нах спряже­

них функцій встановлено таке співвідношення двоїстості :

P1CA1U - X1)

-  8 -

а « inf ш а х ------------ —  *
u *r .SJ SI QjCBjU - у,)

і .  m .
E U ^ 1U 1Il “Х ,)“ Z HlCt5LtClU H i J-KCd, ))

-max (. inf — .-;--------------- — Li!---------- ------------ .
. z л c r  C B 1U  - у , ) -  g * c r , j j

j - *



(е ;г .б ;і ;м № ь > . C4j

Якшр для задачі відшукання величини Cl) QiCBjU-YiJX) для всіх 

J-T7T. u«U . то,крім рівності С4),-має місце також співвідношвння

E XjCpjCAiU -Xj J- PjCfiJJ + S MiCfilCClU -Zl J-^Cdi JJ

a*-max {inf *— ----т------------ -------------------- :

usu £ XiCrjCBjU -Yj J- Q^Crj JJ

c p ;r ;d ;x ;y j « v .  C5j

Y випадку в! дшукання величини C2J , коли алроксимушою мно-
і

ИИНОЮ Є CKl нченновимі рний пі дпрості р. уперше спі вві дношення двої - 

стості отримав С. М. Hl кольський [ ?.], шр дозволило йому встановити 

точні результати в окремих задачах найкрашрго наближення .

Ним. зокрема . встановлено , щр коли X1........ хг - фіксована

система елементів простору X. то для будь-якого X s X  

inf { в х- Іс Xi Xl Il : CX4........XriJ « Rn)- .
і Mt

■sup { fCxj:f « X * .  H f  8-1, FCxi J «О, і-ТЛІ). C6J

1 стотне узагальнення цього спі вві дношення на випадок, коли 

апроксимушою множиною є дові льна опукла замішена множина , і , 

зоїсре ма, довільний Сне обов'язково скі нченновимі рний) пі дпрості р 

простору X, міститься в монографії М.П Корнійчука tI .e .2ві : якшр 

А - опукла замкнена множина лі ні йного нормованого простору X , то 

для будь-якого елемента х«Х справедливе співвідношення

inf 8 х- u Il = sup.C FCxJ- sup fCuJJ. C?J
U O A  I Є Х .  U « A

I' И*

Конкретизаці я спі вві дношення двої стості C5J на випадок задачі 

відшукання величини C3J приюдить до такої рівності (Зі :

inf р Cx- U J b sup е C fCxJ - p*Cf)~ sup fCuJJ CS)
UGU f «Edom P 4 u « U

для будь - ЯКОГО X X .

Зроэумчю . щэ співвідношення C4), C5J можна розглядати як

-  9  -



^поширення на випадок задачі Bi дшукання величини C1) спі вві д- 

ношень двоїстості С6)-С8) .

Cnl вві дношення двої стості виступають ефективним засобом вста­

новлення критері і в елемента найкрапрго наближення . Такі критері І 

для задачі відшукання величини Cl) рог'лядаються в § 4 дисерта­

ці Яної роботи.

Т е о р е м а  4.4 C критерій екстремального елемента для ве­

личини Cl) ) . Нехай O1CBjU-Yj ) > 0 для всіх J-ЇТГ, UeU- Для того 

ШОб у множині F елемент и* був екстремальним елементом для вели­

чини Cl), необхідно і досить існування вектора Cр*;?'*;<5*;Х";м*) -

ч  P * , . . . ,  р '  ; г * . . . . г * ;  б * . . . . . б * ;  х * . . . . . . . . . . . . . . . *£ ) множи-

іги Sf такого, що:

I) P1CA1U*- Xj ) - PjeCA1U*- x^- pjcp*).

O1CBjU*- Уі) - ^ C B jU*- Уі)-о;Сг;). j -ТГГ.

K CC1U*- Z1) - < c q u *-  z^-hTcd*).

і\ KCC1U*- Z1) - о. i -ТТй.

• PiC A y - X j) P1CAjU*- Xj )

-  10 -

.  max ---- -----
OiCBjU - у ,)  «SiSi OjCBjU - Yi)

E X* CIP*С Aj U X1 )-р*Ср?)) + E  *  Ctf^CClU-Zl )~1\С(5*))

2) inf ------------ j----- Li*.---------------- -

ueu e x ;  C ^ C bj u - Уі )-а ; сг; ; )
J Sf • • • *

E  X ^ C A j U*- X )-р*Ср*)) ♦ E  Д* С<5*СС, U*" Z^- h^C d*))
т '* ** ______ _____ j Kg • __________________

C^CB jU*- Y1K c r p J  

1 е о р е м а 4 . 7 С  суб диференці альна форма критерію екстре­

мального елемента для величини C l ) ) .  Для того ирб у множині F 

елемент и* був екстремальним елементом для величини Cl), необхід­

но І досить існуйання елементів (>*, г*. б* простору X* та чисел 

х ;, і\. J-ТЛ". і -TTm, які мають властивості:

- о , j -ТГГ ;



1)P *etfPjCA. Ue-Xj ) .  J-^edgiCBj u*-уJ) ,  J -ITT, Se^ h iCCi u * -Z1 ) ,і  -TTm;

2) X* *  0. J - I X  E X* - 1. £  t 0 , і -Tja ;
І **

3) /^hlCClUe-Zl )-0. I-TTm.

-  11 -

P j CAj U - X j )  ^ ___  P j CAj U - X j )
max

» f JjJ4nJu *j' і
xJ ------- - " а. =0, J- TX  де а.» ша

І о CB u - Xj) J *sj*  Oj CBj U -  Vj )

4) in f с і: x*caV  -  а ,в>*) * е a  C1V  Xu)
U C U  j r i  J 1 J * J i t l

I
C E A iCAi^i - O mB j i ) + E M iCiSi K u  ).

iei

В цьому ж параграфі встановлені також теореми характеризаці і 

екстремальної послідовності для величини Cl).

Зауважимо, щр конкретизація теорем 4.4 та 4 .7  на випадок за­

дачі відшукання величини C2) приводить до критерію елемента най­

кращого наближення . вказаного М.П. Корнійчуком у праці ( I .e .34).

В § 5 дисертаці яної роботи розглядається двої ста задача до 

задачі відшукання величини Cl). Вона полягає у відшуканні вели­

чини

а - sup { a : Cа;р;г;б;Х;м) « W >. С9)

де W- множина векторів Ca; ¢: г\ <5; X; р ) Ч a:vt ........р,;»-,.........гу\

б , ........ <5m; Xt .........A1 ; м ,......... . шр задовольняють умови

^E AjCpjCxj) ♦ p*Cpj) )  - O E X jCrjCyi ) ♦ Ojtrj ))  ♦

♦ E R C A C Z 1) ♦ IileCdl ))  ♦ Й*С- E X1A V  * a E Л,ВГг -
І Bi J -д J « •

- E  MlCfai ) S 0 .
І ■!

P1 е dom р*. е dom о*, J - U ,  IS1 є donn h*. і -!Tl,

» ___
Xj * О, J - T X  E Xj -I. M1 І 0. I-TTffl, 

де <5* -функція, спряжена з характеристичною функцією множини U.

Тісний зв'язок між задачами відшукання величин Cl) та (9)



встановлюється у формі першої та другої теорем даої стості.

В § 6 дисертаці і розглянуто ряд часткових випадісі в задачі 

BI дшукання величини Cl) . які сані по собі BI ді грають велике зна­

чення в теорі І апроксимаці і та оптймі заці I . В цьону параграфі ре­

зультати параграфі в 1-5 конкретизуються, зокрема, на випадки, ко­

ли U- конус, пі дпрості р. а також на випадки задач Bi дшукання

величин inf шах P1CA1U-X1) ,  inf шах ЙА.и-х 8 .
U е г  і S j  S I  '  '  * и б г  і S i  St  '  1

р.С А, ц-XJ
inf шах —— і--- —  , inf шах p.CA.u-xJ . inf шах SA1U-X1B.
и є и  * S j S l  g . C  B j U - y j )  и е и  і  SI  <1 1 . ‘ UGV tSiSl  ‘ ‘

р, CuJ _
itif { max -— - : KCuJso, і -ITC и «  U > тошр.

**] st gjCu)

Отримані в першому р озді лі результати служать теоретичним 

фундаментом побудови чисельних методі в розв'язування задач най­

кращої одночасної дробової апроксимаці 1 кі лькох елементі в опукли­

ми множинами, ягам присвячено другий розді л дисертаці йно! роботи.

В цьому розді лі припускається , то U-опуклий компакт простору

У.

В § 1 розглядаються дена допоміжні твердження .

В § 2 побудовано чисез зний метод розв'язування , так званої , 

дискретної задачі одночасної дробової апроксимації кількох еле­

ментів многогранзшии множинами.

Сфоізнулюгмо цо задачу.
а 1

Нехай й *  Y.i-JTq.U »(u:u« E OiU1,O120, і -ITq, E с£. -1},р ^  XT
4 І *1 і *1

аік«  R . j - Q . h - O i ’ .rlk« X* .  ^ k в  R , j - 0 . k - l T m j , бік « х * ,

R.i-Hm.k-CrT.F “(u :u  *  Ue . max i CdiltC CiU-Zl ) k)so .i- O i> .
1 0  а J S v S n l

Припускається, що ?,>СВ; и-у,) * Щ к> O для всіх u «  U 4, J = 0 ,

- 1 2 -



fc- O*. існує елемент u «  Fe, для якого шах Cб ,.CC1 U-Z1 )+е. J < 0
' 4 »Sk<n 1 1 1*

І

для всіх і«{1 ........ ш}. а у випадку, коли для деякого J0«{1 .........і)

ш* >1 , то шах шах CpikCAiU-Xj -*¾.,) *  о для всіх u«F .
j O  I i i S X  »<к£тп ‘  і і m  ~  Ч

При цих умовах ставиться задача Bi дшукання величини 

JfL1 tP jJ A iU-XiJ

V » nun шах ---- ---------------------- — —  . ClOJ
Шіп а C ^ ltCBi u-yJ+A k)

4 *<kim 1 ' ‘ **
і

Якшр позначити Bjk-CpjltCAiUi ; .PjkCAiU4) ) . J - Q , к « 0 ‘ ,

^ k-CrikCBjU1) ........Fi „CBj U4) ) ,  J - Q ,  к- О і*.C1 ^ a ikCCl U1J.........

^ lkCCiU4) ) .  1 -Ої . й - щ ; , Ctj k "  STk- PikCxi ) ,  J - O .  к - О * .

<*jk“ ^ к ^ і к С У ^ .  J-Q .  к-Оі*. Sti-Slh-^llkU l ) .  1-0 . к-1ТпГ.

Mq-{ 0 4 ¾ ...... oq): Oi^olI - о .  ECti-I >,

Q4-C 0 4 ¾ , . . . . ¾ ) :  а*Мч,<с1к, 0>+еік£0 , і « О ,Ь - О ч > »

то величину C10) можна подати в такі й формі:

шах , С<аік,0>+О:к)
__ . »Sk5m.

V - min шах -- г---------- •
аео л£j.si nun , C<bj„ ,аР+р . )

4 і SliSm ‘ ‘
І

У випадку, коли серед чисел m ' . j - Q ,  є відмінне від одиниці ,

на попередньому кроці побудованого чисельного методу Bi дшукання
І

величини СЮ) вибираємо вектор X‘ 4 X ‘ . . . . . X j )  є R , z  Xi -1, Х‘ гю,
і  S I

І
J - O ,  для якого E Xi шах C<a,k,0>+oik) & O для всіх а «  Q .

jst t <к <т.
і

-  13 -

Існування такого вектора доведене в § 1 . Якшр ж ю %1. J - O ,  то 
І

вектор Х‘ , E X*-I, X* & 0 .J - O .  вибирається довільно.
і

E
J *»

На г - му кроці методу за допомогою лі ні йного програмування 

знаходимо величину



розв'язок а гЧ а  ' .......а ' )  задачі Bi дшукання величини

P= min max (. max Д<а1кша>+аік)-й тіп .С<Ь.к.о£>+0,к)) (.12)
CleQ *SjSt і<к<т‘ Ік ' *  Г .SkSmf

Я J J

та розв’язок (e'k.j-0,k-Oi J-O.K-Oija^ k.і-О. 

к - 0 > " ,j-0;6r} двоїстої до неї задачі лінійного програму­

вання Bi дшукання величини
1 2

I mj I mj m n I

Pr- max t E ECflkSilt-E EfJjkClk + I
j = і k *  і j = 1 к = Л і = і к s і

при обмеженнях
1 2 

I mj I mj І» Л1

E E a llSi k -E E b lk?, ̂ E  E C ikT? *68*0, U 4)
J s i  к = I J J j = »  k s i  J J i a t  Icil

I 2m m̂

E e i k -X1K). E Clk-VrX1- OJ- O. C15)
k=* 1 1 k*t

E X,-l.X.^O, J - O . C16)
i = «

eJVa0 • fc-osj' ; ?lk *o . j «тг. к-Oi/ : Cl?)

TJlk̂ O . 1-Ої . к-Оч . U8)

де е Ч і ....... I). X-{ j : j « {1 . . . . , 1 ) ,m* >1>.

TT-{ j : j «  ( I ...... l>.m; >1>.

Ha г*1- му кроці за допомогою методі в лі ні яного програмування 

знаходимо

ЕХ;** пах t<aJk,0>-*eJ)k)
J а» ISkSm

Vr „  -min —х-------  --------- .

aeQ, е х ; * ‘ ю п , c<blfc,tf>*pJk)
J зі ISkSmj

P =>min max (. max , ( O 1^O-Kilk)-Vr,., min , (.CbjkjO-NJj*)) I т.д.
a « Q  * S j S l  I S k S m 1 I S k  S m .

q J І
Q

Нехай ur - E a [ S1 .

і
E  Krt шах ,  С <аІ Ь ,сО-*аі к )

j = *  ‘ . S k S rn *  >К
Vr - nun -- j--------*----------- , С11)

4 EXi min с<Ьік.й > ^ к)
І в* і <к

-  14 -



У роботі доведено збі жні сть цього методу , показано , шр 

будь-яка часткова границя послідовності Cur>г”  є екстремальним 

елементом для величини ClO). ^тримано двосторонні оцінки збіжно­

сті . шр дозволяють відшукати величину СЮ) з наперед заданою 

точні стю.

У § 3 другого розді лу розглянуто дискретну задачу найкралрі 

одночасно! дробової апроксимаці і кі лькох елементі в опуклими 

компактами.

Ця задача полягає у відшуканні величини

max . C p l k CAi U-Xi )  *аІк)
і  Sk Sm ' 1 Jlt

v - min max --------------------------- — —  . С19)
иsr ‘ -̂ -1 t TlicCB jU - y j)^ ,)

““ І

де F - { ueU: max CfiikC CiU -Z1)^cik) s 0 . i-T7m >.
I

Припускається, як I вище . щр U - опуклий компакт простору У. 

Jri ь C Bi и-уд ) k >0 ДЛЯ ВСІХ U«U, J - O .  K-O lj  . існує елемент U«F,

для якого max CfiikC Ci U “2к)* ё .к)< 0, а у випадку . коли т* >1
і  Sk Sn . оі

для деякого J0 «  < 1» vl> . то. крім того .

max max , CplkCA1U-X,) ♦ й " )  і O для всіх u«F.
« S i S I і S k Sm* J 1

Для розв’язування задачі C19) запропоновано метод апроксима­

ці І множини U, за допомогою якого цю величину можна знайти з на­

перед заданою точністю послідовним розв’язуванням задач виду СЮ ).

В § 4 для задачі відшукання величини .Cl) побудовано збіжний 

метод одночасної апроксимаці і множини U та функці оналі в Pj , Qj . 

j - О .  1\,і-Г7і . за допомогою якого ця задача зводиться до роз­

в ’язування послідовності задач відшукання величин виду C19).

Цей метод є узагальненням на випадок задачі Bi дшукання вели­

чини C1) методу мі ні мі заці і сублі ні йного функці оналу на опуклому

- 15 -



компакт!. запропонованого В. Ф. Дзи ’яновим , 0. М. Руб! новим у праці 

(41 .

Показано, ше в окремих важливих випадках за допомогою побудо­

ваного методу величину CIJ можна знайти з наперед заданою точні - 

стю .

В § 5 побудовано чисельний метод розв’язування задачі міні мі - 

заці і на опуклому компакт і дробово-лі ні йного функці оналу, яка вис­

тупає як допомі жна задача при Bi дшуканні величини C19) запропоно­

ваним у § 3 методом .

Важливим апаратом розв'язування задач оптимального керування 

об 'ектами, що описуються системами диференці альних рі внянь з фі к- 

сованими початковими умовами, є L-проблема моментів в абстрактно­

му лі ні йному нормованому просторі, основні результати дослі дження 

якої отримані М. Г. Крейном 151.

Значний і нтерес представляють задачі оптимального керування з 

рухомими кінцями C див. . наприклад, монографію В.Г. Болтянського 

163 J . Окремі з цих задач зводяться до . так званої , узагальне­

ної проблеми з моментами із многогранников , якій присвячено роз­

діл З дисертаційної роботи.

В & 1 наведено постановку узагальненої проблеми моментів з мо­

ментами і з многогранникі в та розглянуто деякі допомі жні тверджен­

ня.

Нехай х ' ........ х‘ . S - T X “ системи лінійно незалежних елементів

лінійного нормованого простору X, а с1 * Cc1 . . . . . C 1n) , і -TTm,-точки 

простору Rr'. Ґ ,  S - T X  “ елементи простору X*. спряженого з X ,

MC f1.......... f l ) ~ многогранник , що € опуклою оболонкою точок

Cf*Cx*J ........ f*Cx“ JJ, s - T X  M - многогранник , шр е опуклою обо­

лонкою точок Ci K c 1 , . . . ,  C1n) ,  і -TTm-

Узагальненою проблемою моменті в з моментами і з многогранникі в
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назвемо задачу відшукання величини

L -  , виn , max >f’ «.
< r ............t  > <q S i

Якшр позначити А-СаЧа, . . . . ^ ) » # 1 :a,*0.s-T7r, Еа .- 1},
в *  і*

B-C /3 4 ¾ . . . . , P j e R m: ( \ *0.1-171.Д JJ1-1} . G - { C f ; a ; p )4 f ‘ ......... f l ;

а*.........Ctl Jzs1 ..........рт) :  f*eX*.s-T7T;a «  A; ^ B ;  Z c ^ f c x * )- E а с‘
• ** l e t  J

' J-TTri). то ця задача запишеться у вигляд!

L =  Btin шах »f*«. C 20}
C r ;a ;p )«G  *s.si

Зрозуміло , по при 1-ш=і задача відшукання величини C20) 

стає класичною L-проблемою моменті в.

Будемо припускати, що 0«М, оскі льки у випадку 0«М задача Bi д- 

щукання величини С20) має тривіальний розв’язок Cf‘ , . . . . f 1)-

4 0  0).

У § 2. третього розділу за допомогою доведених у § 5 першого 

розділу теорем двоїстості встановлено співвідношення двоїстості 

для розглядуваної узагальненої проблеми моменті в та і х геонкрети- 

зації.

Т е о р е м а  2 .1 . Задача Bi дшукання величини (.20) має роз- 

в ’язгк. Справедливе співвідношення двоїстості

L- -у-.

да
» Z Ki X̂  і

T -  in f  шах max — --------- . (21)
ГЧ N _ і ЧЛ Л Se S i 1 S i  Sm n  J і
S  A. C i >0 , E  д. С,

J-I 11  і»і 1 J
1 -1,ш

Лрведено , шр для задачі відшукання величини C20) існує 

екстремальний елемент .

В цьому ж параграфі розглянуто критерій екстремального еле­

мента для величини C21).

В § 3 чисельний метод, розроблений у другому розді лі для рпз-

. - 17  -



в'язування задачі відшукання величини ClJ у випадку, коли U- ком­

пакт, конкретизовано для розв'язування задачі відшукання величини 

С21).

Показано , шр запропонований метод дозволяє також побудувати 

узагальнений розв'язок задачі відшукання величини C20) . При 

цьому пі д узагальненим розв 'язком задачі Bi дшукання величини 

C20) будемо розуміти таку послідовність CC їг ; а г ' ,р г )}г“  

векторів Cfr ;a  r :p rX  f* . s - Q . ; a  ' ,  s«17I;p  і .і - О О  із G. щр 

IiiB шах » Ґ  » - L.
г - > OO X S b  Si

Встановлено також оці нки, як! можна використати для Bi дшукан­

ня величин C20) та C21) з наперед заданою точністю.

В § 4 розглянуто задачу лінійного оптимального керування з 

Bi льним у межах многогранника лі вим кі нцем , яка зводиться до 

узагальненої проблеми моментів з моментами із многогранник!в.

Розв'язано конкретний приклад такої задачі оптимального 

керування.

Я радий можливості висловити глибоку та щиру вдячні сть мої м 

науковим кері вникам професору Олександрові ! вановичу Степанцю та 

професору Opi єві Володимировичу Теплі нському за консультаці і . 

повсякчасну пі дтринку, і нтерес та увагу до роботи.
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Гнатас Ю. В. "Задачи наилучшей одновременной аппроксимации нес­

кольких элементов выпуклыми множествами".

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-мате­

матических наук по специальности 01. 01.01 - математический анализ. 

Институт математики HAH Украины , Киев . 1997.

Диссертация посвяшена исследованию задач наилучшей одновре­

менной аппроксимации нескольких элементов выпуклыми множествами.

В работе для величин наилучшего приближения , рассматриваемых 

в этих задачах, установлены теоремы существования экстремального 

элемента . соотношения двойственности , критерии экстремальной 

последовательности и экстремального элемента , построены чис­

ленные методы отьскания этих величин и решения обобщенной пробле­

мы моментов с моментами из многогранника.
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GnatyuX Vu.V. " Tashs of the best and simultaneous 

approximation of some elements by convex multiplicands ".

Thesis for a degree of Candidate of Science in  Physics and 

Mathematics , speciality 01.01.01 - Mathematical analysis . 

Institute of Mathematics National Academy of Sciences of Ukraine. 

Kyiv, 1997.

The thesis is devoted, to the analyses of the problems of the 

best mil simultaneous approximation of some elements by convex 

seta.

The theorems of the existence of the extreme element, the 

relation, the criteria of the extreme suquence and the 

extreme element are established In this work: for the quantities 

of the best approximation. Mumerical methods of finding these 

quantities and the solution of the qeneral problem of moments 

with the moments of the polyhedron are constructed.
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